
ریاضی علوم دانشکده�ی

۹۳ اردیبهشت ۳۰ کاربردآن و احتمال

متغیرهای مجموع مخلوط، تصادفی متغیر :۲۳ جلسه�ی
گشتاور مولد تابع تصادفی،

فرهادی فرنوش تحویلیان- مهرداد نگارنده: خزائی شهرام دکتر مدرّس:

متغیر یک و پیوسته تصادفی متغیر یک مجموع سپس می�پردازیم. مخلوط تصادفی متغیر معرفی به ابتدا جلسه این در
داشت خواهیم را نمونه�ای واریانس و متوسط مفهوم مختصر صورت به آن از پس می�کنیم. بررسی را گسسته تصادفی

می�کنیم. مطالعه را تصادفی متغیر یک گشتاورهای مولد تابع نهایت در و

مخلوط تصادفی متغیر ۱

تجمعی توزیع تابع که بگیرید نظر در را تصادفی متغیر حال شدیم، آشنا پیوسته و گسسته تصادفی متغیرهای با کنون تا
جای به متغیرها این گویند. مخلوط متغیرهای تصادفی، متغیرهای نوع این به باشد، پیوسته قطعه قطعه صورت به آن
می�شوید. آشنا آنها احتمال چگالی تابع شبه محاسبه چگونگی با مثال۲ در دارند. چگالی تابع شبه احتمال، چگالی تابع

دیراک: دلتا تابع ۱ تعریف
با برابر مقداری نقاط دیگر در و بی�نهایت برابر مقداری ۰ نقطه در می�شود، داده نمایش δ یونانی حرف با که تابع این
داشت توجه باید بود. خواهد یک برابر بی�نهایت مثبت تا بی�نهایت منفی بازه روی نیز آن انتگرال طوریکه به دارد صفر
تابع بسط و نمادها کردن ساده برای و نیست تابع مفهوم، در می�شود، خوانده تابع عنوان با اینکه وجود با دلتا تابع که

می�رود. بکار مخلوط و گسسته توزیع�های به احتمال چگالی
می�گردد. محسوب است) یک نامنفی مقادیر برای و است صفر منفی مقادیر برای که (تابعی پله� تابع مشتق دلتا تابع
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۱
۴δ(x− ۱

۲ ) تابع :۱ شکل

∫∞
−∞ f(x)δ(x)dx = f(۰) ۱ نکته

۲۳-۱



f(x) ∗ δ(x) = f(x) ۲ نکته

f(x) ∗ δ(x− x۰) = f(x− x۰) ۳ نکته

دهید. نشان دیراک دلتا تابع از استفاده با را زیر احتمال جرم تابع با X تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع ۱ مثال

pX(x) =


۱
۳ x = ۰
۲
۳ x = ۱
۰ oth.

پاسخ

fX(x) =
۱
۳δ(x) +

۲
۳δ(x− ۱)

آورید. بدست را زیر تجمعی توزیع احتمال چگالی تابع شبه ۲ مثال

....

۰٫۲۵

.

۰٫۷۵

.

۱

.
۰٫۵

.
۱

X تصادفی متغیر تجمعی توزیع تابع :۲ شکل

دلتا تابع نصف آن مشتق که داریم ۰٫۵ پله یک ۰٫۵ نقطه در ولی گرفت. مشتق تجمعی احتمال تابع از باید پاسخ
است. دیراک

است. زیر نمودار با مطابق احتمال چگالی تابع شبه پس
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X تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع شبه :۳ شکل
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کلی حالت در تصادفی متغیر متوسط ۲

تجمعی توزیع تابع استفاده با تصادفی متغیر یک ریاضی امید آوردن بدست برای روشی بررسی به قسمت این در
.Pr{X ⩾ x} = ۱− FX(x) که کنید دقت می�سازد. روشن را موضوع این زیر قضیه می�پردازیم. احتمال

است: محاسبه قابل زیر صورت به مخلوط و پیوسته گسسته، حالت�های در X تصادفی متغیر ریاضی امید ۱ قضیه

E[X] =
∑∞

i=۱ Pr{X ⩾ i} آنگاه: باشد طبیعی مقادیر با تصادفی متغیر یک X اگر .۱

E[X] =
∫∞
۰ Pr{X ⩾ x}dx آنگاه: باشد مثبت مقادیر با پیوسته تصادفی متغیر X اگر .۲

E[X] =
∫∞
۰ Pr{X ⩾ x}dx−

∫∞
۰ Pr{X ⩽ −x}dx آنگاه: باشد مخلوط یا و پیوسته تصادفی متغیر X اگر .۳

داشت: خواهیم گسسته حالت در برهان.

Pr{X ⩾ i} = Pr{X = i}+ Pr{X = i+ ۱}+ · · ·

پس
∞∑
i=۱

Pr{X ⩾ i} =
∞∑
i=۱

Pr{X = i}+ Pr{X = i+ ۱}+ · · ·

=

∞∑
i=۱

∞∑
j=i

Pr{X = j}

=
∞∑
j=۱

j∑
i=۱

Pr{X = j}

=
∞∑
j=۱

j Pr{X = j} = E[X]

که باشد f(x) = g(x) +
∑

i piδ(x − xi) احتمال چگالی شبه�تابع با تصادفی متغیر یک X کنید فرض ۲ قضیه
اینصورت در .

∫∞
−∞ g(x)dx+

∑
i pi = ۱

E[X] =

∫ ∞

−∞
xg(x)dx+

∑
i

xipi

.

به باشد، f(x) = g(x) + ۱
۶δ(x) +

۱
۲δ(x − ۱) احتمال چگالی شبه�تابع با تصادفی متغیر یک X کنید فرض ۳ مثال

طوریکه:

f(x) =

{
۱
۳ ۱ ≤ y ≤ ۲
۰ oth.

صورت: این در

E[X] =

∫ ۲

۱
f(x)dx+ ۰ · ۱۶ + ۱ · ۱۲ =

۱
۳ · ۱+ ۲

۲ + ۰+
۱
۲ = ۱
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گسسته تصادفی متغیر یک و پیوسته تصادفی متغیر یک مجموع ۳

آنگاه: Z = X + Y و باشند مستقل تصادفی متغیر دو Y و X اگر داشتیم قبلا

است: زیر صورت به Z احتمال چگالی تابع آنگاه ،pY و pX احتمال جرم توابع با باشند گسسته دو هر Y و X اگر .۱

pZ(k) = pX(k) ∗ pY (k) =
∑∞

i=−∞ pX(i)pY (k − i)

است: زیر صورت به Z احتمال جرم تابع آنگاه ،fY و fX احتمال چگالی توابع با باشند پیوسته دو هر Y و X اگر .۲

fZ(t) = fX(t) ∗ fY (t) =
∫∞
−∞ fX(x)fY (t− x)dx

Z احتمال چگالی تابع آنگاه باشد، fY احتمال چگالی تابع با پیوسته Y و fX احتمال جرم تابع با گسسته X اگر .۳
است: زیر صورت به

fZ(t) =
∑∞

i=−∞ pX(i)fY (t− i)

داریم: را زیر قضیه کلی حالت در

متغیر احتمال چگالی شبه�تابع باشند، fY و fX احتمال چگالی شبه�توابع با مستقل تصادفی متغیر دو Y و X اگر ۳ قضیه
با: است برابر Z = X + Y تصادفی

fZ(t) = fX(t) ∗ fY (t) =
∫∞
−∞ fX(x)fY (t− x)dx

باشند. Y و X متغیرهای احتمال چگالی و احتمال جرم نمودار ترتیب به زیر نمودار�های کنید فرض ۴ مثال
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X تصادفی متغیر احتمال جرم تابع :۴ شکل

....

۱/۲

Y تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع :۵ شکل

داشت: خواهیم X + Y متغیر برای صورت این در
صورت: این در نمود، بیان δ تابع از استفاده با را X تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع می�توان کنید دقت همچنین
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.
۱/۱۲

X + Y تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع :۶ شکل

fX(x) = ۱
۲δ(x) +

۱
۳δ(x− ۴) + ۱

۶δ(x− ۱۰)

بدست Y و X احتمال چگالی تابع پیچش از Z = X + Y تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع می�دانیم طرفی از
می�آید،�یعنی:

fZ(t) = fX(t) ∗ fY (t)

= (
۱
۲δ(t) +

۱
۳δ(t− ۴) + ۱

۶δ(t− ۱۰)) ∗ fY (t)

=
۱
۲δ(t) ∗ fY (t) +

۱
۳δ(t− ۴) ∗ fY (t) +

۱
۶δ(t− ۱۰) ∗ fY (t)

=
۱
۲fY (t) +

۱
۳fY (t− ۴) + ۱

۶fY (t− ۱۰)

آورید: بدست را زیر چگالی تابع با Z تصادفی متغیر واریانس و متوسط ۵ مثال
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Z تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع :۷ شکل

می�آید. بدست زیر مستقل تصادفی متغیر دو جمع حاصل از بالا تصادفی متغیر وضوح به

pX(x) =


۱
۳ x = ۰
۲
۳ x = ۱
۰ oth.

fY (y) =

{ ۱ ۰ ≤ y ≤ ۱
۰ oth.

: که کنید دقت حال

E[X] = ۱
۳ × ۰+ ۲

۳ × ۱ = ۲
۳

V ar[X] = ۱
۳ × (۰− ۲

۳ )
۲ + ۲

۳ × (۱− ۲
۳ )

۲ = ۲
۹

می�دانیم: است یکنواخت تصادفی متغیر Y چون و

V ar[Y ] = ۱
۱۲ و E[Y ] = ۱

۲
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داشت: خواهیم پس

E[Z] = E[X] + E[Y ] = ۲
۳ + ۱

۲ = ۷
۶

V ar[Z] = V ar[X] + V ar[Y ] = ۲
۹ + ۱

۱۲ = ۱۱
۳۶

نمونه�ای واریانس و متوسط ۴

شویم. آشنا نمونه�ای واریانس و متوسط مفاهیم با مختصر صورت به می�خواهیم قسمت این در

باشند، σ۲ واریانس و µ میانگین با هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای X۱, ..., Xn کنید فرض ۲ تعریف

می�شود: تعریف زیر صورت به X̄ نمونه�ای متوسط .۱

X̄ =
X۱ +X۲ + ...+Xn

n

می�شود: تعریف زیر صورت به S۲ نمونه�ای واریانس .۲

S۲ =
۱

n− ۱
n∑

i=۱
(Xi − X̄)۲

داریم: که

E[X̄] = µ, V ar(X̄) =
σ۲

n

E[S۲] = σ۲, V ar(S۲) =?

آنگاه باشند، σ۲ و µ واریانس و میانگین با نرمال توزیع دارای و مستقل تصادفی متغیرهای X۱, ..., Xn اگر ۶ مثال
است. σ۲

n و µ واریانس و میانگین با نرمال توزیع دارای نیز نمونه�ای متوسط

بود: خواهد n آزادی درجه با خی توزیع دارای n−۱
σ۲ S۲ باشند، استاندارد نرمال متغیرهای X۱, ..., Xn اگر ۴ نکته

n− ۱
σ۲

S۲ ∼ X۲
۱ +X۲

۲ + ...+X۲
n

گشتاورها مولد تابع ۵

حالت در است. مشخص آن�ها اهمیت که می�شوند نامیده X تصادفی متغیر دوم و اول گشتاورهای E[X۲] و E[X]

در است. اهمیت حائز عملی، لحاظ از چه و نظری لحاظ از چه که می�شود تعریف nام مرتبه گشتاور نیز n برای کلی
وجود صورت در گشتاور مولد تابع می�کنیم. مطالعه را مختلف تصادفی متغیرهای گشتاورهای مولد توابع بخش، این

باشند. گشتاورها مولد تابع یک دارای که ندارند وجود متفاوتی تصادفی متغیر دو هیچ یعنی یکتاست.

۲۳-۶



بگیرید: نظر در را زیر تابع X تصادفی متغیر برای ۳ تعریف

MX(t) = E[etX ]

گشتاورهای مولد تابع را آن آن�گاه باشد، شده تعریف ، σ > یک۰ برای ، (−σ, σ) بازه در t مقادیر همه MX(t)برای اگر
می�نامیم. X

داریم: خاص حالت در

باشد: ρX احتمال جرم تابع دارای X گسسته تصادفی متغیر اگر .۱

MX(t) = E[etX ] =
∑
i

etxiρX(xi)

باشد: fX احتمال چگالی تابع دارای X پیوسته تصادفی متغیر اگر .۲

MX(t) = E[etX ] =

∞∫
−∞

etxfX(x)dx

کنید. تعیین را MX(t) باشد، p پارامتر با برنولی تصادفی متغیر یک X کنید فرض ۷ مثال

داریم: پاسخ
MX(t) = (۱− p)et×۰ + pet×۱ = (۱− p) + pet

کنید. تعیین را MX(t) است. (n, p) پارامترهای با دوجمله�ای تصادفی متغیر یک X کنید فرض ۸ مثال
داریم: پاسخ

pX(x) =

(
n

x

)
px(۱− p)n−x, x = ۰,۱,۲, ..., n

پس:

MX(t) =
n∑

x=۰
etx

(
n

x

)
px(۱− p)n−x =

n∑
x=۰

(
n

x

)
(pet)x(۱− p)n−x = (pet + ۱− p)n

است. شده داده نمایش دیگر توزیع�های برای ،X تصادفی متغیر گشتاورهای مولد تابع زیر جدول در

Mt(X) X تصادفی متغیر توزیع
eλ(e

t−۱) λ پارامتر با پواسون
λ

λ−t λ پارامتر با نمایی
e

t۲
۲ استاندارد نرمال

مختلف توزیع�های برای X تصادفی متغیر گشتاورهای مولد تابع :۱ جدول

کنید. تعیین را MX(t) باشد. σ۲ واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع دارای تصادفی متغیر X کنید فرض ۹ مثال
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می�دانیم: باشد. استاندارد نرمال تصادفی متغیر Z کنید فرض پاسخ

MZ(t) = e
t۲
۲

بنویسیم: می�توانیم طرفی از

X = σZ + µ

پس:

MX(t) = E[etX ]

= E[etσZ+tµ]

= E[etσZetµ]

= etµE[etσZ ]

= etµMZ(tσ)

= etµe
(tσ)۲

۲

= etµ+
(tσ)۲

۲

مستقل تصادفی متغیرهای مجموع مورد در نکاتی ۶

آنگاه: باشند، MY (t) و MX(t) گشتاورهای مولد توابع با مستقل تصادفی متغیر دو Y و X اگر ۴ قضیه

MX+Y (t) = E[et(X+Y )] = E[etXetY ] = MX(t)MY (t)

.λ۱ + λ۲ پارامتر با است پواسون تصادفی متغیر یک λ۲ و λ۱ پارامترهای با پواسون تصادفی متغیرهای جمع ۱ نتیجه

با است دوجمله�ای تصادفی متغیر یک (n۲, p) و (n۱, p) پارامترهای با دوجمله�ای تصادفی متغیرهای جمع ۲ نتیجه
.(n۱ + n۲, p) پارامترهای

تصادفی متغیر یک (µ۲, σ۲۲) و (µ۱, σ۲۱)ترتیب به واریانس و میانگین با نرمال مستقل تصادفی متغیرهای جمع ۳ نتیجه
.(µ۱ + µ۲, σ۲۱ + σ۲۲) واریانس و میانگین با است نرمال�

تصادفی متغیر یک گشتاورهای محاسبه ۷

داریم: کرد. استفاده X گشتاورهای محاسبه برای X تصادفی متغیر یک گشتاورهای مولد تابع از می�توان

E[X۰] = MX(۰) = ۱
E[X] = M ′

X(۰)
E[X۲] = M ′′

X(۰)
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درنهایت: و

E[Xn] = M
(n)
X (۰)

است. MX(t) تابع nام مرتبه مشتق M (n)
X (t) که

۲۳-۹


