
ریاضی علوم دانشکده�ی

۹۳ اردیبهشت ۷ کاربرد و احتمال

مستقل تصادفی متغیر�های هفدهم: جلسه�ی
رحیمی احمدرضا نگارنده: خزائی شهرام دکتر مدرّس:

مقدمه ۱

آن�ها خواص و پیوسته حالت در شرطی توزیع�های آن�ها، مجموع مستقل، تصادفی متغیر�های بررسی به جلسه این در
می�کنیم. بررسی را بوفون۱ سوزن مسأله پایان در می�پردازیم.

یادآوری

فرمول�های گسسته حالت در کنیم. یاد�آوری فراگرفتیم قبل جلسات در که را احتمالی فرمول�های است لازم ابتدا
داریم: را زیر

pX(X) =
∑
y

pX,Y (x, y) (۱)

pX|Y (x|y) =
pX,Y (x, y)

pY (y)
(۲)

داریم: پیوسته حالت در همچنین و

fX(X) =

∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y)dy (۳)

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
(۴)

متغیر متوسط محاسبه است مطلوب باشند. مستقل و U [۰,۱] یکنواخت تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض ۱ مثال
.Z = Y

X تصادفی

محاسبه را fZ(z) ابتدا بنابراین است. Z احتمال چگالی تابع از استفاده E[Z] محاسبه برای روش سرراست�ترین پاسخ
است: زیر صورت به Y و X توأم احتمال چگالی تابع می�کنیم.

۱Buffon’s needle
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fX,Y (x, y) =

{۱ ۰ ≤ x, y ≤ ۱
۰ o.w.

می�گیریم. مشتق آن از سپس و می�کنیم محاسبه را FZ(z) تجمعی توزیع تابع ابتدا Z احتمال چگالی تابع محاسبه برای
داریم:

FZ(z) = Pr {Z ≤ z}

= Pr

{
Y

X
≤ z

}
=

∫∫
y
x≤z

fX,Y (x, y)dxdy

=

{
z
۲ ۰ ≤ z ≤ ۱

۱− ۱
۲z z ≥ ۱

است. آمده بدست است، شده داده نشان زیر شکل در که انتگرال�گیری نواحی از استفاده با فوق دوگانه انتگرال که
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می�دهند نشان را انتگرال�گیری نواحی بالا شکل�های :۱ شکل

بنابراین:

fZ(z) = F ′
Z(z) =

{
۱
۲ ۰ < z < ۱
۱

۲z۲ z ≥ ۱

شده�اند: داده نشان توابع نمودار زیر شکل�های در
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می�کنیم: عمل زیر صورت به E[Z] محاسبه برای نهایت در

E[Z] = E[
Y

X
]

=

∫ +∞

−∞
zfZ(z)dz

=

∫ ۱

۰
z
۱
۲dz +

∫ +∞

۱
z

۱
۲z۲ dz

=
z۲

۴

∣∣∣∣۱
۰
+

۱
۲ ln z

∣∣∣∣∞
۱

= ∞

نیست. صحیح زیر رابطه لزوماً کلی حالت در ۱ نکته

E[
Y

X
] =

E[Y ]

E[X]

داریم: h و g توابع همه برای آنگاه باشند، مستقل تصادفی متغیر دو Y و X اگر ۱ قضیه

E[g(X)h(Y )] = E[g(X)]E[h(Y )] (۵)

آنگاه: باشند، f(x, y) توأم چگالی تابع دارای Y و X پیوسته تصادفی متغیر�های کنید فرض برهان.

E[g(X)h(Y )] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
g(x)h(y)f(x, y)dxdy

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
g(x)h(y)fX(x)fY (y)dxdy

=

∫ +∞

−∞
g(x)fX(x)dx

∫ +∞

−∞
h(y)fY (y)dy

= E[g(X)]E[h(Y )]
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کرد. حل نیز دیگری روش به می�توان را ۱ مثال در E[Z] متوسط فوق قضیه از استفاده با ۲ مثال
داریم: قضیه بنابر هستند، مستقل تصادفی متغیرهای Y و X چون پاسخ

E[
X

Y
] = E[X

۱
Y
]

= E[X]E[
۱
Y
]

پس

E[X] =
۱
۲ , E[

۱
Y
] =

∫ ۱

۰

۱
y
dy = ∞ =⇒ E[

X

Y
] = ∞

مستقل تصادفی متغیر�های مجموع ۲

تابع شده�است. داده نشان زیر شکل�های با آن�ها احتمال جرم توابع و مستقل�اند و گسسته Y و X متغیر�های ۳ مثال
کنید. حساب را Z = X + Y تصادفی متغیر احتمال جرم
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داریم: پاسخ

pZ(z) = Pr {Z = z}
= Pr {X + Y = z}

=
∑
x

Pr {X = x, Y = z − x}

=
∑
x

Pr {X = x}Pr {Y = z − x}

=
∑
x

pX(x)pY (z − x)

داریم: Z = X + Y تصادفی متغیر برای باشند، مستقل تصادفی متغیر دو Y و X اگر ۲ نکته

pZ(z) =
∑
x

pX(x)pY (z − x)

می�گویند. گسسته۲ پیچش رابطه بالا رابطه به

است. زیر صورت به Z تصادفی متغیر احتمال جرم تابع بالا وابط ر به توجه با پس

۲Convolution

هفدهم-۴



..
z

.
۰
.

۱
.

۲
.

۳
.

۴
.

۵
.

۶
.

۷
.

۸
.

۲
۱۲

.

۲
۱۲

.

۱
۴

.

۱
۴

.

۲
۱۲

.

۲
۱۲

Z احتمال جرم تابع :۲ شکل

بدست را fZ(z) ،Z = X + Y تصادفی متغیر برای باشند، پیوسته و مستقل تصادفی متغیر دو Y و X اگر ۴ مثال
آورید.

داریم: پاسخ

FX+Y (z) = Pr {X + Y ≤ z}

=

∫∫
x+y≤z

fX(x)fY (y)dxdy

=

∫ +∞

−∞

∫ z−y

−∞
fX(x)fY (y)dxdy

=

∫ +∞

−∞

(∫ z−y

−∞
fX(x)dx

)
fY (y)dy

=

∫ +∞

−∞
FX(z − y)fY (y)dy (۶)

آوریم. بدست را fZ(z) می�توانیم (۶) رابطه از مشتق�گیری با

fX+Y (z) =
d

dz

∫ +∞

−∞
FX(z − y)fY (y)dy

=

∫ +∞

−∞

d

dz
FX(z − y)fY (y)dy

fX,Y (z) =

∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY (y)dy

می�گویند. پیوسته پیچش بالا رابطه به

متغیر دو این مجموع بگیرید. نظر در را Y ∼ N (µY , σ
۲
Y ) و X ∼ N (µX , σ۲

X) مستقل تصادفی متغیر�های ۵ مثال
است؟ توزیعی چه دارای تصادفی

اند: زیر صورت به fY و fX توابع پاسخ

fX(x) =
۱√

۲πσX

e
− (x−µX )۲

۲σ۲
X

fY (y) =
۱√
۲πσY

e
− (y−µY )۲

۲σ۲
Y
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داریم: پیچش رابطه در fY و fX دادن قرار با می�آوریم. بدست را fZ و می�گیریم نظر در را Z = X+Y تصادفی متغیر

fZ(z) =
∫∞
−∞

۱√
۲πσY

e
− (z−x−µY )۲

۲σ۲
Y

۱√
۲πσX

e
− (x−µX )۲

۲σ۲
X dx

=
∫∞
−∞

۱√
۲π
√

σ۲
X+σ۲

Y

exp

[
− (z−(µX+µY ))۲

۲(σ۲
X+σ۲

Y )

]
۱√

۲π σXσY√
σ۲
X

+σ۲
Y

exp

−
(
x−σ۲

X (z−µY )+σ۲
Y µX

σ۲
X

+σ۲
Y

)۲

۲

 σXσY√
σ۲
X

+σ۲
Y

۲

dx

= ۱√
۲π
√

σ۲
X+σ۲

Y

exp

[
− (z−(µX+µY ))۲

۲(σ۲
X+σ۲

Y )

] ∫∞
−∞

۱√
۲π σXσY√

σ۲
X

+σ۲
Y

exp

−
(
x−σ۲

X (z−µY )+σ۲
Y µX

σ۲
X

+σ۲
Y

)۲

۲

 σXσY√
σ۲
X

+σ۲
Y

۲

dx

پس

fZ(z) =
۱√

۲π(σ۲
X + σ۲

Y )
exp

[
− (z − (µX + µY ))

۲

۲(σ۲
X + σ۲

Y )

]

که: گرفت نتیجه می�توان پس
X + Y ∼ N (µX + µY , σ

۲
X + σ۲

Y )

بوفون سوزن مسأله ۳

طول به سوزنی است. شده تقسیم�بندی d طول به هم از یکسان فاصله با و موازی خطوط بوسیله میز یک سطح ۶ مثال
است؟ چقدر کند قطع را موازی خطوط از �یکی سوزن این�که احتمال می�شود. پرتاب میز روی تصادف به (ℓ ≤ d) ℓ

......

d

.

θ

.

X

موازی خطوط و سوزن :۳ شکل

راستای که حاده�ای زاویه برابر را Θ و آن به خط نزدیک�ترین از سوزن وسط فاصله برابر را X تصادفی متغیر پاسخ
وضوح: به می�گیریم. نظر در می�سازد خط�ها با سوزن

۰ ≤ X ≤ d

۲ ,۰ ≤ Θ ≤ π

۲
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می�کند قطع را خطوط از یکی صورتی در سوزن هستند. یکنواخت توزیع دارای و مستقل�اند Θ و X کرد فرض می�توان �
بنابراین: .X ≤ ℓ

۲ sinΘ که

Pr
{
X ≤ ℓ

۲ sinΘ
}

=
∫∫

x≤ ℓ
۲ sin θ

fX,Θ(x, θ)dxdθ

=
∫ π

۲
۰
∫ ℓ

۲ sin θ

۰ ( ۱d
۲
· ۱

π
۲
)dxdθ

= ۴
πd

∫ π
۲
۰

ℓ
۲ sin θdθ

= ۲ℓ
πd (− cos θ)

∣∣∣∣π۲
۰

= ۲ℓ
πd

با π عدد تقریبی محاسبه برای مبنایی می�تواند مسأله این است، π عدد حسب بر نهایی احتمال مقدار اینکه به توجه با
نسبت محاسبه برای تصادفی آزمایش زیادی بسیار تعداد که ترتیب بدین گیرد. قرار کامپیوتری شبیه�سازی از استفاده
می�شود گفته مونته�کارلو۳ روش اصطلاح در روش�هایی چنین به می�گیرد. صورت حالت�ها کل به مطلوب حالات تعداد
بار اولین روش این رود. به�کار می�باشد، دشوار آنها تحلیلی حل که پیچیده�ای مسائل تقریبی محاسبه برای می�تواند که
علاقه خاطر به را نام این و شد ابداع لهستانی-امریکایی، معروف ریاضی�دان اولام۴، استنی�سواف توسط ۱۹۴۶ سال در
شبیه�سازی از استفاده بدون حتی بوفون سوزن مسأله مورد در نهاد. آن بر موناکو در مونته�کارلو کازینوی به عمویش

آورد۵ بدست π عدد برای مناسبی تقریب می�توان دستی آزمایش با و کامپیوتری

۳Monte Carlo Method
۴Stanislaw Ulam

.http://mste.illinois.edu/activity/buffon/ کنید: مراجعه زیر وبسایت ۵به
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