
ͳریاض علوم دانشده�ی

٩٢ بهمن ٢٩ آن کاربرد و احتمال

احتمال اصول کاربردهای :۴ جلسه�ی
ͳحنّان ͳامیرعل نگارنده: ͳخزائ شهرام دکتر مدرˈس:

احتمال اصول مرور ٠
و ١۶ قرن پاسال٢در فرما١و کرد. ͳرفΎش پیشرفت میلادی ١٩ تا ١۶ سده�های فاصله�ی در احتمال علم که دیدیم پیشین جلسات در
١٨١٢ سال در کردند. ارائه زمینه این در ͳمهم برنول۴ͳآثار ژاکوب ٣و دوموآر آبراهام هجدهم قرن اوایل بودند. علم این آغازگر ١٧
در بحث مورد احتمالات از ͳوسیع طیف کتاب این معلومات با منتشرکرد. را ۶ احتمال ͳتحلیل نظریه�ی ͳیعن خود مشهور لاپلاس۵کتاب

بود. محاسبه قابل زمان آن
به آنچه تمام که کرد بیان را موضوعه اصول از کولموگروف٧مجموعه�ای آندری ١٩٣٣ سال در تا شد کند احتمال پیشرفت لاپلاس از بعد
اصول این گوییم. ͳم احتمال موضوعه اصول اصول، این به دلیل همین به بودند. استنتاج قابل اصول آن از شناختیم ͳم احتمال علم نام

هستند:� شرح بدین

کند: ͳم صدق زیر شرایط در که [٠,١] به Ω زیرمجموعه�های از P مانند است ͳتابع Ω نمونه�ای فضای بر احتمال تابع Έی تعریف١

.∀A ⊂ Ω, P (A) ≥ ٠ .١

P (Ω) = ١ .٢

: باشیم داشته آنگاه (∀i 6= jAi ∩Aj = ∅ ͳباشند(یعن ناسازگار دو به دو پیشامد�های از دنباله�ای A١, A٢, ... اگر .٣

P
( ∞∪
i=١

Ai

)
=

∞∑
i=١

P (Ai) (١)

به مربوط پیشامدهای ͳبرخ به شده داده نسبت کنیم،احتمال بیان ͳمتناه حالت برای را سوم شرط اگر که دیدیدم گذشته جلسه�ی ٠ نکته
دهیم.به نسبت ͳاحتمال پیشامدها این به توانیم ͳنم اصلا̈ موارد ͳبرخ در و نیست. سازگار ما ͳقبل شهود با ͳنامتناه نمونه�ی فضای Έی

شدیم. اصل این اصلاح به مجبور و نبود، حل قابل ͳقبل اصل با بیاید شیر که ͳزمان تا سه انداختن مسئله�ی مثال عنوان

ͳول شده�است. تعریف Ω زیرمجموعه�های تمام Pروی ͳیعن است، [٠,١] به Ω زیرمجموعه�های از تابع Έی P گوییم ͳم ͳوقت ١ نکته
با مواق΄ این در نباشد.٨ تعریف قابل Ω زیرمجموعه�های ͳبعض Pروی تابع است ممن ͳگاه ͳیعن نیست. درست همیشه گزاره این

م�ͳکنیم.٩ محدود است تعریف قابل آنها روی P که زیرمجموعه�هایی ͳبه”پیشامدها”یعن را دامنه تسام

١Pierre Fermat
٢Pascal
٣Abraham De Moivre
۴Jacob Bernoulli
۵Pierre-Simon Laplace
۶eorie Analytique des Probabilities
٧Andrey Kolmogorov

خواهیم�دید. ͳمثال چنین بعدی بخش�های ٨در

داد. خواهیم توضیح این��باره در بیشتر بعد بخش در کنند، ͳم دور ایجاد ͳمنطق نظر از تعریف و نکته ٩این
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همان که زیر قضیه�ی یادآوری نمونه عنوان به کردیم، ثابت را داشتیم انتظار احتمال از آنچه اصل سه همین از استفاده با گذشته جلسه�ی در
نیست.١٠ لطف از ͳخال است احتمال Έکلاسی تعبیر

.∀ω١, ω٢ ∈ Ω : P (ω١) = P (ω٢) اگر م�ͳگوییم هم�شانس را Ω ͳمتناه نمونه�ای فضای تعریف٢

آنگاه: ،Ω در پیشامد Έی A و باشد هم�شانس ͳمتناه نمونه�ی فضای Έی Ω اگر ٠ قضیه

P (A) =
|A|
|Ω|

(٢)

هستند. A اعضای تعداد ،|A| اینجا در که

ناشمارا نمونه�ای فضای ١
بالاتر ابعاد به را مفاهیم این م�ͳتوان ͳسادگ باشد.به آن از زیرمجموعه Έی یا ͳحقیق اعداد ما نمونه�ای فضای م�ͳکنیم فرض بخش این در

داد. تعمیم

کرد؟ انتخاب Ω از تصادف به نقطه Έی م�ͳتوان چΎونه ،Ω = [٠,١] کنید فرض ١ مثال

که داد نسبت مجموعه این به متفاوت احتمال تابع دو توان ͳم زیرا نیست. کاساز مورد این در همشانس احتمال دادن نسبت رهیافت
کل به که ͳتوزیع و نظر مورد بازه�ی درتمام همΎن� احتمال توزیع مثلا ) باشد. صفر برابر و برابر باهم نقاط تمام احتمال تابع دو هر برای
متفاوت ͳول گردانند، ͳم بر را صفر مقدار نقاط تمام در احتمال توابع این دوی هر م�ͳدهد. نسبت صفر احتمال [٠,٠٫ ۵] مجموعه�ی

نم�ͳآيد: به�دست ͳقبل اصول از که داریم. جدید تعریف Έی به نیاز نمونه فضای این برای پس هستند)

: با است برابر بΎیرد، قرار [α, β] ⊂ [a, b] بازه�ی در نقطه اینکه احتمال م�ͳکنیم، انتخاب [a, b] بازه�ی از تصادف به نقطه�ای تعریف٣

P (A) =
β − α

b− a
(٣)

مختصری آشنایی که خواننده�ای است.برای سازگار ما شهود کاملابا و م�ͳرسد. ذهن به که است ͳتعریف ترین ͳطبیع واق΄ در تعریف این
١١Ίلب اندازه نسبت را نمونه فضای Έی از زیرمجموعه Έی احتمال این�جا در واق΄ در است. آشنا بسیار تعریف این دارد ͳحقیق آنالیز با

گرفتیم.١٢ نظر در مجموعه دو
به توانیم ͳم کولموگروف اصول و بالا تعریف از استفاده با بΎیریم(مثل[٠,١])آنگاه ͳحقیق اعداد در بازه��ای را مان نمونه�ای فضای اگر

مثال: عنوان دهیم.به نسبت احتمال نمونه�ای فضای این زیرمجموعه�های از ͳتوجه قابل دسته�ی

است.١٣ واض تساوی است،این صفر نقطه تک Έی بازه�ی طول اینکه به توجه با P ({٣
٧}) = ٠ ٢ مثال

بنابر اما P ([٠,١]) = P ([٠,١)) + P ({١}) داریم: سوم اصل طبق پس هستند، مجزا {b} ,a]و b):حل P ([٠,١)) =? ٣ مثال
P ([٠,١]) = P ([٠,١)) داریم: پس است صفر ای{١} نقطه تک احتمال ٢ مثال

از و Ω = [٠,١] مثلا باشد، ناشمارا ما ای نمونه فضای اگر که بدیه�ͳاست(چرا؟) سوم اصل از استفاده و بالا مثال به باتوجه ٢ نکته
نم�ͳکند. تغییر آن به شده داده نسبت احتمال کنیم اضافه نقطه شمارا آن به یا کنیم کم نقطه شمارا پیشامد Έی

است. آمده گذشته جلسه�ی در اثبات آوریم، ͳم را قضیه صورت فقط اینجا ١٠در
١١Lebesgue measure

.٩۶۴‐۵٩٩٣‐۵١‐٧:Έشاب عالم�زاده. اکبر ͳعل دکتر رودین‐ترجمه والتر نوشته مختلط، و ͳحقیق آنالیز کتاب از اول فصل زمینه:سه این در بیشتر مطالعه�ی برای ١٢منبع
کنیم. ͳم ثابت دقیقا را تساوی این بعد بخش ١٣در
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نیست١۴ پیشامد که نمونه فضای از زیرمجموعه�ای ١.١
موضوعه�ی اصول و ٣ تعریف به توجه با ͳیعن نیست، پیشامد که کنیم ͳمعرف [−١,٢] بازه�ی از مجموعه زیر Έی م�ͳخواهیم بخش دراین
دهیم نسبت مجموعه این به عددی هر ͳیعن داد” نسبت ”نم�ͳتوان که کنید توجه داد. نسبت ͳاحتمال مجموعه زیر این به توان ͳنم احتمال

م�ͳکنیم: ͳمعرف را مجموعه این ابتدا رسیم. ͳم تناقض به
کنید: تعریف مجموعه این روی زیر صورت به را ∼ بΎیرید.رابطه�ی درنظر [٠,١]را مجموعه�ی حال

تعریف۴
∀x, y ∈ [٠,١], x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q

هم�ارزی کلاس α ∈ [٠,١] هر کرد.برای صحبت آن هم�ارزی کلاس�های از توان ͳم پس است.(چرا؟) هم�ارزی رابطه�ی Έی ∼ رابطه�ی
مجموعه�ها از یΈگردایه تشیل هم�ارزی کلاس�های این هستند.) تکراری مجموعه�ها این از ͳبرخ وضوح دهیم.(به ͳم نشان Λα با را α
دهید. قرار E مثل مجموعه Έی در را نماینده�ها این و کنید انتخاب نماینده Έی فقط و Έی مجموعه�ها این از هرکدام از حال دهند، ͳم
اعضای م�ͳتوان پس� Qشماراست، اما� .Q = Q∩ [٠,١] م�ͳدهیم: قرار است.١۶ انتخاب١۵ اصل مستقیم نتیجه�ی فرآیند این بودن ͳعمل

م�ͳدهیم: قرار تعاریف این به باتوجه حال کرد. برچسب�گذاری r١, r٢, ... صورت به را آن

En = {x+ rn|x ∈ E}

نسبت احتمال که شود ͳم نتیجه ͳراحت به احتمال تعریف از است. rn مثل ثابت یΈعدد اندازه�ی Eبه یافته�ی هرEnانتقال که کنید دقت
١ ≥ rn ≥ −١ و E ⊂ دیΎر[٠,١] طرف از لبΊاست) اندازه ͳبدیه خواص از است.(این ثابت انتقال تحت یΈمجموعه به داده�شده
داریم١٧: پس یافته�است انتقال که است Eهمان و است نمونه فضای زیرمجموعه�ی En پس En ⊂ [−١,٢] : داریم وضوح به پس

∀n ∈ NP (E) = P (En) (۴)

کرد). خواهیم اثبات درانتها را کنیم(لم ͳم استفاده لم(١) این از مجموعه�ای چنین وجود اثبات برای

∀n,m ∈ N, n 6= m =⇒ En ∩ Em = ∅ (۵)

لم Έی از اثبات اتمام برای است. P (E) برابر و هم برابر آنها همه�ی احتمال و هستند. مجزا دو�به�دو E١, E٢, ... مجموعه�های پس
م�ͳکنیم: استفاده هم دیΎر(٢)

[٠,١] ⊂
( ∞∪
n=١

En

)
(۶)

داریم: پس است [−١,٢] زیرمجموعه�ی En n هر برای که دیدیم اما

( ∞∪
n=١

En

)
⊂ [−١,٢] (٧)

: داریم پیش جلسه�ی قضایای از استفاده با و (۶) رابطه�ی از پس

١
٣
= P ([٠,١]) ≤ P

( ∞∪
n=١

En

)
≤ P ([−١,٢] = ١ (٨)

نم�ͳباشد. درس های سرفصل جزو بخش ١۴این
ریچارد پل کنید: مطالعه را زیر منابع توانید ͳم زمینه این در مجموعه�هاست�. نظریه اصول جنجال�برانگیزترین و جذاب�ترین از ͳی انتخاب ١۵اصل

٩۶۴-٠٠-٠١۵٨-٢ ISBN .١٣٧٣ ،ͳاهΎدانش نشر مرکز تهران: چاپ. نوبت چاپ دادالله. عبدالحمید ترجمۀ مجموعه�ها. ͳطبیع نظریه هالموس.
weston/oldpapers/banach.pdf /https://www.math.umass.edu:هم�چنین

١۶Axiom of oice
است. موجود ١٢ پانویس در شده ͳمعرف کتاب در کند ͳنم تغییر احتمال انتقال تحت چرا اینکه دقیق�تر ١٧اثبات
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داریم (۴) تساوی اعمال با همراه سوم اصل و (۵) رابطه�ی از اما

P
( ∞∪
n=١

En

)
=

∞∑
n=١

P (En) =
∞∑

n=١
P (E) (٩)

: داریم (٩) و (٨) رابطه�ی مقایسه�ی از

١
٣
≤

∞∑
n=١

P (E) ≤ ١ (١٠)

سمت نابرابری با و شود ͳم ͳنامتناه P (E) روی جم΄ عبارت دهیم، نسبت ناصفر عددی E به اگر زیرا است. تناقض وضوح به که
تناقض در چپ سمت نابرابری با بار این که م�ͳشود صفر P (E) روی جم΄ دهیم، رانسبت صفر E به اگر و است. تناقض در راست

کنیم: ͳم اثبات را آوردیم بالا در که لم�هایی حال نیست.١٨ پیشامد ما نمونه�ای فضای از E زیرمجموعه�ی پس است.

١ لم
∀n,m ∈ N, n 6= m =⇒ En ∩ Em = ∅

عضو هم و است En عضو هم که دارد وجود x مانند عضوی پس ∃n 6= m 3 En ∩ Em 6= ∅ کنید فرض خلف: برهان برهان.
نتیجه در و α− β ∈ Q که م�ͳشود نتیجه تساوی این از پس rm, rn ∈ Q که x = α+ rn = β + rm نوشت: م�ͳتوان پس .Em

αو = β پس داشت. عضو Έی تنها هم�ارزی رده�ی هر از E و هستند E عضو دو هر β و α اما هستند، ارزی هم رده�ی Έی در β و α
م�ͳشود. ثابت لم و است تناقض در خلف فرض با این و n = m ͳیعن که rn = rm نتیجه در

٢ لم

[٠,١] ⊂
( ∞∪
n=١

En

)
α ∈ E مثل عضوی پس است. ∼ رابطه�ی هم�ارزی رده�های از ͳی در x بΎیرید. نظر در را [٠,١] بازه�ی از x دلخواه عضو برهان.
نتیجه q.در = rn پس است. Q عضو امین n �مثلا است. Q اعضای از ͳی دقیقا q اما .q ∈ Q و α − x = q که دارد وجود
همان اخیر تساوی این که .x ∈

(∪∞
n=١En

)
: داریم فلذا .x ∈ En : داشت خواهیم En بنابرتعریف وضوح به که x = α + rn

م�ͳشود. تمام اثبات و است. (٢) لم اثبات

احتمال عنوان به عددی آن به احتمال ͳبدیه خواص قبول با توان ͳنم که دیدیم نمونه فضای از زیر�مجموعه Έی بالا مثال در ٣ نکته
ͳکاف) کنیم. محدود را پذیریم ͳم پیشامد عنوان به که هایی مجموعه زیر که است لازم احتمال تعریف تر دقیق بیان برای داد. نسبت
هستند. پیشامد که داریم سروکار مجموعه�هایی با همیشه تقریبا درس این در اما باشد) Ίلب پذیر اندازه نظر مورد مجموعه�ی زیر است

احتمال ͳپیوستگ قضیه�ی ٢
کرده�ایم. مشاهده پیوسته توابع برای را زیر قضیه�ی ͳمقدمات ریاضیات در

{f(xn)}∞n=١ دنباله�ی {xn}∞n=١ → x٠ همΎرای دنباله�ی هر برای اگر فقط و اگر است پیوسته R روی f : R → R تابع ٣ قضیه
باشد. f(x٠) به همΎرای

هستند. مجموعه�ها(پیشامدها) احتمال تابع دامنه��ی که دانیم ͳم اما کنیم. بیان احتمال تابع برای را ای قضیه چنین مشابه خواهیم ͳم حال
این جا این در که کنید دقت کنیم. تعریف را پیشامد از دنباله�ای برای حد مفهوم باید احتمال�، تابع برای قضیه�ای چنین بیان برای پس

کنیم. ͳم تعریف ͳکاهش و ͳافزایش دنباله�های برای فقط را حد

م�ͳگوییم. پیشامدها از دنباله�ای {Ai}∞i=١ دنباله�ی به باشد،آنگاه پیشامد Έی i ∈ N هر ازای به Ai اگر تعریف۵

است. ͳحقیق اعداد روی Ίلب اندازه�ناپذیر مجموعه�ی Έی E که کند ͳبررس م�ͳتواند ͳراحت به� ͳحقیق آنالیز مفاهیم به آشنا ١٨خواننده�ی
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م�ͳکنیم: تعریف را آنها برای حد مفهوم و پیشامد�ها از ͳافزایش و ͳکاهش دنباله�های حال

تعریف۶
اگر: م�ͳگوییم پیشامدها از ͳافزایش دنباله�ی Έی را {Ai}∞i=دنباله�ی١ :ͳافزایش دنباله�ی

A١ ⊆ A٢ ⊆ ...

: ͳیعن
∀i ∈ N, Ai ⊆ Ai+١

کنیم١٩: ͳم تعریف زیر صورت به را ͳافزایش دنباله�های حد

lim
n→∞

An =
∞∪
i=١

Ai

اگر: م�ͳگوییم پیشامدها از ͳکاهش دنباله�ی Έی را {Ai}∞i=١ دنباله�ی :ͳکاهش دنباله�ای

A١ ⊇ A٢ ⊇ ...

: ͳیعن
∀i ∈ N, Ai+١ ⊆ Ai

م�ͳکنیم: تعریف صورت این به را ͳکاهش دنباله�های حد

lim
n→∞

An =
∞∩
i=١

Ai

. م�ͳکنیم٢٠ بیان را آن�ها حد و زنیم ͳم ͳافزایش و ͳکاهش دنباله�های از مثال Έی اکنون

: داریم پس است. ͳافزایش دنباله�ی Έی {Ai}∞i=١ دنباله�ی صورت این در .Ai = [٠,١− ١
٢i ] دهید: قرار ۴ مثال

lim
n→∞

An =

∞∪
i=١

Ai =

∞∪
i=١

[٠,١− ١
٢i

] = [٠,١)

داریم: و است ͳکاهش دنباله�ی Έی {Ai}∞i=١ صورت این در .Ai = (−١
٢i ,

١
٢i ) دهید: قرار حال

lim
n→∞

An =
∞∩
i=١

Ai =
∞∩
i=١

Ai = (
−١
٢i

,
١
٢i

) = {٠}

کنیم: ͳم بیان را احتمال ͳپیوستگ قضیه�ی بالا تعاریف به توجه با حال

تابع Έی P و باشد Ω نمونه�ای فضای از ͳافزایش یا ͳکاهش پیشامد�های از ای دنباله {Ai}∞i=١ اگر احتمال ͳپیوستگ قضیه ۴ قضیه
: داشت خواهیم آنگاه باشد. نمونه�ای فضای این روی احتمال

P
(
lim
n→∞

An

)
= lim

n→∞
P
(
An

)
این ابتدا کنیم. محاسبه را احتمال تابع مقدار نیستند، بازه�ها ͳسادگ به که مجموعه�هایی برای بتوانیم که است آن قضیه این بیان از هدف

زنیم. ͳم مثال Έی موضوع این بهتر فهم برای سپس و کنیم ͳم ثابت را قضیه
کنیم: ͳم ͳبررس را مختلف حالت دو قضیه این اثبات برای برهان.

در و باشد. آن�ها از ͳی در اگر فقط و اگر است مجموعه ͳنامتناه اجتماع xدر واق΄ م�ͳداند.در را ͳنامتناه اشتراک و اجتماع مفهوم خواننده که شده�است ١٩فرض

باشد. آن�ها همه�ی در اگر وفقط اگر است مجموعه ͳنامتناه اشتراک
شود ͳم واگذار �خواننده به حدها این دقیق ٢٠محاسبه�ی
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باشد: ͳافزایش {Ai}∞i=١ دنباله�ی استکه ͳزمان اول حالت

: داریم ها مجموعه نظریه ͳمقدمات خواص بنابر ∀n ∈ N, n > ١, Bn = An \An−١ همچنین و B١ = A١: دهید قرار حالت این در

∞∪
i=١

Ai =

∞∪
i=١

Bi, ∀n ∈ N : An =

n∪
i=١

Ai =

n∪
i=١

Bi

از اول (تساوی نوشت. را زیر �های تساوی سلسله م�ͳتوان واقعیت دو این اساس بر هستند.پس ناسازگار دو به دو ها Bi وضوح به و
کولموگروف سوم اصل از هم چهارم وتساوی سری حد تعریف از سوم تساوی و کولموگروف سوم اصل از دوم تساوی و بالا رابطه�ی

م�ͳشوند.) نتیجه بالا اصل از هم وششم پنجم وتساوی

P
(
lim

n→∞
An

)
= P

( ∞∪
i=١

Ai

)
= P

( ∞∪
i=١

Bi

)
=

∞∑
i=١

P (Bi) = lim
n→∞

n∑
i=١

P (Bi) =

lim
n→∞

P
( n∪
i=١

Bi

)
= lim

n→∞
P
( n∪
i=١

Ai

)
= lim

n→∞
P
(
An

)
کند. ͳم اثبات حالت این برای را قضیه اخیر تساوی این وض به که

باشد: ͳکاهش {Ai}∞i=١ دنباله�ی استکه ͳزمان حالتدوم

: که واض واقعیت این از استفاده با بود. خواهد ͳافزایش دنباله�ی Έی {Ac
i}∞i=١ دنباله�ی حالت این در

A ⊆ B → Bc ⊆ Ac

داشت: خواهیم الف قسمت و دمورگان قانون از استفاده با پس است. ͳبدیه ادعا این اثبات

P
(
lim

n→∞
An

)
= P

( ∞∩
i=١

Ai

)
= ١− P

( ∞∪
i=١

Ac
i

)
= ١− lim

n→∞
P
(
Ac

n

)
=

lim
n→∞

[١− P
(
Ac

n

)
] = lim

n→∞
P
(
An

)
رسد. ͳم پایان به هم دوم حالت برای اثبات که

کنیم. حل دوباره را ٢ مثال فوق قضیه�ی از استفاده با م�ͳکنیم ͳسع حال

است؟ ١٣ نقطه�ی نقطه، این ͳاحتمال چه به م�ͳکنیم، انتخاب [٠,١] بازه�ی از تصادف به نقطه Έی ۵ مثال

داشت: خواهیم صورت این در Ai = [١٣ − ١
۴i ,

١
٣ + ١

۴i ] دهید: قرار حل.

lim
i→∞

Ai = lim
i→∞

[
١
٣
− ١

۴i
,
١
٣
+

١
۴i

] = {١
٣
}

پیوسته(رابطه(٣)): فضای در احتمال تعریف بنابر چنین وهم

P
(
Ai

)
=

٢
۴i

داشت: خواهید احتمال ͳپیوستگ قضیه� بنابر اما

P
(
{١
٣
}
)
= P

(
lim
i→∞

Ai) = lim
i→∞

P
(
Ai

)
= lim

i→∞

٢
۴i

= ٠

کردیم. محاسبه ٢ مثال در که است مقداری همان حاصل که
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ساده مثال دو ٣
کنیم: ͳم حل است گسسته نمونه�ای فضای که حالت�هایی از ساده مثال دو اکنون

است؟ چند پرتاب این در ٧ مجموع آمدن احتمال کنیم. ͳم پرتاب هم با را سالم تاس دو ۶ مثال

م�ͳکنیم: معلوم را A و Ω ابتدا کنیم. ͳم استفاده P (A) = |A|
|Ω رابطه��ی از مثال این حل برای حل.

Ω = {١,٢,٣,۴,۵,۶} × {١,٢,٣,۴,۵,۶}, A = {(١,۶), (٢,۵), (٣,۴), (۴,٣), (۵,٢), (١,۶)} → P =
۶
٣۶

=
١
۶
.

و سفید توپ�ها از ͳی اینکه احتمال کنیم. ͳم انتخاب تصادف به توپ ٣ است. سیاه توپ ۵ و سفید توپ ۶ شامل ͳظرف ٧ مثال
است. چه�قدر باشد، سیاه دیΎری

دوم توپ برای حالت، ١١ اول توپ برداشتن برای کنیم. ͳم� استفاده P (A) = |A|
|Ω رابطه�ی از هم باز حل.

١٠

سوم توپ برای و حالت
٩

داریم: ضرب اصل بنابر داریم.پس حالت
|Ω| = ١١ ∗ ١٠ ∗ ٩

در سفید توپ اینکه دوم شود، ظاهر اول انتخاب در سفید توپ اینکه اول م�ͳدهد، رخ مجزا حالت سه مطلوب حالت دادن رخ برای اما
رویداد سه این در ممن حالات جم΄ کل حالات تعداد که شود. ظاهر سوم انتخاب در سفید توپ اینکه سوم و شود ظاهر دوم انتخاب

سفید توپ برای حالت هر در است.اما
۶

: پس داریم. حالت ۵ ∗ ۴ سیاه توپ�های برای و حالت

|A| = ۶ ∗ ۵ ∗ ۴+ ۵ ∗ ۶ ∗ ۴+ ۵ ∗ ۴ ∗ ۶ → P =
۶ ∗ ۵ ∗ ۴+ ۵ ∗ ۶ ∗ ۴+ ۵ ∗ ۴ ∗ ۶

١١ ∗ ١٠ ∗ ٩
=

۴
١١

.
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