
ریاضی علوم دانشکده�ی

۹۲ شهریور ۳۱ داده�ها ساختمان

تقسیم�وحل روش :۳ جلسه�ی
سرشکی صالح و ریاحی سیاوش نگارنده: خزائی شهرام دکتر مدرّس:

تقسیم�وحل روش ۱

معمولاً الگوریتم�ها این می�کنند. فراخوانی را خود مسأله، درون در یعنی است بازگشتی۱ الگوریتم�ها از بسیاری ساختار
الگوریتم) بازفراخوانی مرحله�ی (هر بازگشتی سطح هر در تقسیم�وحل، راهکار می�کنند. پیروی تقسیم�و�حل۲ روش از

است: ترکیب۵ و حل۴ ، تقسیم۳ مرحله�ی سه شامل

می�شود. تقسیم زیرمسأله۶ تعدادی به مسأله، تقسیم: •

می�شوند. حل بازگشتی صورت به زیرمسأله�ها، حل: •

می�شود. حل اولیه مسأله�ی و ترکیب هم با زیرمسأله�ها جواب ترکیب: •

ادغامی مرتب�سازی ۲

است: زیر صورت به الگوریتم این مراحل می�کند. پیروی تقسیم�و�حل راهکار از ادغامی۷ مرتب�سازی

می�شود. تقسیم عنصری n/۲ زیردنباله�ی دو به شود، مرتب باید که عنصری n دنباله�ی تقسیم: •

می�شوند. مرتب بازگشتی صورت به ادغامی، مرتب�سازی از استفاده با زیردنباله، دو حل: •
می�شوند. ادغام مرتب، پاسخ تولید برای مرتب�شده زیردنباله�ی دو ترکیب: •

از باشد، داشته نیز را زیرمسأله�ها به اعمال قابلیت شده طراحی الگوریتم اینکه برای اولیه: فراخوانی و زیرمسأله�ها
سازی مرتب اینصورت در می�کنیم. استفاده ،A[p · ·r] زیرآرایه�ی سازی مرتب برای Merge-Sort(A, p, r) الگوریتم

می�شود. انجام Merge-Sort(A,۱, n) الگوریتم فراخوانی با ،A[۱ · ·n] ورودی آرایه�ی
۱recursive
۲divide and conquer
۳divide
۴conquer
۵combine
۶subproblem
۷merge-sort
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،A[q+۱ · ·r] و A[p · ·q] زیردنباله�ی دو ابتدا ،Merge-Sort(A, p, r) الگوریتم :Merge-Sort بازگشتی پیاده�سازی
مرتب جداگانه طور به Merge-Sort(A, q + ۱, r) و Merge-Sort(A, p, q) فراخوانی با را ،q = ⌊(p+ r)/۲⌋ که
الگوریتم جزئیات می�کند. مرتب و ترکیب Merge(A, p, q, r)فراخوانی با را مرتب�شده زیردنباله�ی دو این سپس می�کند.

است: زیر صورت به Merge-Sort(A, p, r)

Algorithm 1 Merge-Sort
1: function Merge-Sort(A, p, r)
2: if p < r then
3: q ← ⌊(p+ r)/2⌋
4: Merge-Sort(A, p, q)
5: Merge-Sort(A, q + 1, r)
6: Merge(A, p, q, r)

آرایه�ی یک است. آرایه بودن عضوی تک یا تهی معادل r ≤ p زیرا نمی�دهد، انجام کاری هیچ الگوریتم r ≤ p اگر
است. مرتب مقدم) انتفاع (به تهی آرایه�ی و است مرتب به�وضوح عضوی، تک

الگوریتم خود بار، دو سپس و شده محاسبه (p+r)/۲کف ابتدا r > p یعنی باشد، یک از بیش�تر آرایه طول که درصورتی
A[q+۱ · ·r] و A[p · ·q] مرتب زیرآرایه�ی دو که می�شود فراخوانی ����� نام به دیگری الگوریتم درنهایت، می�شود. فراخوانی

می�کند. ادغام را
است: زیر صورت به �����(A, p, q, r) الگوریتم

Algorithm 2 Merge
1: function Merge(A, p, q, r)
2: [ assumes A[p..q] and A[q + 1..r] are Sorted]
3: n1 ← q − p+ 1
4: n2 ← r − q
5: let L[1 · ·n1 + 1] and R[1 · ·n2 + 1] be new arrays
6: for i = 1 to n1 do
7: L[i]← A[p+ i− 1]

8: for j = 1 to n2 do
9: R[j]← A[q + j]

10: L[n1 + 1]←∞
11: R[n2 + 1]←∞
12: i← 1
13: j ← 1
14: for k = p to r do
15: if L[i] ≤ R[j] then
16: A[k]← L[i]
17: i← i+ 1
18: else
19: A[k]← R[i]
20: j ← j + 1

R و L آرایه�های سپس .(۳ و ۲ (خطوط می�شود� حساب �شدن مرتب برای زیرآرایه دو طول ابتدا ادغام، الگوریتم در
آرایه�ها این به A آرایه�ی از لازم مقادیر آن�گاه می�شوند. تعریف n۲+۱ و n۱+۱طول�های به راست) و چپ ترتیب (به
حلقه تکرار بار هر در نگیرد، قرار آرایه�ها در مقدار دو این (اگر می�گیرد قرار آن�ها در ∞ مقدار دو انتها در و ریخته�شده
از پس بلافاصله مقدار، دو این دادن قرار با ولی خیر. یا استفاده�شده�است آرایه عناصر تمام آیا که کنیم بررسی باید
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i متغیرهای ،۱۳ و ۱۲ خطوط در می�گیرند). قرار A ادامه�ی در ترتیب به دیگر آرایه�ی مقادیر باقی مقدار، این خواندن
(خطوط for حلقه آخرین بدنه در کنند. اشاره R و L آرایه�های عنصر اولین به به�ترتیب تا می�شوند مقداردهی با j و
به بسته می�یابد. انتقال A آرایه به بود، کوچک�تر هرکدام و شده مقایسه هم با R[j] و L[i] مقادیر بار هر ،(۲۰ تا ۱۵

می�یابد. افزایش واحد یک j یا i اشاره�گرهای از یکی است، یافته انتقال مقدار کدام اینکه

مرحله�به�مرحله تغییرات و است شده اجرا آرایه�ی[۹,۴,۱۲,۶,۳,۱۴,۱۰,۱۳] روی Merge-Sort الگوریتم زیر در ۱ مثال
است. شده داده نشان Merge فراخوانی ترتیب به آرایه روی

initial array [ 9, 4, 12, 6, 3, 14, 10, 13 ]
Merge(A, 1, 1, 2) [ 4, 9, 12, 6, 3, 14, 10, 13 ]
Merge(A, 3, 3, 4) [ 4, 9, 6, 12, 3, 14, 10, 13 ]
Merge(A, 1, 2, 4) [ 4, 6, 9, 12, 3, 14, 10, 13 ]
Merge(A, 5, 5, 6) [ 4, 6, 9, 12, 3, 14, 10, 13 ]
Merge(A, 7, 7, 8) [ 4, 6, 9, 12, 3, 14, 10, 13 ]
Merge(A, 5, 6, 8) [ 4, 6, 9, 12, 3, 10, 13, 14 ]
Merge(A, 1, 4, 8) [ 3, 4, 6, 9, 10, 12, 13, 14 ]

Merge درست�بودن اثبات ۳

می�کنیم. استفاده زیر حلقه) (ثابت ناوردایی از الگوریتم، درستی اثبات برای
شامل A[p · ·k − ۱] زیرآرایه�ی ،۱۴ خط در ،k مقدار با for حلقه آخرین متغیر مقداردهی از پس درست ناوردایی:
R[j] و L[i] براین، علاوه است. مرتب صورت به R[۱ · ·n۲+۱] و L[۱ · ·n۱+۱] آرایه�ها�ی عنصر کوچک�ترین k− p

نشده�اند. کپی A در که هستند خودشان آرایه�های عناصر کوچک�ترین
ثابت این حلقه تکرار هر است، برقرار ۱۴ خط در for حلقه�ی تکرار اولین از قبل حلقه، ثابت این که دهیم نشان باید

می�شود. حفظ ثابت این نیز حلقه پایان از پس و می�کند� حفظ را حلقه

زیرآرایه�ی این است. خالی A[p · ·k − ۱] زیرآرایه�ی که به�طوری ،k = p داریم حلقه تکرار اولین از قبل آغاز: •
R[j] هم و L[i] هم ،i = j = ۱ چون است. R و L آرایه�های عنصر کوچک�ترین k − p = ۰ شامل خالی،

نشده�اند. کپی A در هنوز که هستند خودشان آرایه�های عناصر کوچک�ترین

در اگر که دهیم نشان باید یعنی می�کند. حفظ را (ناوردایی) حلقه ثابت حلقه، تکرار دهیم نشان باید نگه�داری: •
برای ناوردایی نیز بعدی) حلقه�ی (آغاز حلقه پایان از پس باشد، برقرار ناوردایی k و j ،i مقادیر با حلقه آغاز

است. برقرار k و j ،i جدید مقادیر
می�کنیم. بررسی جداگانه را L[i] > R[j] و L[i] ≤ R[j] حالت دو اثبات، برای

۱۶ خط در چون حال نشده�است. کپی A در هنوز که است عنصری کوچک�ترین L[i] آن�گاه ،L[i] ≤ R[j] اگر
شامل A[p · ·k] زیرآرایه�ی است، عنصر کوچک�ترین k − p شامل A[p · ·k − ۱] و شده�است کپی A[k] در L[i]

خواهدبود. عنصر کوچک�ترین k + ۱− p

می�شود. ثابت مشابه به�طور ،L[i] > R[j]حالت برای

A[p · ·r] آرایه�ی حلقه، ثابت بنابر .A[p · ·k − ۱] = A[p · ·r] داریم بنابراین ،k = r + ۱ پایان در خاتمه: •
است. مرتب پس است، R[۱ · ·n۲ + ۱] و L[۱ · ·n۱ + ۱] عنصر کوچک�ترین k − p = r − p+ شامل۱
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Merge-Sort بازگشتی غیر پیاده��سازی ۴

الگوریتم فراخوانی�های ترتیب می�شود. نامیده بالا�به�پایین۸ اصطلاحاً ادغامی مرتب�سازی الگوریتم بازگشتی پیاده�سازی
غیر صورت به می�توان را ادغامی مرتب�سازی الگوریتم است. نامگذاری این علت گویای خود ۱ مثال در Merge
پایین�به�بالا۱۰ صورت به اصطلاحاً را Merge فراخوانی�های ترتیب باید کار این برای کرد. پیاده�سازی نیز بازگشتی۹
عضوی دو آرایه�های زیر و کنیم تقسیم عضوی دو زیرآرایه�های به را ورودی آرایه�ی باید ابتدا کار، این برای داد. انجام
عضوی، ۴ زیرآرایه�های تا می�کنیم ادغام (Merge تابع از استفاده (با را عضوی دو زیرآرایه�های سپس، کنیم. مرتب را
۸ زیرآرایه�های برای را روند این سپس، می�کنیم. ادغام و مرتب را شده ایجاد عضوی ۴ زیرآرایه�های و شود ایجاد
می�دهد. نشان را پیاده�سازی نحوه این جزئیات زیر الگوریتم شود. مرتب اصلی آرایه�ی تا می�دهیم، ادامه بالاتر و عضوی

Algorithm 3 Bottom-Up-Merge-Sort
1: function Bottom-Up-Merge-Sort(A,n)
2: d← 1
3: while (d < n) do
4: for i = 1 to n− d with steps 2d do
5: p← min(i+ d− 1, n)
6: q ← min(i+ 2d− 1, n)
7: Merge(A, i, p, q)
8: d← 2d

و است شده اجرا [۹,۴,۱۲,۶,۳,۱۴,۱۰,۱۳] آرایه�ی روی Merge-Sort غیربازگشتی الگوریتم زیر در ۲ مثال
است. شده داده نشان Merge فراخوانی ترتیب به آرایه روی مرحله�به�مرحله تغییرات

initial array [ 9, 4, 12, 6, 3, 14, 10, 13 ]
d = 1, i = 1, p = 1, q = 2 Merge(A, 1, 1, 2) [ 4, 9, 12, 6, 3, 14, 10, 13 ]
d = 1, i = 3, p = 3, q = 4 Merge(A, 3, 3, 4) [ 4, 9, 6, 12, 3, 14, 10, 13 ]
d = 1, i = 5, p = 5, q = 6 Merge(A, 5, 5, 6) [ 4, 9, 6, 12, 3, 14, 10, 13 ]
d = 1, i = 7, p = 7, q = 8 Merge(A, 7, 7, 8) [ 4, 9, 6, 12, 3, 14, 10, 13 ]
d = 2, i = 1, p = 2, q = 4 Merge(A, 1, 2, 4) [ 4, 6, 9, 12, 3, 14, 10, 13 ]
d = 2, i = 5, p = 6, q = 8 Merge(A, 5, 6, 8) [ 4, 6, 9, 12, 3, 10, 13, 14 ]
d = 4, i = 1, p = 4, q = 8 Merge(A, 1, 4, 8) [ 3, 4, 6, 9, 10, 12, 13, 14 ]

گونه�ای به است، متفاوت بازگشتی غیر و بازگشتی حالت در Merge-Sort اجرای ترتیب می�شود، مشاهده که همان�طور
عنصری، دو مرتب آرایه�های ایجاد برای عنصری یک آرایه�های از جفت�هایی ادغام شامل بازگشتی، غیر حالت که
با عنصری، چهار مرتب آرایه�ی دو درنهایت و است عنصری چهار آرایه�های ایجاد برای عنصری دو آرایه�های ادغام
هرکدام و شده تقسیم زیرآرایه دو به آرایه کل ابتدا بازگشتی، حالت در می�شود. ایجاد نهایی مرتب آرایه�ی و ادغام هم

می�شوند. ادغام هم با مرتب�شده، زیرآرایه�ی دو این سپس می�شوند. مرتب جداگانه

نیاز بازگشتی فراخوانی�های از استفاده دلیل به بالا�به�پایین، پیاده�سازی . پایین�به�بالا و بالا�به�پایین پیاده�سازی مقایسه
است. کند�تر عمل در بالا�به�پایین پیاده�سازی از اندکی پایین�به�بالا پیاده�سازی کارایی نظر از اما دارد. بیشتری حافظه با

می�دهد. نشان ثانیه حسب بر نوعی پردازنده یک روی را مقایسه این زیر جدول
۸top-down
۹non-recursive

۱۰bottom-up
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n top-down bottom-up
۱۰۰،۰۰۰ ۵۳ ۵۹
۲۰۰،۰۰۰ ۱۱۱ ۱۲۷
۴۰۰،۰۰۰ ۲۳۷ ۲۶۷
۸۰۰،۰۰۰ ۵۲۴ ۵۶۸

Merge-Sort الگوریتم پیچیدگی محاسبه�ی ۵

روش در کنیم. حل را الگوریتم برای مناسب بازگشتی۱۱ رابطه�ی باید بازگشتی، الگوریتم�های پیچیدگی محاسبه�ی برای
می�رسیم: زیر رابطه�ی به معمولاً حل� و تقسیم

T (n) = aT (n/b) +D(n) + C(n)
T (۱) = c

تعداد a ضریب و است ترکیب مرحله�ی اجرای زمان C(n) است، تقسیم مرحله�ی اجرای زمان D(n) رابطه، این در
است. اصلی مسأله�ی اندازه�ی ۱/b کدام، هر اندازه�ی که است زیرمسأله�ها

داریم: Merge-Sort در

داریم: بنابراین می�شود. اجرا ثابتی زمان در پس می�شود، محاسبه آرایه وسط فقط تقسیم، مرحله�ی در تقسیم: •
. D(n) = Θ(۱)

برای و شده تقسیم n/۲ اندازه�ی با زیرآرایه دو به نظر، مورد آرایه�ی Merge-Sort فراخوانی بار هر در حل: •
داشت. b)خواهیم = ۲) n/۲ اندازه�ی با (a = ۲) زیرمسأله دو پس می�شود. فراخوانی Merge-Sort هرکدام،

می�دانیم می�شود. فراخوانی Merge الگوریتم زیرمسأله�ها، ترکیب برای Merge-Sort اجرای بار هر در ترکیب: •
.C(n) = Θ(n) داریم: بنابراین می�شود. اجرا Θ(n) زمان در الگوریتم این که

می�شود: صورت این به Merge-Sort بازگشتی رابطه�ی پس،

T (n) =

{ ۲T (n/۲) + Θ(n) + Θ(۱) n > ۱
Θ(۱) n = ۱

جذب، این علت به و می�شویم آشنا بیش�تر بعد جلسات در Θ تعریف با می�شود. Θ(n) جذب ، Θ(۱) تابع عمل در ولی
داشت: خواهیم بنابراین می�بریم. پی

T (n) =

{ ۲T (n/۲) + Θ(n) n > ۱
Θ(۱) n = ۱

نشان مختلف مراحل در را محاسبات کل حجم که می�کنیم استفاده بازگشتی۱۲ درخت از بازگشتی عبارت این حل برای
ترکیب یعنی می�گیرد. قرار فوق رابطه در Θ(n) به�جای که است تابعی cn تابع که کنید فرض سادگی برای می�دهد.
به�جای که باشد ثابتی مقدار c کنید فرض همچنین می�شود. انجام cn زمان در n/۲ اندازه با مسأله�های زیر جواب�های
بازگشتی درخت اینصورت در می�شود. انجام c زمان در ۱ اندازه با مسأله�های زیر کردن حل یعنی می�گیرد. قرار Θ(۱)

است: زیر شکل به
۱۱recurrence relation
۱۲recursion-tree

۳-۵



..cn.

cn/۲

.

cn/۴

.

c

.

c

.

cn/۴

.

c

.

c

.

cn/۲

.

cn/۴

.

· · ·

.

c

.

cn/۴

.

c

.

c

Merge-Sort الگوریتم دوبار الگوریتم، این اجرای بار هر در که می�دانیم Merge-Sort بازگشتی رابطه�ی به توجه با
و n

۲j برابر زیرمسأله، هر اندازه�ی jام، فراخوانی در پس می�شود. نصف کدام، هر آرایه�ی اندازه�ی ولی شده، فراخوانی
با: است برابر jام، مرحله�ی اجرای هزینه�ی کل بنابراین، می�شود. ۲j برابر زیرمسأله�ها، تعداد

۲jc n
۲j = cn

شود، ساده�تر محاسبات آن�که برای است. بازگشتی درخت ارتفاع از بیش�تر واحد یک الگوریتم، مراحل تعداد طرفی از
درخت سطوح تعداد بنابراین است. بازگشتی درخت ارتفاع h که ،(n = ۲h) است ۲ از توانی دقیقاً n می�کنیم فرض

است. h+ ۱ = ۱+ log n برابر
با: است برابر Merge-Sort اجرای هزینه�ی کل درنتیجه

cn(۱+ log n) = cn log n+ cn = Θ(n log n)

و دقیق طور به را Merge-Sort الگوریتم بازگشتی رابطه�ی می�توان اصلی۱۳ روش با آشنایی از پس بعد جلسات در
می�شود. فوق عبارت برابر جواب نیز، روش این با که کرد، حل ساده

۱۳master method
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