
ریاضͬ علوم دانشͺده�ی

١٣٩١ دی ۵ اتوماتا و زبان�ها نظریه�ی

تصمیم�پذیری :٢٧ جلسه�ی
شهراسبͬ امیربهشاد نͽارنده: خزائͬ شهرام دکتر مدرˁس:

Ld و Lu زبان�های معرˁفͬ ١
به را Lu زبان منظور بدین مͬ�پذیرد؟“؛ را ω Mرشته�ی تورین ماشین ”آیا که هستیم مسئله این حل به علاقه�مند ما

مͬ�کنیم: معرفͬ زیر شͺل

مͬ�کنیم: تعریف زیر شͺل به را Lu زبان ١ تعریف

Lu = {M۱۱۱ω|ω ∈ L(M)}

است. ابهام فاقد فوق تعریف نداریم، ١١١ رشته�ی زیر (M) تورین ماشین کد در اینͺه به توجه با
ماشین واقع در مͬ�پذیرد. را Lu زبان که کردیم ارائه ١ جهانͬ تورین ماشین نام به ͬͽتورین ماشین قبل جلسه�ی در
ماشین آن رفتار ورودی، رشته�ی و تورین ماشین ͷی کد گرفتن با مͬ�تواند که است ͬͽتورین ماشین تورینجهانͬ،

کند. شبیه�سازی را ورودی به نسبت تورین

تورینشمارش�پذیر ماشین�های تمام مجموعه�ی رشته�هایتحتالفبایΣو تمام مجموعه�ی دیدیم جلسه�یگذشته در
هستند: ارائه قابل زیر تعاریف بنابراین هستند.

مͬ�کنیم. تعریف Σتحت رشته iاُمین را ωi ٢ تعریف

هیچ برای معتبری کد ωi صورتیͺه در است. ωi برابر آن کد که مͬ�کنیم تعریف ͬͽتورین ماشین را Mi ٣ تعریف
نمͬ�پذیرد. را رشته�ای هیچ که مͬ�کنیم تعریف ͬͽتورین ماشین Miرا نبود، ͬͽتورین ماشین

است: تعریف قابل زیر شͺل به Ld زبان اکنون

.ω ̸∈ L(Mi) آنͽاه ،ω = ωi اگر که مͬ�کنیم تعریف ω مانند رشته�هایͬ تمام مجموعه را Ld ۴ تعریف

Ld = {w|w = wi ∧ w ̸∈ L(Mi)}

١Universal Turing Machine
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نیست. ٢ برشمردنͬ بازگشتͬ Ld ١ قضیه

یعنͬ: بپذیرد، را Ld که باشد داشته وجود ͬͽتورین ماشین که کنید فرض خلف؛ برهان برهان.
∃j Ld = L(Mj)

داریم؛ حالت دو آنͽاه
نخست: حالت

ωj ∈ Ld ⇒ ωj ̸∈ L(Mj) ⇒ Ld ̸= L(Mj)

دوم: حالت
ωj ̸∈ Ld ⇒ ωj ∈ L(Mj) ⇒ Ld ̸= L(Mj)

نیست. برشمردنͬ بازگشتͬ Ld و بوده باطل فرضخلف لذا رسیدیم، تناقض به حالت دو هر در

نیست. ٣ بازگشتͬ ولͬ هست، برشمردنͬ بازگشتͬ Lu ٢ قضیه

بازگشتͬ اثبات برای دارد. وجود آن پذیرش برای جهانͬ تورین ماشین زیرا هست برشمردنͬ بازگشتͬ Lu برهان.
مͬ�کنیم: استفاده خلف برهان از آن، نبودن

از استفاده با دارد. وجود Lu پذیرش Mبرای مانند الͽوریتم ͷی پس باشد، بازگشتͬ Lu کنید فرض فرضخلف:
مͬ�کنیم: ارائه Ld پذیرش برای را زیر شͺل به Mرا ′ الͽوریتم ،M

..Lu برای Mپذیرش فرضͬ Copy.الͽوریتم .ω ...
Accept

.

Reject

.
Accept

.

Reject

..

Ld پذیرش Mبرای ′ الͽوریتم

.ω۱۱۱ω ...

داریم: مͬ�پذیرد. را d زبان ،M ′ الͽوریتم که مͬ�کنیم ادعا

ω ∈ Ld ⇒ ω ̸∈ L(ω) ⇒ ω۱۱۱ω ̸∈ Lu

مͬ�پذیرد. را ω Mرشته�ی ′ لذا و نمͬ�پذیرد را ω۱۱۱ω Mرشته�ی پس
همچنین:

ω ̸∈ Ld ⇒ ω ∈ L(ω) ⇒ ω۱۱۱ω ∈ Lu

نمͬ�پذیرد. را ω Mرشته�ی ′ لذا و مͬ�پذیرد را ω۱۱۱ω Mرشته�ی پس
مͬ�شود. ثابت حͺم و بوده باطل فرضخلف لذا نیست، برشمردنͬ بازگشتͬ Ld مͬ�دانیم اما

مسئله�ی حل برای الͽوریتمͬ وجود فرض با اگر مͬ�یابد، کاهش P۲ مسئله�ی به P۱ مسئله�ی مͬ�گوییم ۵ تعریف
نیست) P۲ کردن حل از سخت�تر P۱ کردن (حل کرد. ارائه P۱ مسئله�ی برای الͽوریتمͬ بتوان ،P۲

است. تصمیم�ناپذیر نیز P۲ باشد، ناپذیر تصمیم P۱ و یابد کاهش P۲ مسئله�ی به P۱ مسئله�ی اگر ٣ قضیه
٢Recursively Enumerable
٣Recursive
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بستاری ویژگͬ�های ٢
ستاره الحاق، اجتماع، مانند اعمالͬ تحت بازگشتͬ و برشمردنͬ بازگشتͬ زبان�های مجموعه بودن بسته مبحث این در

مͬ�شود. بررسͬ تفاصل و متمˁم یͺریختͬ، یͺریختͬ، معͺوس اشتراک، معͺوس، کلینͬ،
مͬ�کنیم: بررسͬ را فوق موارد از مورد چند نمونه عنوان به ادامه در

اجتماع ١.٢

است. برشمردنͬ بازگشتͬ نیز L۱ ∪ L۲ آنͽاه باشند، برشمردنͬ بازگشتͬ L۲ و L۱ اگر ۴ قضیه

L۱ که دارند M۲وجود M۱و تورین ماشین�های آنͽاه باشند، برشمردنͬ بازگشتͬ زبان�های L۲ و L۱ اگر برهان.
به و کند شبیه�سازی موازی صورت به را M۲ و M۱ که مͬ�سازیم طوری را M تورین ماشین بپذیرند. را L۲ و

شود: متوقّف و پذیرفته را آن Mنیز پذیرفتند، آنرا ماشین دو از ͬͺی اینͺه محض

..

ω

..M۲.

M۱

...

Accept

..

M

است. بازگشتͬ نیز L۱ ∪ L۲ آنͽاه باشند، بازگشتͬ L۲ و L۱ اگر ۵ قضیه

الͽوریتم دارند. M۲وجود M۱و مثل L۲ و L۱ پذیرش برای الͽوریتم�هایͬ باشند، بازگشتͬ L۲ و L۱ اگر برهان.
محدود زمان در الͽوریتم دو هر (چون کند شبیه�سازی M۲را M۱و الͽوریتم�های که مͬ�کنیم ارائه ترتیب بدین Mرا
حداقل خروجͬ که صورتͬ در سپس شود). انجام موازی یا سری صورت به مͬ�تواند شبیه�سازی مͬ�رسند، پایان به
Reject خروجͬ اینصورت غیر در مͬ�شود. Accept خروجͬ و ω ∈ L۱ ∪ L۲ بود، Accept الͽوریتم�ها از ͬͺی

مͬ�شود.

٣-٢٧



..

M

.

ω

..M۲..
A

.

R

.

M۱

.

A

.

R

...

Accept

.
Reject

دقیق�تر: شͺل به
Accept ⇒ Accept۱ ∨ Accept۲ ⇒ (ω ∈ L(M۱)) ∨ (ω ∈ L(M۲))) ⇒ ω ∈ (L(M۱) ∪ L(M۲))
Reject ⇒ Reject۱ ∧Reject۲ ⇒ (ω ̸∈ L(M۱)) ∧ (ω ̸∈ L(M۲))) ⇒ ω ̸∈ (L(M۱) ∪ L(M۲))

مͬ�رسد. پایان به محدود زمان در نیز فوق الͽوریتم مͬ�رسند، پایان به محدود زمان M۲در M۱و چون کنید دقت

اشتراک ٢.٢
است. برشمردنͬ بازگشتͬ نیز L۱ ∩ L۲ آنͽاه باشند، برشمردنͬ بازگشتͬ L۲ و L۱ اگر ۶ قضیه

L۱ که دارند M۲وجود M۱و تورین ماشین�های آنͽاه باشند، برشمردنͬ بازگشتͬ زبان�های L۲ و L۱ اگر برهان.
به و کند شبیه�سازی موازی صورت به را M۲ و M۱ که مͬ�سازیم طوری را M تورین ماشین بپذیرند. را L۲ و

شود: متوقّف و پذیرفته را آن Mنیز پذیرفتند، آنرا ماشین دو هر اینͺه محض

..

ω

..M۲.

M۱

...

Accept

..

M
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است. بازگشتͬ نیز L۱ ∩ L۲ آنͽاه باشند، بازگشتͬ L۲ و L۱ اگر ٧ قضیه

الͽوریتم دارند. M۲وجود M۱و مثل L۲ و L۱ پذیرش برای الͽوریتم�هایͬ باشند، بازگشتͬ L۲ و L۱ اگر برهان.
محدود زمان در الͽوریتم دو هر (چون کند شبیه�سازی M۲را M۱و الͽوریتم�های که مͬ�کنیم ارائه ترتیب بدین Mرا
دو هر خروجͬ که صورتͬ در سپس شود). انجام موازی یا سری صورت به مͬ�تواند شبیه�سازی مͬ�رسند، پایان به
مͬ�شود. Reject خروجͬ اینصورت غیر در مͬ�شود. Accept خروجͬ و ω ∈ L۱ ∩ L۲ بود، Accept الͽوریتم

..

M

.

ω

..M۲..
A

.

R

.

M۱

.

A

.

R

...

Accept

.
Reject

دقیق�تر: شͺل به
Accept ⇒ Accept۱ ∧ Accept۲ ⇒ (ω ∈ L(M۱)) ∧ (ω ∈ L(M۲))) ⇒ ω ∈ (L(M۱) ∩ L(M۲))
Reject ⇒ Reject۱ ∨Reject۲ ⇒ (ω ̸∈ L(M۱)) ∨ (ω ̸∈ L(M۲))) ⇒ ω ̸∈ (L(M۱) ∩ L(M۲))

مͬ�رسد. پایان به محدود زمان در نیز فوق الͽوریتم مͬ�رسند، پایان به محدود زمان M۲در M۱و چون کنید دقت

متمˁم ٣.٢

نیستند. بسته متمˁم به نسبت برشمردنͬ بازگشتͬ زبان�های مجموعه�ی ٨ قضیه

این Lu نباشد؛ آن متمˁم و باشد برشمردنͬ بازگشتͬ خود که کنیم ارائه زبان ͷی کافیست امر این اثبات برای برهان.
دارد. را خاصیت

هستند. بسته متمˁم به نسبت بازگشتͬ زبان�های مجموعه�ی ٩ قضیه

پذیرش برای Mرا ′ الͽوریتم دارد. وجود Lپذیرش Mبرای الͽوریتم آنͽاه باشد، بازگشتͬ زبان ͷی L اگر برهان.
مͬ�کنیم. شبیه�سازی ω ورودی با Mرا الͽوریتم هست، L̄ عضو ω آیا اینͺه بررسͬ برای مͬ�کنیم. ارائه زیر شͺل به L̄
باید M ′ پاسخ بنابرین نیست. L̄ عضو نتیجه در و هست L عضو ω باشد، Accept ،M الͽوریتم خروجͬ اگر
باشد. Reject Mباید ′ پاسخ پس هست، L̄ عضو نتیجه در و نیست L عضو ω اینصورت غیر در باشد. Reject
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تفاضل ۴.٢
نیست. بسته تفاضل به نسبت برشمردنͬ بازگشتͬ زبان�های مجموعه�ی ١٠ قضیه

بازگشتͬ L۲ و L۱ اینصورت در L۱؛ − L۲ = L̄u آنͽاه ،L۲ = Lu و L۱ = (۰ + ۱)∗ کنید فرض برهان.
نیست. برشمردنͬ بازگشتͬ L۱ − L۲ آنͺه حال هستند، برشمردنͬ

است. بسته تفاضل به نسبت بازگشتͬ زبان�های مجموعه�ی ١١ قضیه

M الͽوریتم دارند. وجود L۲ و L۱ پذیرش M۲برای M۱و الͽوریتم�های باشند، بازگشتͬ L۲ و L۱ اگر برهان.
دو هر (چون کند شبیه�سازی را M۲ و M۱ الͽوریتم�های که مͬ�کنیم ارائه ترتیب بدین L۱ − L۲ پذیرش برای را
در سپس شود). انجام موازی یا سری صورت به مͬ�تواند شبیه�سازی مͬ�رسند، پایان به محدود زمان در الͽوریتم
مͬ�شود. Accept خروجͬ و ω ∈ L۱ − L۲ باشد، Reject ،M۲ خروجͬ و Accept ،M۱ خروجͬ که صورتͬ

مͬ�شود. Reject خروجͬ اینصورت غیر در
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الحاق ۵.٢
است. بسته الحاق به نسبت برشمردنͬ بازگشتͬ زبان�های مجموعه�ی ١٢ قضیه

دارد. وجود آنها پذیرش M۲برای M۱و تورین ماشین�های آنͽاه باشند، برشمردنͬ بازگشتͬ L۲ و L۱ اگر برهان.
به y و x ورودی�های به M۲نسبت M۱و تورین ماشین�های رفتار آن در که مͬ�کنیم Mارائه تورین ماشین ͷی
بپذیرند، را y و x ،M۲ M۱و ها، y و x از ͬͺی ازای به اگر مͬ�شود. شبیه�سازی موازی صورت به ω = xy هر ازای
ماشین ترتیب بدین مͬ�شود. متوقف ω پذیرفتن با M لذا .ω = xy ∈ L۱L۲ پس است. y ∈ L۲ و x ∈ L۱

است. برشمردنͬ بازگشتͬ L۱L۲ بنابرین و مͬ�آید بدست L۱L۲ برای ͬͽتورین

است. بسته الحاق به نسبت بازگشتͬ زبان�های مجموعه�ی ١٣ قضیه

بررسͬ برای لذا است، تصمیم�پذیر آنها برای عضویت مسئله�ی باشند، بازگشتͬ زبان�های L۲ و L۱ اگر برهان.
x ∈ L۱ مسائل ،ω = xy که ممͺن های y و x تمام برای کافیست ،L۱L۲ در ω مانند رشته ͷی عضویت
بنابرین مͬ�رسد. جواب به متناهͬ زمان در حالات، تعداد بودن محدود علت به که کنیم؛ بررسͬ را y ∈ L۲ و

است. بسته الحاق به نسبت بازگشتͬ زبان�های مجموعه�ی

کلینͬ ستاره�ی ۶.٢
است. بسته کلینͬ ستاره�ی عمل به نسبت برشمردنͬ بازگشتͬ زبان�های مجموعه�ی ١۴ قضیه

این اثبات در دارد. وجود آنها پذیرش برای M تورین ماشین�های آنͽاه باشند، برشمردنͬ بازگشتͬ L اگر برهان.
xi همه�ی به نسبت Mرا رفتار ،ω = x۱x۲...xk که xk و ... ،x۲ ،x۱ تمام برای الحاق، مانند کافیست هم قضیه
ترتیب بدین مͬ�شود. پذیرفته ω بپذیرد، را xi Mتمام ،ͷیͺتف ͷی ازای به اگر کنیم. شبیه�سازی موازی شͺل به ها

مͬ�کند. اثبات را L∗ بودن برشمردنͬ بازگشتͬ که مͬ�آید بدست L∗ برای ͬͽتورین ماشین

است. بسته کلینͬ ستاره�ی عمل به نسبت بازگشتͬ زبان�های مجموعه�ی ١۵ قضیه

به (ω (مانند رشته ͷی ͷیͺتف حالات تمام الحاق، مشابه بازگشتͬ، زبان�های در نیز کلینͬ ستاره�ی برای برهان.
عضویت مسئله�ی الͽوریتم از استفاده با حالت، هر در و (ω = x۱x۲...xk (مثل کرده بررسͬ را رشته زیر تعدادی
بودن متناهͬ علت به مجددا مͬ�کنیم. بررسͬ را L∗ در ω عضویت امͺان هست؟)، L عضو xi (آیا قسمت هر برای
ستاره�ی تحت بازگشتͬ، زبان�های مجموعه�ی لذا مͬ�پذیرد. پایان پاسخ از مستقل و متناهͬ زمان در الͽوریتم ،|ω|

هستند. بسته نیز کلینͬ
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