
ریاضͬ علوم دانشͺده�ی

١٣٩١ مهر ٢۵ اتوماتا و زبان�ها نظریه�ی

تزریق، لم زبان، بودن نامحدود منظم، زبان ویژگͬ�های :١٠ جلسه�ی
زبان�ها برابری

جاریحانͬ مبین محمد علامتͬ، نوید نͽارندگان: خزائͬ شهرام دکتر مدرˁس:

منظم زبان ویژگͬ�های ١

مͬ�شود: دسته دو شامل منظم زبان ویژگͬ�های

١ تصمیمͬ ویژگͬ�های •
٢ بستاری ویژگͬ�های •

مثال (برای ٣ صوری توصیف که است الͽوریتم�هایͬ بررسͬ شامل منظم، زبان�های تصمیمͬ ویژگͬ ١ تعریف
برخͬ نظر، مورد زبان�های آیا که مͬ�کند مشخص و مͬ�گیرد ورودی عنوان به را منظم زبان چند یا ͷی (DFA

خیر. یا دارند را خواصمشخص

خیر. یا هستند Mبرابر و L منظم زبان دو آیا خیر. یا است تهͬ L منظم زبان آیا مثال، برای

یا اجتماع مثال (برای عملیات سری ͷی تحت زبان�ها، بودن منظم آیا که مͬ�کند مشخص بستاری ویژگͬ ٢ تعریف
خیر. یا مͬ�شود حفظ مͺمل�گیری)

زبان بودن نامحدود مسأله�ی ٢
است؟ نامحدود L منظم زبان آیا

مͬ�کنیم. بررسͬ را لم دو سوال این به پاسخ برای

L زبان آنͽاه باشد، بیشتر یا n طول به رشته�ای دارای L و باشد حالت n دارای L منظم زبان DFA اگر ١ لم
است. نامحدود

١decision properties
٢closure properties
٣formal description
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کند، قبول را بیشتر یا n طول به w فرضͬ رشته�ی ͷی nحالات تعداد به معین متناهͬ حالت ماشین ͷی اگر برهان.
است. شده ظاهر w پردازش مسیر طول در بار دو که دارد وجود q فرضͬ حالت ͷی کبوتری لانه�ی اصل به بنا آنͽاه
حالت از x پیشوند پردازش با که به�طوری ،y ̸= ϵ که مͬ�باشد w = xyz صورت به w رشته�ی دیͽر، عبارت به
پسوند رسیده�ایم. q خود به دوباره q از شروع با آن پردازش از پس که است رشته�ای y و مͬ�رسیم q حالت به آغازین
i برای xyiz رشته�های تمام که است واضح است. برده نهایͬ حالت ͷی به q حالت از را ما که است رشته�ای z
تعداد لذا و هستند متفاوت رشته�ها این تمام است، y ̸= ϵ چون مͬ�باشد. DFA قبول مورد هستند، i ≥ ۰ که هایͬ

است. نامتناهͬ آنها

... q.. x.

y

. z

کافͬ مͬ�کند تعیین را زبان ͷی نبودن یا بودن متناهͬ که الͽوریتم ͷی طراحͬ برای تنهایͬ به ١ لم که شود توجه
هیچ�گاه فرضͬ الͽوریتم باشد، متناهͬ شده داده زبان اگر داریم، n از بزرگتر طول به رشته بͬ�شمار چون نیست.
متناهͬ تعداد که کرد طراحͬ آن مبنای بر الͽوریتمͬ بتوان که داریم نیاز دیͽر لم ͷی به بنابراین شد. نخواهد متوقف

کند. امتحان را رشته

بین طولش که است رشته�ای دارای L آنͽاه باشد، حالت n دارای آن DFA و باشد نامتناهͬ L منظم زبان اگر ٢ لم
مͬ�باشد. ۲n− ۱ و n

فرض است. ثابت حͺم که |w| < ۲n اگر دارد. وجود L زبان در n حداقل طول به w رشته�ی فرض، طبق برهان.
داریم: پس باشد. نهایͬ حالت سمت به مسیرمان در دور اولین y و w = xyz ،|w| ≥ ۲n کنید

۱ ≤ |y| ≤ n , |xy| ≤ n

طول اگر n ≤ |xz| < |w| کنید دقت است. L زبان در نیز (i = ۰ دهید قرار xyiz (در xz رشته�ی ١ لم طبق
است، ۲n−۱ و n بین طولش که رشته ͷی به و داد ادامه مͬ�توان ترتیب همین به نباشد، ۲n از کمتر جدید رشته�ی

رسید.

... q.. x.

y

. z

نهایͬ حالات از ͬͺی به اگر کنیم. پردازش باشد، ۲n− ۱ و n بین طولشان که را رشته�هایͬ تمام باید ما نتیجه در
زبان ͷی بودن نامتناهͬ مشخصکردن برای ولͬ نیست. متناهͬ نه، اگر و (١ لم به (بنا است نامتناهͬ زبان رسیدیم

نیست. کارایͬ حل راه که کنیم پردازش است، [n,۲n− ۱] بازه�ی در طولشان که را رشته�هایͬ تمام باید
مͬ�کنیم: ارائه زبان بودن نامحدود مسأله�ی برای کارا الͽوریتم ͷی

نیستند. دستیابͬ قابل آغازین حالت از که DFA از حالت�هایͬ حذف •

نمͬ�شوند. ختم نهایͬ حالت ͷی به که DFA از حالت�هایͬ حذف •

٢-١٠



خیر. یا است دور دارای باقͬ�مانده گراف آیا •

است. متناهͬ �صورت این غیر در و است نامتناهͬ زبان بود، دور دارای اگر •

تزریق لم ٣

منظم مͬ�توان شرط این با مͬ�کنیم. معرفͬ زبان ͷی بودن منظم برای کافͬ) لزوما نه لازم(و شرطͬ بخش این در
زیرا بͽیریم نظر در را نامتناهͬ زبان�های است کافͬ است. ساده بسیار کار ایده�ی کرد. اثبات را زبان�ها بعضͬ نبودن
که است بدیهͬ باشد. حالت n با DFA دارای L نامتناهͬ منظم زبان کنیم فرض است. منظم متناهͬ، زبان هر
مسیر دارای دارد، قرار زبان در کلمه این چون است. n مساوی یا بزرگ�تر طول با ،w مانند کلماتͬ، دارای زبان این
در مسیر بزرگ�ترین طول است. برابر w طول با مسیر این طول مͬ�باشد. qf مانند پایانͬ حالت ͷی به q۰ از پذیرش
n− ۱ حداکثر نمͬ�شود) ظاهر مسیر در بار دو qi حالات از ͷی هیچ نمͬ�کند(یعنͬ قطع را خودش DFAکه این
که باشد حالتͬ اولین qi کنیم فرض مͬ�کند. قطع را خودش بار ͷی حداقل w پذیرش مسیر بنابراین بود. خواهد
به q۰ از x قسمت مصرف با آن در که نوشت xw′ صورت به مͬ�توان را w پس مͬ�کند. قطع را خودش مسیر این
آن به دوباره ،qi از شروع با y آن در که نوشت yz صورت به مͬ�توان را w′ شده، گفته مطالب طبق مͬ�رسیم. qi
مͬ�توانیم هم باز کنیم) حرکت بار چندین دور روی کنیم(یعنͬ تͺرار را آن یا کنیم حذف را y اگر بنابراین بازمͬ�گردد.
لم در موضوع این مͬ�گیرد. قرار L در هم باز حاصل کلمه�ی y حذف) تزریق(یا با واقع در برسیم. پایانͬ حالت به

است. شده بیان زیر

برای که دارد وجود است) زبان با متناظر DFA های حالت تعداد (که n طبیعͬ عدد L منظم زبان هر برای ٣ لم
زیر شرط سه که نوشت w = xyz بصورت را w رشته�ی مͬ�توان n مساوی یا بزرگتر طول با w ∈ L رشته�ی هر

باشند: برقرار

|xy| ≤ n •

|y| ≥ ۱ •

∀i ≥ ۰ : xyiz ∈ L •

نوشت زیر صورت به صورها از استفاده با مͬ�توان را لم این حالت، n DFAدارای با L منظم زبان برای

∃n ∈ N
∀w ∈ L : |w| ≥ n

∃x, y, z ∈ {۰,۱}∗ :


w = xyz
|xy| ≤ n
|y| ≥ ۱

∀i ≥ ۰ : xyiz ∈ L

(١)
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مͬ�آید. دست به زبان ͷی نبودن منظم برای کافͬ شرطͬ بالا، عبارت از نقیض گرفتن با

∀n ∈ N
∃w ∈ L : |w| ≥ n

∀x, y, z ∈ {۰,۱}∗ : ¬


w = xyz
|xy| ≤ n
|y| ≥ ۱

∀i ≥ ۰ : xyiz ∈ L

(٢)

نوشت: مͬ�توان معادلا که

∀n ∈ N
∃w ∈ L : |w| ≥ n

∀x, y, z ∈ {۰,۱}∗ : ¬
(
∀i ≥ ۰ : xyiz ∈ L

)
∨ ¬


w = xyz
|xy| ≤ n
|y| ≥ ۱

(٣)

با: است معادل که

∀n ∈ N
∃w ∈ L : |w| ≥ n

∀x, y, z ∈ {۰,۱}∗ :
(
∃i ≥ ۰ : xyiz /∈ L

)
∨ ¬


w = xyz
|xy| ≤ n
|y| ≥ ۱

(۴)

:(q ∨ ¬p با است معادل p ⇒ q که کنید (دقت نوشت زیر صورت به را آن مͬ�توان نهایتا که

∀n ∈ N
∃w ∈ L : |w| ≥ n

∀x, y, z ∈ {۰,۱}∗ :


w = xyz
|xy| ≤ n
|y| ≥ ۱

⇒
(
∃i ≥ ۰ : xyiz /∈ L

) (۵)

xyz به طریق هر به را آن اگر که کنیم پیدا w مانند n حداقل طول با کلمه�ای شده داده n هر برای باید دیͽر بیان به
باشد. L در حاصل xyiz کلمه�ی�� که طوری به کرد تزریق w به را yi نتوان که باشد داشته وجود iͷی کنیم، تجزیه

مͬ�پردازیم. مثال چند بیان به حال

نیست. منظم L = {۰k۱k|k ≥ ۰} زبان ١ مثال

w = xyz هرگاه .w = ۰n۱n مͬ�دهیم قرار باشد. حالت n دارای آن نظیر DFA و باشد منظم L کنیم فرض
حذف) کردن(یا اضافه با وضوح به است. ۰ شامل فقط y لذا و xy آنͽاه باشد، y ̸= ϵ و |xy| ≤ n با تجزیه ͷی
باشد. منظم نمͬ�توان L که مͬ�دهد تناقضنشان این نیست. L در که مͬ�شود ایجاد نابرابر ۱ و ۰ تعداد با کلمه�ای y
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نیست. منظم L = {۱q|q is prime } زبان ٢ مثال

آن در که w = ۱q مͬ�دهیم قرار باشد. حالت n دارای آن نظیر DFA و باشد منظم L کنیم فرض قبل مثال مانند
این و نباشد L در xyiz که بیابیم iͷی کافیست تزریق لم نقیض طبق حال است. q ≥ n+ ۲ با اول عدد ͷی q
در مͬ�کند. صدق شرط این در i = q + ۱ مͬ�دهیم نشان باشد. اول عددی نباید کلمه این طول که است آن معادل
وضوح به .|xyiz| = |x|+ i|y|+ |z| = |x|+ |y|+ |z|+ (i− ۱)|y| = q + q|y| = q(۱ + |y|) واقع
مثال این در مͬ�کند. نقض را L بودن منظم این نیست. اول عدد این لذا و هستند ناسره حاصل�ضرب عامل دو هر
نشود. اول حاصل عدد که باشد q > ۱ هم و شود برقرار تزریق لم شرط هم که است آن برای q ≥ n+۲انتخاب
نیستند. منظم نیز {ww;w ∈ {۰,۱}∗} و {۰m۱n;m > n} زبان�های که داد نشان مͬ�توان لم این از استفاده با

بازی ͷی صورت به تزریق لم بیان ١.٣

مͬ�دهیم: شرح دونفره بازی ͷی در را تزریق لم از استفاده
نیست. منظم شده انتخاب زبان که کند ثابت تا مͬ�کند انتخاب زبان ͷی ١ بازیͺن

استدلالش که کند بازی به�صورتͬ باید ١ بازیͺن پس نمͬ�کند، فاش را n ولͬ مͬ�کند انتخاب n عدد ͷی ٢ بازیͺن
باشد. صحیح ها n تمامͬ برای

است. n برابر حداقل طولش که مͬ�کند انتخاب را w دلخواه رشته�ی ͷی ١ بازیͺن
یعنͬ: مͬ�کند، صدق تزریق لم شرایط در که مͬ�کند تقسیم xyz رشته�ی زیر سه به را w ،٢ بازیͺن

y ̸= ϵ , |xy| ≤ n

کند. صدق تزریق لم شرایط در باید xyz اگرچه چیست xyz که بͽوید ١ بازیͺن به نباید ٢ بازیͺن همچنین
نباشد، L در xyiz به�طوری�که باشد، n و z ،y ،x از تابعͬ است ممͺن i که کند معرفͬ i عدد ͷی ١ بازیͺن اگر

است. برنده آنͽاه

زبان دو برابری مسأله�ی ۴
DFA نام به ابزار ͷی از هستند، Mبرابر و L زبان دو آیا که سوال این به دادن پاسخ برای داریم. Mرا و L زبان دو

کنیم. مͬ استفاده ۴ حاصل�ضرب

B = (QB,Σ, δ, qB, FB) Aو = (QA,Σ, δ, qA, FA) معین متناهͬ حالت حاصل�ضربماشین�های ٣ تعریف
که: مͬ�شود تعریف A×B = (Q,Σ, δ, q۰, F به�صورت(

است. QB به متعلق r و QA به متعلق q که (q, r) زوج�های تمام مجموعه�ی یعنͬ ، Q = QA ×QB •

حالت: انتقال تابع تعریف •

∀a ∈ Σ, q ∈ QA, r ∈ QB : δ((q, r), a) = (δA(q, a), δB(r, a))

q۰ = (qA, qB) آغازین: حالت •
۴product DFA
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یعنͬ: باشد، نهایͬ خودشحالت زبان در آن�ها مؤلفه�ی ͷی فقط که است زوج�هایͬ تمام شامل نهایͬ: حالت •

F = {(q, r)|(q ∈ FA ∧ r /∈ FB) ∨ (q /∈ FA ∧ r ∈ FB)}

باشد. تهͬ حاصل�ضربشان DFA زبان اگر فقط و اگر Mبرابرند، و L زبان دو ۴ لم

نباشد. دیͽری در و باشد ͬͺی در که ندارد وجود رشته�ای هیچ مͬ�کنیم اثبات ما که است این شرط این دلیل
مͬ�شود مشاهده شده�اند. رسم ترتیب به �آن�دو نهایتDFAحاصل�ضرب در Mو زبان DFA ،L زبان DFA : مثال

نیستند. Mبرابر و L بنابراین نیست، تهͬ حاصل�ضرب زبان که

..A. B.

۱

.

۰

.

۰,۱

..C. D.

۰

.

۱

.

۱

.

۰

..(A,C).start .

(B,C)

.

(A,D)

. (B,D).

۰

.

۱

.

۱

.

۰

.

۱

.

۰

.
۱

.

۰
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