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تصادفͬ الͽوریتم�های :٢١ جلسه�ی
اصغری سوزان نͽارنده: خزائͬ شهرام دکتر مدرˁس:

مقدمه ١
تصادفͬ مقادیر از الͽوریتم اجرای حین در که هستند الͽوریتم�هایͬ تصادفͬ، الͽوریتم�های مͬ�پردازیم. تصادفͬ الͽوریتم�های به جلسه این در
از ی بسیار در الͽوریتم�ها این است. مسائل از بسیاری حل برای بودنشان سریع یا و بودن ساده الͽوریتم�ها این مزیت مͬ�کنند. استفاده
انواع ادامه در مͬ�روند. به�کار ... و گراف الͽوریتم�های جبری، اتحاد�های داده�ها، ساختمان اعداد، نظریه الͽوریتم�های جمله از حوزه�ها

مͬ�کنیم. بیان مثال چند و تصادفͬ الͽوریتم�های

تصادفͬ الͽوریتم�های انواع ٢

اند: نوع دو تصادفͬ الͽوریتم�های

دهیم. افزایش را آن صحت احتمال الͽوریتم تͺرار با مͬ�توانیم و است درست احتمالͬ با آن�ها جواب که الͽوریتم�هایͬ •

است. تصادفͬ آن�ها اجرای زمان که الͽوریتم�هایͬ •

عدد بودن اول آزمون ٣
٢٠٠٢ سال در که دارد وجود ١ASK الͽوریتم نام به بالا درجه�ی با چندجمله�ای و معین الͽوریتمͬ عدد، ͷی بودن اول تشخیص برای
با الͽوریتمͬ به H. W. Lenstra و C. Pomerance توسط ٢٠٠۵ سال در اما است O(log۱۲ n) آن اجرای زمان و شده�است منتشر

مͬ�پردازیم: مساله این حل برای سریع�تر و تصادفͬ الͽوریتمͬ به اکنون یافت. بهبود O(log۶ n) پیچیدگͬ

.ap−۱ = ۱ mod p آنͽاه باشد، اول p به نسبت a و باشد اول p اگر فرما) (قضیه�ی ١ قضیه

نیست. برقرار کلͬ حالت در قضیه این عͺس اما

داشته�باشیم است اول N به نسبت که a عدد هر ازای به هرگاه گوییم کارمایͺل را N مثبت مرکب عدد کارمایͺل٢) (عدد ١ تعریف
.aN−۱ = ۱ mod N

حداقل ویژگͬ این آنͽاه باشد، برقرار است Nاول به نسبت Nکه از کوچͺتر a عدد ͷی برای aN−۱ ̸= ۱ mod N رابطه�ی اگر ٢ لم
است. برقرار اعداد نصف برای

١Agrawal–Kayal–Saxena
٢Carmichael
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مͬ�کنیم: بیان را اول اعداد تشخیص تصادفͬ الͽوریتم اکنون

پیاده�سازی ١.٣

Algorithm 1 Algorithm: primality-test
function primality-test(number N)
a← {2, ..., N − 1} ; i.e. choose a number uniformly at random

if gcd(a,N) ̸= 1 or aN−1 ̸= 1 mod N then
return NO

else
return YES

بیاید: پیش است ممͺن حالت سه الͽوریتم ورودی اساس بر

است. YES الͽوریتم خروجͬ صورت این در که باشد اول ورودی •

است. صحیح) (خروجͬ NO خروجͬ ١/٢ حداقل احتمال با صورت این در باشد، کارمایͺل غیر مرکب ورودی •

است. صحیح) (خروجͬ NO خروجͬ (۱/ϕ(N)) کمͬ خیلͬ احتمال با که باشد کارمایͺل عدد ورودی •

۱ − (۱/۲)t از بیشتر باشد NO الͽوریتم جواب اینͺه احتمال کنیم اجرا بار t کارمایͺل غیر مرکب عدد ͷی روی را فوق الͽوریتم اگر
کرد. ͷنزدی ١ به دلخواه اندازه�ی به را آن مͬ�توان tمناسب انتخاب با که است

باشد مرکب اگر و است YES همواره خروجͬ باشد اول شده انتخاب عدد اگر که دارد وجود میلر-رابین آزمون نام به دیͽری آزمون ١ نͺته
است. تͺرار دفعات تعداد t که است YES خروجͬ نبودن) یا بودن کارمایͺل از (مستقل ۲−t حداکثر احتمال با

اول اعداد تولید الͽوریتم ۴

پیاده�سازی ١.۴

Algorithm 2 Algorithm: generate-prime
function generate-prime(length n)
p′ ← {0, 1}n−1

p := 1 ∥ p′

if primality-test(p) = YES then
return p

الͽوریتم موفقیت احتمال ٢.۴

طور به یا ،π(x) ≈ x/ ln(x)صورت این در دهید. نشان π(x) با را x از کوچͺتر اول اعداد تعداد لاگرانژ) اول اعداد (قضیه ٣ قضیه
دقیق�تر

lim
x→∞

π(x)

x/ ln(x)
= ۱
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است: شده داده x از کوچͺتر اول اعداد تعداد برای چبیشف٣ توسط نیز زیر پایین کران

π(x) ≥ x

۲ log۲ x

اول عدد ͷی تا کرد اجرا بار ۲n حدود باید را فوق الͽوریتم لذا است. ۱/۲n حداقل باشد، اول n-بیتͬ تصادفͬ عدد اینͺه احتمال پس
با برابراست حداکثر نشود تولید اولͬ عدد مراحل از ͷهیچ�ی در اینͺه احتمال شود اجرا بار ۲cn الͽوریتم اگر دقیق�تر طور به کند. تولید

(۱− ۱/۲n)۲cn ≤ e−c

٣Chebyshev
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