
ریاضͬ علوم دانشͺده�ی

٩٢ اردیبهشت ٢٢ الͽوريتم�ها آناليز

تقریبͬ الͽوریتم�های :٢٠ جلسه�ی
اصغری سوزان نͽارنده: خزائͬ شهرام دکتر مدرˁس:

مقدمه ١
مسائل با مقابله برای الͽوریتم�ها این هستند. بهینه�سازی مسائل برای تقریبͬ راه�حل�های پیداکردن برای الͽوریتم�هایͬ تقریبͬ، الͽوریتم�های
برای ضریبͬ با همراه شبه�بهینه راه�حل�هایͬ الͽوریتم�ها این هستند. سخت NP بهینه�سازی مسائل از بسیاری زیرا مͬ�روند بͺار سخت NP
است ممͺن (مثلا مͬ�کنند تضمین شده اعلام خطای بازۀ در را خود جواب وجود همچنین مͬ�دهند. ارائه واقعͬ جواب تقریب میزان
از نمونه�ای اکنون مͬ�کنند. تولید چندجمله�ای زمان در را خود جواب منتها است)؛ بهینه جواب برابر دو حداکثر آنها جواب کرد ثابت بتوان

مͬ�کنیم. بیان تقریبͬ الͽوریتم�های

کوله�پشتͬ مساله�ی ٢

کوله�پشتͬ�اشمحدود ظرفیت که آنجایͬ از بوده او انتظار حد از بیشتر بدزدد مͬ�تواند که اشیایͬ که مͬ�شود متوجه سارقͬ یͷسرقت، طͬ در
صحیح وزن�های با شͬ n فرضکنید کند. تحمل Wرا وزن مͬ�تواند حداکثر کوله�پشتͬ�اش بدزدد. را اشیایͬ چه بͽیرد تصمیم باید است،
این از ترکیبͬ چه سارق ،

∑
wi ≥ W و wi ≤ W که طوری به دارند وجود v۱, ..., vn مثبت صحیح ارزش�های و w۱, ..., wn مثبت

آورد؟ بدست را ارزش بیشترین که بردارد را اشیا

کوله�پشتͬ مساله�ی برای کران تعیین ٣

اول حریصانه الͽوریتم ١.٣

مͬ�کنیم: مطرح زیر بصورت حریصانه الͽوریتمͬ

مͬ�کنیم. مرتب وزنشان به ارزش نسبت اساس بر را اشیاء تمام ابتدا •

انتخاب نشده تͺمیل کوله�پشتͬ ظرفیت که جایͬ تا نسبت بزرگترین از را اشیاء قبل مرحله�ی از آمده بدست نسبت�های ترتیب به •
مͬ�کنیم.

دارد. بهینه جواب با فاحشͬ اختلاف مͬ�کند پیدا که جوابͬ بلͺه نمͬ�کند کار درست همیشه تنها نه الͽوریتم این که مͬ�دهیم نشان مثالͬ با

v۱ = ارزش و w۱ = ۱, w۲ = ۱۰۰۰ وزن�های با شͬء دو اگر بͽیرید. نظر در W = ۱۰۰۰ ظرفیت با کوله�پشتͬ ͷی ١ مثال
انتخاب با بهینه جواب که حالͬ در مͬ�کند انتخاب v۱ = ارزش۲ و w۱ = ۱ وزن با شͬء الͽوریتم این باشد، موجود ۲, v۲ = ۱۰۰۰

است. حریصانه جواب برابر ۵٠٠ آن ارزش که مͬ�شود حاصل دیͽر شͬ

حریصانه�ی الͽوریتم منظور این به نداشته�باشد. بهینه جواب با زیادی فاصله�ی آن جواب که دهیم تغییر طوری را بالا الͽوریتم مͬ�خواهیم حال
مͬ�کنیم. مطرح را زیر
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دوم حریصانه الͽوریتم ٢.٣

اساس بر را اشیاء همچنین است. آمده G۱بدست ارزشکل فرضمͬ�کنیم و مͬ�کنیم اجرا را بالا حریصانه�ی الͽوریتم ابتدا الͽوریتم این در
است: زیر به�صورت ما نظر مورد الͽوریتم جواب آنͽاه باشد. v′ viهابرابر ماکسیمم مͬ�کنیم فرض و مͬ�کنیم مرتب نیز آن�ها ارزش

G = max{G۱, v
′}

است. بهینه جواب نصف حداقل الͽوریتم این از حاصل جواب ١ قضیه

و کرده انتخاب اول حریصانه�ی الͽوریتم که باشد شیئͬ آخرین اندیس k اگر .v۱/w۱ ≥ v۲/w۲ ≥ . . . ≥ vn/wn فرضکنید برهان.
Gجواب و کند انتخاب را آن نتوانسته کوله�پشتͬ ظرفیت محدودیت خاطر به الͽوریتم k شͬ انتخاب از بعد که باشد شیئͬ اندیس k+۱

است: برقرار زیر روابط آنͽاه باشد. دوم حریصانه�ی الͽوریتم از حاصل

G ≥ v۱ + v۲ + ...+ vk (١)

G ≥ max{vi} (٢)

مͬ�کنیم. اثبات و مطرح را زیر لم ابتدا

آنͽاه: باشد. کوله�پشتͬ مساله�ی بهینه�ی جواب OPT مͬ�کنیم فرض ٢ لم

OPT ≤ v۱ + v۲ + ...+ vk + vk+۱

مͬ�کنیم: بیان را کسری کوله�پشتͬ مساله�ی بالا نامساوی اثبات برای برهان.

از بوده او انتظار حد از بیشتر بدزدد مͬ�تواند که اشیایͬ که مͬ�شود متوجه سارقͬ سرقت، ͷی طͬ در کسری. کوله�پشتͬ مساله�ی •
را W وزن مͬ�تواند حداکثر کوله�پشتͬ�اش بدزدد. را اشیایͬ چه بͽیرد تصمیم باید است، محدود کوله�پشتͬ�اش ظرفیت که آنجایͬ
طوری به دارند وجود v۱, ..., vn مثبت صحیح ارزش�های و ،w۱, ..., wn مثبت صحیح وزن�های با شͬ n فرضکنید کند. تحمل
این از ترکیبͬ چه سارق بردارد مͬ�خواهد که هرچقدر و کرده ذوب را اشیا مͬ�تواند سارق همچنین ،

∑
wi ≥ W و wi ≤ W که

آورد؟ بدست را ارزش بیشترین که بردارد را اشیا

وزن بر ارزش نسبت اساس برا را اشیا ابتدا اول حریصانه�ی الͽوریتم همانند است. بهینه زیر الͽوریتم مͬ�کنیم ادعا بهینه. الͽوریتم •
بزرگ نسبت از را اشیا مͬ�توانیم که جایͬ تا کوله�پشتͬ ظرفیت به توجه با وزن به ارزش نسبت بزرگͬ ترتیب به سپس مͬ�کنیم. مرتب
ذوب را ام k + ۱ شͬ آنͽاه برداریم. نتوانیم را ام k + ۱ شͬ اما برداریم بتوانیم را k تا ۱ اشیا که جایͬ تا برمͬ�داریم ͷکوچ به

شود. پر کوله�پشتͬ ظرفیت تا برمͬ�داریم را آن از مقداری و مͬ�کنیم

در مͬ�کند. صدق
∑k+۱

i=۱ wi ≥ W و
∑k

i=۱ wi < W روابط در که باشد اندیسͬ k کنید فرض دقیق�تر طور به .ͬͽبهین اثبات •
شͬء از و مͬ�کند) انتخاب کامل طور به را آنها (یعنͬ دارد برمͬ اول شͬء k از miرا = wi حجم ما حریصانه الͽوریتم اینصورت
F =

∑
i mi

vi
wi

با است برابر فوق ارزشحریصانه اینصورت در برمͬ�دارد. mk+۱را = W−
∑k

i=۱ wi > ۰ حجم k+۱ام،
.(i ≥ k + ۲ miبرای = ۰ مͬ�کنیم (فرض

بیشتر ارزش دارای و برمͬ�دارد را iام شͬء از m′
i حجم که دارد وجود دیͽری جواب آنͽاه نباشد بهینه حریصانه، ارزش اگر

ما حریصانه الͽوریتم جواب با متفاوت بهینه جواب که باشد جایͬ اولین ℓ فرضکنید .(F ′ ≥ F (یعنͬ است F ′ =
∑

i m
′
i
vi
wi

توجه ′mبا
ℓ > mℓ حالت که کرد استدلال ′m(مͬ�توان

ℓ < mℓ ′mاما
i = mi داریم i < ℓ مقادیر برای یعنͬ است. کرده عمل

.ℓ ≤ k + پس۱
∑

i m
′
i ≤ W و

∑k+۱
i=۱ mi = W چون که کنید دقت همچنین ندارد). امͺان ما الͽوریتم بودن حریصانه به

که j > ℓͷی دارد وجود که گرفت نتیجه ′mمͬ�توان
ℓ −mℓ < ۰ و F ′ − F =

∑
i(m

′
i −mi)

vi

wi
> ۰ اینͺه به توجه با

.m′
j −mj > ۰ داریم آن برای
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jام شͬء از را δ اضافͬ حجم و مͬ�داریم بر آن از ′mرا
ℓ+δ بیشتر حجم ℓام، شͬء ′mاز

ℓ حجم برداشتن جای به بهینه جواب در حال
m′

j > mj ≥ ۰ چون که کنید توجه .δ = min(m′
j , wℓ −m′

ℓ) که مͬ�داریم) بر jام شͬء ′mاز
j − δ حجم (یعنͬ مͬ�کنیم کم

.δ > پس۰ ،m′
ℓ < mℓ ≤ wℓ و

است: متناقض F ′ بودن بهینه با که افزایش زیر نامنفͬ مقدار اندازه به را بهینه جواب ارزش تغییر این )اما
(m′

ℓ + δ)
vℓ
wℓ

+ (m′
j − δ)

vj
wj

)
−
(
m′

ℓ

vℓ
wℓ

+m′
j

vj
wj

)
= δ(

vℓ
wℓ

− vj
wj

)

(غیر کوله�پشتͬ مساله�ی بهینه�ی جواب لذا هست. نیز کسری کوله�پشتͬ مساله جواب ͷخودی کسری) (غیر کوله�پشتͬ مساله�ی جواب هر
بهینه�ی جواب به نسبت بیشتری ارزش برداریم را ام k+۱ تا ١ شͬ اگر بنابراین است. کمتر کسری کوله�پشتͬ مساله بهینه جواب از کسری)

مͬ�آید. بدست غیرکسری) و (کسری کوله�پشتͬ مساله�ی

مͬ�شود: نتیجه دوم نامساوی از کنیم. کامل را قضیه اثبات مͬ�توانیم حال

G ≥ vk+۱ (٣)

مͬ�شود: حاصل زیر نتیجه�ی سوم و اول رابطه�ی کردن جمع با

۲G ≥ v۱ + v۲ + ...+ vk+۱

مͬ�شود: نتیجه ١ لم و فوق رابطه�ی از
G ≥ ۱/۲OPT

بͽیرید: نظر در را زیر مثال است. مناسب چقدر کران این که بدانیم مͬ�خواهیم حال

ارزش و w۱ = ۵۰۱, w۲ = w۳ = ۵۰۰ وزن�های با شͬء سه اگر بͽیرید. نظر در W = ۱۰۰۰ ظرفیت با کوله�پشتͬ ͷی ٢ مثال
و است ۱۰۰۰ بهینه جواب که حالͬ در است ۵۰۲ دوم حریصانه الͽوریتم جواب باشد، موجود v۱ = ۵۰۲, v۲ = v۳ = ۵۰۰

است. مناسبͬ کران فوق کران پس است الͽوریتم جواب برابر دو تقریبا

کرد. مطرح را زیر قضیه مͬ�توان دقیق�تر طور به

بهینه جواب به دوم حریصانه�ی الͽوریتم جواب نسبت آن برای که دارد وجود کوله�پشتͬ مساله�ی از نمونه�ای ، ϵ ≥ ۰ هر ازای به ٣ قضیه
است. ۱/۲+ ϵ حداکثر

w۱ = N +۱, w۲ = w۳ = N وزن�های با شͬ سه اگر گیریم. مͬ نظر در ۱
ϵ از بزرگتر صحیح عدد کوچͺترین برابر Nرا عدد برهان.

OPT = ۲N بهینه جواب و است G = N + ۲ حریصانه الͽوریتم جواب باشند، موجود v۱ = N + ۲, v۲ = v۳ = N ارزش و
داریم و است

G/OPT ≤ ۱/۲+ ϵ
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