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  رويكرد حساب جامع تغييرات – (شده گيری های متوسط سيستم) ديناميكي يبهگزين

 مقدمه -1

يج‌و‌كااربرد‌ن ‌در‌كنتارل‌بهيناه‌بياا ‌‌‌‌‌پردازيم‌و‌سپس‌نتا‌در‌اين‌بخش‌به‌اصول‌و‌مقدمات‌حساب‌جامع‌تغييرات‌مي

بايد‌دقت‌شود‌كه‌قضايا‌و‌اصول‌مورد‌اشاره‌در‌بخش‌قبلي‌برای‌منظور‌و‌نظر‌ما‌در‌كنتارل‌بهيناه‌شاايد‌ ز ‌‌‌‌.‌كنيم‌مي

‌ssuو‌ssxاناد‌ملال‌‌‌‌باوده‌‌متغير‌مستقل‌تماماً‌يگيری‌برای‌بهگزين‌بوده‌باشد‌ولي‌كافي‌نيست‌چو ‌متغيرهای‌تصميم

.‌روبارو‌هساتيم‌‌‌tu)(و‌tx)(و‌كنترل‌بهينه‌ننها‌خود‌تابعي‌از‌زما ‌هستند‌يعني‌با‌يديناميك‌يزينكه‌در‌بهگ‌در‌حالي

.‌ك‌شااخ ‌عملكارد‌را‌مينايمم‌كناد‌‌‌‌هستيم‌تا‌يا‌‌tu)(تر‌در‌كنترل‌بهينه‌بدنبال‌يك‌سياست‌اعمال‌به‌عبارت‌روشن

لااا‌هام‌در‌فار ‌‌‌‌‌؛باشاد‌‌نياز‌ماي‌‌(‌فضای‌حالت)ما‌مقيد‌به‌قيود‌فيزيكي‌يا‌هما ‌مدل‌ديناميكي‌فرايند‌‌يبهگزين‌مسأله

باا‌مساا ل‌‌‌(‌كه‌به‌شكل‌معادله‌ديفرانسيل‌هساتند‌ناه‌جباری‌‌‌)و‌هم‌در‌فر ‌قيود‌(‌كه‌خود‌تابع‌زما ‌هستند)متغيرها‌

(‌هاا‌‌ها‌يا‌تابع‌تابع‌نناليز‌فانكشنال)مع‌تغييرات‌قبل‌از‌پرداختن‌به‌اصول‌حساب‌جا.‌بهگزيني‌جبری‌تفاوت‌اصولي‌دارند‌

ديناميكي‌چگونه‌علم‌بشاری‌را‌‌‌يخاص‌بهگزين‌مسألهكشيم‌تا‌ببينيم‌كه‌اويلر‌با‌حل‌يك‌يك‌بحث‌تاريخي‌را‌پيش‌مي

 ز ‌به‌ذكرست‌كه‌خدمتي‌كاه‌اويلار‌باه‌جامعاه‌علماي‌كارد‌‌‌‌‌‌‌.‌شكوفا‌نمود(‌كنترل) اقل‌در‌زمينه‌رياضي‌و‌مهندسي‌

نياز‌‌(‌ت‌عا يبه‌نسب)نسبيت‌خاص‌‌مسألهانيشتن‌از‌نتايج‌او‌برای‌تعميم‌‌الاكر‌نيست‌بلكه‌مللاً‌محدود‌به‌دو‌زمينه‌فوق

‌.‌استفاده‌كرده‌است

 ( مينيمم زمان)برنولي  مسأله -2

را‌باه‌‌(‌نه‌رياضي‌خوانا )زير‌را‌عنوا ‌يا‌طرح‌نمود‌و‌رياضي‌دانا ‌‌مسألهميلادی‌‌0262يكي‌از‌برادرا ‌برنولي‌در‌سال‌

 :طلبيد‌چالش

‌
‌0-‌شكل‌

ر‌قرار‌دارد‌مختصات‌دو‌نقطه‌به‌ترتيب‌با يي‌يفرض‌كنيد‌بين‌دو‌نقطه‌يك‌منحني‌به‌شكل‌ز 0,و‌ ,b پاييني‌‌

كاك‌حركات‌‌اذبه‌روی‌منحني‌به‌صاورت‌بادو ‌اصاط‌‌‌از‌نقطه‌با يي‌تحت‌شتاب‌ج‌mحال‌اگر‌يك‌ذره‌به‌جر ‌.‌است
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تاابع‌‌كند‌ساختار‌يا‌فر ‌منحني‌مزبور‌بايد‌چه‌باشد‌تا‌اين‌مسير‌را‌در‌كمترين‌زما ‌طي‌كند؟‌نيا‌قسامتي‌از‌‌(‌سقوط)

‌!‌؟‌.‌.‌.‌يا‌‌6سينوسي‌است‌يا‌قسمتي‌از‌يك‌چند‌جمله‌ای‌درجه‌

‌.‌يعني‌كمترين‌زما ‌‌Brachistochroneمعروف‌است‌به‌به‌زبا ‌يوناني‌مسألهاين‌‌:نكته

است‌يعني‌جواب‌‌xگرديم‌كه‌خود‌تابع‌متغير‌ديگری‌ملل‌‌مي‌yبه‌روح‌سؤال‌توجه‌كنيد‌دنبال‌يك‌متغير‌ملل‌‌:نكته

‌.‌ها‌وارد‌خواهيم‌شد‌بعبارتي‌به‌نناليز‌فانكشنال!‌ما‌خود‌يك‌تابع‌است‌يبهگزين
 

 مسألهفرمولاسيون  -2-1

‌:‌زما ‌با‌سرعت‌و‌مسافت‌را‌بنويسيدرابطه‌مدت‌‌dtيك‌زما ‌ديفرانسيلي‌در‌نظر‌بگيريد‌ملل‌

(‌-0)‌   

 

   

2 2

2

,

,

2 -o

dx dyds
dt

v v x y

v x y v g y


 

 

‌
(‌-6)‌

‌

‌‌(:و‌كمي‌بازنرايي)نيد‌‌جمع‌كنيم‌ننگاه‌تابع‌هدف‌ما‌به‌شكل‌انتگرال‌زير‌در‌ميها‌را‌‌dtاگر

(‌-0)‌
 

  
2

2

0

1
.

0 2

b yds
T dt dx T y x

v v a y


   

 
  ‌

خود‌تاابع‌‌‌yاست‌چو ‌‌yاز‌(‌فانكشن)گوييم‌يك‌تابع‌‌است‌يعني‌نمي‌yيك‌فانكشنال‌از‌(‌تابع‌هدف)‌Tدقت‌كنيد‌كه‌

xرا‌به‌زبا ‌رياضي‌بازگويي‌كنيم‌مسألهاگر‌.‌است‌‌:‌

‌.0مينيمم‌شود‌Tبطوريكه‌تابع‌هدف‌‌xبا‌‌yيعني‌تابعيت‌‌y(x)مطلوبست‌قيافه‌
دقات‌ياا‌‌‌(‌نناليز‌نيوتن‌يا‌ يب‌نيتز)ای‌باشد‌كه‌حساب‌جامعِ‌ن ‌موقع‌‌مسألهترين‌و‌يا‌اولين‌‌ماكور‌قديمي‌شايد‌مسأله

باشاد‌كاه‌‌‌‌به‌دنبال‌نقاطي‌ماي‌‌معمو ً‌كلاسيك‌يبهگزين‌مسألهست‌كه‌علت‌اين‌ا.‌توانايي‌كافي‌برای‌حل‌ن ‌را‌نداشت

‌.(بهگزيني‌استاتيكي‌يا‌كلاسيك‌)اين‌را‌در‌بخش‌قبل‌ديديم‌‌كند‌كه(‌يا‌ماكزيمم)هدف‌را‌مينيمم‌(‌فانكشن)يك‌تابع‌

لااا‌هماا ‌‌‌.‌ماكزيمم‌كناد‌گرديم‌تا‌يك‌فانكشنال‌هدف‌را‌مينيمم‌يا‌‌برنولي‌بجای‌نقاط،‌دنبال‌توابعي‌مي‌مسألهولي‌در‌

اده‌شاود‌تاا‌از‌پاس‌حال‌ايان‌تيا ‌‌‌‌‌‌‌تر‌موازی‌با‌نناليز‌كلاسيك‌توسعه‌د‌موقع‌نيز‌معلو ‌بود‌كه‌بايد‌يك‌نناليز‌پيشرفته

نظير‌مينيمم‌فاصله،‌مينيمم‌ساط،،‌‌)‌فوق‌الاكر‌وجود‌دارد‌مسألهل‌رياضي‌و‌فيزيكي‌مشابهي‌شبيه‌مساي.‌مسايل‌برنيد

برای‌حل‌‌بايست‌از‌يك‌پشتوانه‌رياضي‌قويتر‌از‌نناليز‌كلاسيك‌كه‌مي(.‌.‌.اپتيك‌فرما‌و‌‌سألهممينيمم‌زما ‌گار‌نور‌يا‌

تر‌توسط‌پيشگاماني‌ملل‌رويلر‌و‌ گرانژ‌بنا‌نهاده‌شد‌و‌معرفي‌به‌حساب‌جاامع‌‌‌اين‌نناليز‌پيشرفته.‌ننها‌برخوردار‌باشند

‌.‌شد‌6تغييرات

                                                           
 

 
 . است Cycloid -سيكلوئيد جواب مسأله - 1

 
2
- Calculus of Variations  
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 حل مسأله برنولي توسط رويلر  -2-2

كلي‌زير‌را‌حال‌‌‌مسألهايشا ‌ابتدا‌‌.!مينيمم‌زما ‌رويلر‌ننرا‌حل‌كرد‌ولي‌چه‌حل‌كردني؟‌مسألهسال‌بعد‌از‌ارا ه‌‌نجاهپ

‌.‌برنولي‌را‌حساب‌كرد‌مسألهكرد‌و‌از‌نتايج‌ن ‌

فرض‌كنيد‌تما ‌توابع‌در‌كلاس‌ 2 ,C a b‌(يعني‌در‌فاصله‌aتا‌‌bتا‌مشتق‌مرتبه‌دو ‌پيوشته‌باشاند‌‌‌)كاه‌در‌شارايط‌‌‌

)بياابيم‌كاه‌فانكشانال‌‌‌‌yشرط‌ ز ‌برای‌اينكه‌تابعي‌ملل.‌نمايش‌دهيم‌yصدق‌مي‌كنند‌را‌با‌‌مسألهمرزی‌ )J yرا‌‌

‌؟‌مينيمم‌كند‌چيست

اويلر‌ابتدا‌فاصاله‌‌‌.!همين‌ا‌دانش‌روز‌اويلر‌فقط‌نناليز‌كلاسيك‌بود‌يعني‌كار‌با‌توابع‌چند‌متغيره،دقت‌كنيد‌تما ‌ابزار‌ي

aتا‌‌bرا‌به‌‌n+1نقطه‌يا‌فاصله‌تقسيم‌كرد‌‌:‌

(‌-4)‌
1 1.... na x x x b ‌

‌:‌زير‌تقريب‌زد‌0را‌به‌شكل‌تفاضل‌محدود‌yسپس‌مشتق‌

(‌-5)‌ 
   1

1

i i

i

i i i

y x y xdy
y x

x xdx x x






  

 
‌

‌:‌را‌به‌شكل‌مستطيلي‌زير‌تقريب‌زد‌همچنين‌انتگرال

(‌-2)‌    1

0

n

i i i

i

b
g x dx g x x x

a




 ‌

‌:‌گيريم‌فواصل‌را‌مساوی‌در‌نظر‌مي(‌مسألهبدو ‌لطمه‌به‌كليت‌)برای‌سهولت‌

(‌-7)‌
1

-
-

1
i i

b a
h x x

n
 


‌

‌:‌توا ‌به‌صورت‌زير‌تقريب‌زد‌را‌مي‌J(y)بدين‌ترتيب‌فانكشنال‌

(‌-8)‌       1

0

  , , , ,
n

i i

i i

i

b y y
J J y f x y x y x dx f x y h

a h





 
    

 
‌

‌:‌ت‌يعنيمتغيره‌اس‌nيك‌تابع‌(‌عبارت‌سمت‌راست)عبارت‌با ‌

(‌-6)‌   1 2, ,..., nJ y I y y y‌

1nyو‌هماا ‌‌yچاو ‌‌n+2گاوييم‌‌‌نماي‌)داريام‌‌‌يتا‌مجهول‌يا‌متغير‌تصميم‌گيری‌برای‌بهگزينا‌‌nبنابراين‌فقط‌ ‌

‌(.‌است‌بعبارتي‌شرايط‌مرزی‌از‌قبل‌معلو ‌است‌هما 

شارط‌ ز ‌‌.‌متغيره‌با ‌را‌حل‌كنيم،‌البته‌بطاور‌كلاسايك‌‌‌‌nيبهگزين‌مسألهست‌ا‌‌كافي‌؛افتد‌در‌اينجا‌اتفاق‌بزرگي‌مي

‌.‌را‌مساوی‌صفر‌قرار‌دهيم(‌Iيعني‌)ست‌كه‌مشتقات‌جز ي‌تابع‌هدف‌ا‌ن ‌اين

(‌-03)‌
*

0 , 1,2,...,
yk
k

I
k n

y


 


‌

                                                           
 

 
1
 - Finite Difference 
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برای‌محاسبه
k

I

y




دارای‌Iفيكس‌دقت‌كنيد‌كه‌فقط‌دو‌جمله‌از‌‌kبرای‌هر‌‌

kyهستند‌:‌

(‌-00)‌  1 1

1 2 1 1, ,..., ... , , , , ...k k k k

n k k k k

y y y y
I y y y f x y h f x y h

h h

 

 

    
      

   
‌

‌و

(‌-06)‌1

1 1 1

1

2

, ,

, ,

k k

k k

k k

k k

y y
f f x y

h

y y
f f x y

h



 



 
 
 

 
 
 

‌
(‌-00)‌

عبارت‌)شرط‌ ز ‌(‌ای‌و‌استفاده‌از‌قاعده‌زنجيره)لاا‌بر‌اثر‌مشتق‌گرفتن‌
k

I

y




‌:بصورت‌زير‌در‌مي‌نيد(‌

‌
1

1 1 1 1 1

11 1

1

2 2 2

1

         0

k k

k k

k kk k k k k k

k k

k k

k kk k k k k

y y

x f y f fI h

y yy y x y y y

h

y y

x f y f fh

y yy x y y y

h



 

 





 
        

  
       

  
 

 
       

   
      

  
 

‌

(‌-04)‌

‌:وبا‌استفاده‌از‌تعاريف‌زير

(‌-05)‌
* 1 1

1

** 2

*** 2 2

1

( )

( )( )

k k
k

k

k k
k

f f
f

y y y
h

f
f

y

f f
f

y y y
h





 


 





 


 

‌ (‌-02)‌

(‌-07)‌

‌:ن ‌و‌تغيير‌نرايش‌جايگزيني‌با‌و

(‌-08)‌** *** *1
( ) 0

k

I
f f f

y h


   


‌

(‌جباری‌)فهميد‌كه‌معاد ت‌با ‌انگاار‌تقرياب‌تفاضالي‌‌‌‌(‌را‌به‌سمت‌صفر‌ميل‌داد‌hيعني‌)اويلر‌وقتي‌خوب‌دقت‌كرد‌

‌‌:معادله‌ديفرنسيال‌زير‌هستند

‌ گرانژ‌-معادله‌اويلر‌يا‌اويلر‌‌(06-‌)   , , , , 0y y

d
f x y y f x y y

dx


  ‌

‌انتگرال‌تابع‌هدف،‌fبه‌طوری‌كه‌‌‌
yfيعني‌f

y




و‌

yf يعني‌‌f

y




‌.‌

‌كند‌ساپس‌بقياه‌‌‌خاص‌را‌حل‌مي‌مسألهتاريخ‌علم‌بشری‌مشحو ‌از‌اين‌نوع‌رويدادهاست‌يعني‌يك‌نفر‌يك‌: 1فايده 

هاا‌پارورده‌‌‌‌درست‌شبيه‌خاصيت‌گند ‌كه‌از‌هر‌بار‌خوشه‌.را‌حل‌كنند‌مشابه‌دهند‌تا‌بتوانند‌مسا ل‌ن ‌را‌پر‌و‌بال‌مي

 .‌شود‌مي
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در‌اين‌مورد‌صدق‌‌كاملاMathematical Solvability‌ًدر‌برابر‌‌Universal Applicabilityاصطلاح‌ :2 فايده 

‌.‌باشد‌0شايد‌نمونه‌مجسم‌فلسفه‌تعميم‌.كند‌مي

ل‌مشابه‌ن ‌نيز‌مطرح‌شد‌كه‌در‌يمسا(‌برنولي‌تا‌حل‌زيبای‌اويلر‌مسألهزما ‌ارا ه‌)در‌فاصله‌اين‌پنجاه‌سال‌ :3 فايده 

‌:‌پردازيم‌مي(‌كنترل‌بهينه)ذيل‌اين‌بحث‌به‌مواردی‌كه‌به‌كار‌ما‌مي‌نيد‌

‌:‌(‌Batchكاهش‌زما ‌سيكل‌فرايند‌‌مللاً)مينيمم‌زما ‌‌مسأله.‌‌0

(‌-63)‌ f

f

t
J dt t t

t
  ‌

‌.‌كنيم‌كشد‌كه‌سيستم‌را‌از‌حالت‌اوليه‌به‌حالت‌نهايي‌برسانيم‌مينيمم‌مي‌در‌اينجا‌زماني‌كه‌طول‌مي

‌:(ملل‌حركت‌بازوی‌روبات‌برای‌جابجا‌كرد ‌يك‌بار)كنترل‌نهايي‌‌مسأله.‌‌6

(‌-60)‌         
T

f f f fsp sp
J x t x t H x t x t  ‌

به‌طوری‌كه fsp
x tباشد‌‌سازی‌خطای‌نهايي‌مي‌له‌معروف‌حداقلاين‌هما ‌مسأ.‌باشد‌مي(‌مقرر)‌حالت‌نهايي‌مطلوب‌

نياز‌‌‌Jننگااه‌‌(‌يعناي‌ملبات‌معاين‌‌‌)ملبت‌باشد‌‌Hاگر‌.‌نيز‌ماتريس‌ضرايب‌يا‌اوزا ‌است‌Hماتريس‌(.‌مينيمم‌نفست)

‌:‌كند‌به‌شكل‌زير‌تقليل‌پيدا‌مي‌مسألهدر‌حالت‌يك‌بعدی‌‌.كنند‌را‌قطری‌انتخاب‌مي‌‌Hمعمو ً.‌ملبت‌است

(‌-66)‌    
2

f sp fJ h x t x t ‌

‌:(حداقل‌حركت‌ساقه‌شير‌كنترل)حداقل‌تلاش‌كنترلي‌‌مسأله.‌‌0

(‌-66)‌ Tft
J u Ru dt

t
 ‌

Rشود‌قطری‌انتخاب‌مي‌باشد‌و‌معمو ً‌ماتريس‌اوزا ‌مي‌‌.‌

‌(‌6ملل‌تغقيب‌يك‌هدف‌متحرك‌توسط‌موشك)تعقيب‌‌مسأله.‌‌4

(‌-60)‌         
Tf

sp sp

t
J x t x t Q x t x t dt

t
   
  ‌

شاخ ‌عملكرد‌باا ‌معقاول‌‌‌(‌شود‌بگوييم‌شير‌كنترل‌هيچ‌وقت‌اشباع‌نمي‌مللاً)اگر‌اندازه‌عمل‌كنترلي‌محدود‌نباشد‌

‌:‌دهيم‌را‌به‌شكل‌زير‌بهبود‌مي‌Jاست‌ولي‌در‌عمل‌اينطور‌نيست‌و‌محدوديت‌روی‌اعمال‌كنترل‌داريم‌لاا‌

(‌-64)‌             
T Tf f

sp sp

t t
J x t x t Q x t x t dt u t Ru t dt

t t
      ‌

)معلو ‌نيست‌كه‌نيا‌(‌مدل‌فضای‌حالت)ل‌بخاطر‌طبيعت‌فرايند‌در‌برخي‌مساي )x t )به‌‌نهايتاً‌ ( )
sp

x tرسد‌يا‌خير‌‌مي‌

)تار ‌ديگار‌بارای‌هار‌چاه‌نزديكتار‌شاد ‌‌‌‌‌‌‌‌يك)دهند‌‌را‌به‌شكل‌زير‌بهبود‌مي‌Jلاا‌شاخ ‌ )fx tباه‌‌‌( )fsp
x tاضاافه‌‌

‌‌.(كنند‌مي

                                                           
 

 
1
 - Generalization  

 Site of Line تكنيك  - 2
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(‌-65)‌                       
T T Tf f

f f f fsp sp sp sp

t t
J x t x t H x t x t x t x t Q x t x t dt u t R u t dt

t t
       ‌

.بهگزيني‌‌مسألهجواب‌:‌محض يادآوری
( )

opt
u tاست‌نه

ss
uيعني‌دنبال‌ياك‌تابعيات‌زمااني‌‌‌‌‌uياا‌سياسات‌اعماال‌‌‌‌‌u‌

‌.‌مينيمم‌شود‌Jهستيم‌تا‌

‌(:‌ترين‌كنترل‌مدر ‌يك‌فرايند‌ترين‌و‌رايج‌مهم)رگو تور‌‌مسأله.‌‌5

)يعني‌.‌رگو سيو ‌است‌يعني‌مقدار‌مقرر،‌مقدار‌ثابتي‌باشد‌مسألهتعقيب‌‌مسألهيك‌حالت‌از‌ )
sp

x t Cباشد‌يعناي‌‌‌

‌:‌يستم‌در‌يك‌نقطه‌خاص‌عملكرد‌باشدبر‌اساس‌حفظ‌س‌uسياست‌اعمال‌

(‌-62)‌               
T T Tf f

f f

t t
J x t c H x t c x t c Q x t c dt u t Ru t dt

t t
          ‌

اين‌هما ‌پروبال‌داد ‌به‌تكنياك‌اويلار‌‌‌.‌پردازيم‌در‌ادامه‌به‌مقدمات‌رياضي‌و‌تعاريف‌تئوری‌حساب‌جامع‌تغييرات‌مي

خواهيم‌بطور‌نكادميك‌و‌اساتاندارد‌‌‌باشد‌و‌به‌تعبير‌ديگر‌مي‌مي(‌كلاسيكساب‌جامع‌با‌استفاده‌از‌تفاضل‌محدود‌و‌ح)

‌.‌اثبات‌كنيم(‌حساب‌جامع‌تغييرات)ر‌متن‌و‌بطن‌نظريه‌جديد‌نناليز‌را‌د(‌ گرانژ‌-يا‌اويلر)ويلر‌شرط‌ا

 مقدمات رياضي حساب جامع تغييراتتعاريف و  -3

 تعريف يك فانكشنال  -3-1

را‌باه‌ياك‌عادد‌حقيقاي‌يگاناه‌‌‌‌‌‌(‌xبا‌دامنه‌تعريف‌)‌x(t)يك‌قانو ‌يا‌نگاشت‌است‌كه‌هر‌تابع‌ملل‌‌Jفانكشنال‌نمونه‌

‌.‌سازد‌متناظر‌مي

باا‌دامناه‌تعرياف‌‌‌‌)‌tيك‌قانو ‌يا‌نگاشت‌است‌كه‌هر‌متغير‌ملل‌‌xفانكشن‌نمونه‌:‌ا‌تعريف‌تابع‌كلاسيك‌مقايسه‌كنيدب

T‌)‌2مللاً.‌سازد‌را‌به‌يك‌عدد‌حقيقي‌يگانه‌متناظر‌مي( )x t tقانوني‌است‌كه‌هر‌tرا‌از‌‌Tانتخاب‌كنيم‌به‌عاددی‌در‌‌‌

xبدهاد‌تاا‌متغيار‌تاابع‌را‌‌‌‌‌است‌مي‌گوييم‌چو ‌كارش‌مربع‌كرد ‌متغير‌مستقل‌مربع‌ً‌اسم‌قانو ‌را‌ً.‌كند‌متناظر‌مي‌‌.

فانكشانال‌هاا‌باا‌‌‌‌.‌اسات‌(‌تابع‌تابع)‌فانكشنالبصورت‌‌tاست‌ولي‌تابعيت‌ن ‌با‌(‌تابع)‌فانكشنبصورت‌‌x(t)با‌‌Jتابعيت‌

‌:‌رابطه‌خطي‌با‌هم‌دارند(x(t)يعني‌)متغير‌شا ‌

(‌-67)‌     

          I II I II

J x t J x t

J x t x t J x t J x t

  



  

‌
(‌-68)‌

‌

 يك فانكشنال 0تعريف تغيير -3-2

نيازمناد‌تعرياف‌‌‌‌(خواص‌اكسترممي‌يك‌فانكشان‌)برای‌خواص‌اكسترممي‌يك‌فانكشنال‌درست‌ملل‌نظريه‌كلاسيك‌‌

‌‌:تغير‌هستيم

                                                           
 

 
1
 - Increment 
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(‌-66)‌     ,J J x x J x J x x      ‌

‌

‌.‌است‌xاست‌و‌موسو ‌به‌وارياسيو ‌تابع‌‌زما ‌خود‌تابعxدقت‌كنيد‌

 تعريف اولين وارياسيون يك فانكشنال -3-3

توانيم‌اولاين‌وارياسايو ‌ياك‌‌‌‌‌فانكشن‌مي‌اگر‌هما ‌بحث‌سری‌تيلور‌را‌تعميم‌دهيم‌درست‌ملل‌اولين‌وارياسيو ‌يك

‌:فانكشنال‌را‌تعريف‌كنيم

‌‌:اگر‌فانكشنال‌را‌بسط‌دهيم‌تغيير‌يك‌فانكشنال‌را‌مي‌توا ‌به‌شكل‌زير‌نوشت‌

(‌-03)‌     , , ,J x x J x x g x x x      ‌

های‌بعدی‌يعني‌‌حا ‌اگر‌تر  ,g x xرا‌صفر‌فرض‌كنيم‌يعني:‌‌

(‌-00)‌
 lim , 0

0

g x x

x








‌

‌.باشد‌مي‌X(t)روی‌تابع‌‌Jو ‌فانكشنال‌يپاير‌بوده‌و‌موسو ‌به‌اولين‌وارياس‌مشتق‌xروی‌‌Jننگاه‌

‌‌

 ها تعريف اكسترمم فانكشنال -3-4

يك‌اكسترمم‌نسابي‌در‌‌‌(است‌دارای‌برد‌‌است‌Jكه‌متغير‌فانكشنال‌‌‌xيعني‌تابع)‌با‌دامنه‌‌Jيك‌فانكشنال‌ملل‌

x
است‌اگر‌وجود‌داشته‌باشد‌يك‌ملبت‌برای‌همه‌توابع‌ممكن‌x‌(در)در‌همسايگي‌

x‌(يعني‌x x 


)‌

‌:علامت‌باشند‌بعبارت‌ديگر‌اگر‌ملبت‌باشد‌ها‌هم‌Jكه‌‌به‌طوری

(‌-06)‌   * 0J J x J x   ‌

‌

ننگاه‌ *J xيك‌مينيمم‌نسبي‌در‌x
است‌و‌اگر‌‌Jمنفي‌باشد‌:‌

(‌-00)‌   * 0J J x J x   ‌

ننگاه‌ *J xيك‌ماكزيمم‌نسبي‌درx
است‌.‌

در‌ياك‌‌‌باشد‌نه‌الزاماا‌‌ًتعريف‌اكسترمم‌مطلق‌مشابه‌بحث‌اكسترمم‌فانكشن‌ها‌موقعي‌است‌كه‌بحث‌با ‌برای‌همه‌

‌.‌همسايگي‌محدود

بهار‌حاال‌جهات‌‌‌‌.‌تر،‌نيازمند‌نوشتن‌روابط‌فانكشنالي‌و‌به‌تعبير‌ديگر‌هما ‌روابط‌كلاسايك‌اسات‌‌‌تعريف‌حدی‌دقيق

هاا‌‌‌كنايم‌و‌فقاط‌باه‌كالاس‌خاصاي‌از‌فانكشانال‌‌‌‌‌‌‌اختصار‌و‌همچنين‌كاربردی‌بود ‌مسا ل‌از‌ذكر‌ننها‌خاودداری‌ماي‌‌

هاای‌انتگرالاي‌تاك‌متغياره‌‌‌‌‌‌های‌انتگرالي‌و‌باز‌هم‌محدودتر‌فانكشانال‌‌م‌فانكشنالنيد‌و‌ننه‌پردازيم‌كه‌به‌كار‌ما‌مي‌مي

‌‌.(tيعني‌تابعِ‌تابع‌
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 (لاگرانژ-شرط اويلر)  شرط لازم اكسترمم برای فانكشنال های انتگرالي تك متغيره -3-5

‌:باشدزير‌تعريف‌شده‌‌(تك‌متغيره‌يا‌تك‌انتگرال)فرض‌كنيد‌فانكشنال‌ذيل‌به‌فر ‌انتگرالي‌

(‌-04)‌    , ,
ft

J F x t x t t dt
t

 ‌

و‌tبطوريكه‌
ftمعلو ‌هستند‌و‌‌Fبا‌استفاده‌از‌تعريف‌وارياسيو ‌اول‌.‌معروف‌به‌انتگرا ‌است‌Jمي‌تاوا ‌نشاا ‌داد‌‌‌‌

‌‌:استبه‌شكل‌زير‌Jكه‌اولين‌وارياسيو ‌يعني‌

(‌-05)‌+
ft F F

J x x dt
t x x

  
  

  
  

‌

 (با استفاده از تعريف حد)شرط لازم برای اكسترمم  -3-6

(‌-02)‌0 + 0
ft F F

J x x dt
t x x

  
  

   
  

‌

منجر‌به‌تغيير‌در‌مشتق‌ن ‌نيز‌مي‌شود‌لاا‌‌xچو ‌هر‌تغيير‌در‌‌،مستقل‌نيستندxو‌xدقت‌شود‌وارياسيو ‌های‌

‌:كنيم‌از‌انتگرال‌جزء‌به‌جزء‌استفاده‌ميxبرای‌حاف‌

(‌-07)‌f f ft t tF F d F
xdt x xdt

t t tx x dt x
  

    
   

   
 ‌

‌‌:با‌جاگااری‌عبارت‌فوق‌در‌شرط‌ ز ‌اكسترمم

(‌-08)‌0
f ft tF d F F

xdt x
t tx dt x x

 
     

    
    

‌

‌‌:هميشه‌صفر‌باشد‌بايد‌هر‌دو‌عبارت‌سمت‌راست‌صفر‌باشندبرای‌اينكه‌عبارت‌با ‌

(‌-06)‌0       

0

f

f

F
x at t t and t t

x

t F d F
xdt

t x dt x



   


            



‌

(‌-43)‌

نمايش‌تغيير‌است‌پس‌هم‌نزاد‌به‌تغيير‌كرد ‌است‌و‌هم‌نامقيد،‌پاس‌در‌عباارت‌اول‌باياد‌‌‌xچو 
x

F




در‌حاا ت‌‌‌

عباارت‌دو ‌يعناي‌‌‌(.‌راجع‌به‌شرايط‌مرزی‌صحبت‌ماي‌كنايم‌‌بطور‌مفصل‌‌بعداً)صفر‌باشد‌‌(يعني‌شرايط‌مرزی)حدی‌

‌‌:ن ‌صفر‌باشد‌شه‌صفر‌است‌كه‌انتگرا عبارت‌انتگرال‌نيز‌زماني‌همي

‌0 گرانژ‌-شرط‌اويلر‌(40-‌)
F d F

x dt x

   
  

  
‌

Transversality‌‌0      fشرط‌‌(46-‌)

F
at t t and t t

x


  


‌
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فقط‌ليستي‌از‌انواع‌تعاريف‌فانكشنال‌ها‌هماراه‌‌‌(‌0-‌)جدول‌‌و‌نقش‌انتزاعي‌ن ‌در‌ذهن‌در‌مسألهبرای‌جايگزيني‌اين‌

‌‌:و‌البته‌بدو ‌اثبات‌درج‌شده‌است(معادله‌اويلر)با‌شرط‌ ز ‌ننها‌

/‌ملاحظات‌

‌توضيحات

‌فانكشنال‌ گرانژ‌-شرط‌اويلر

همااااين‌مسااااأله‌‌

‌خودما 
0y y

d
f f

dx
 ‌    , ,

b
f x y x y x dx

a
‌

خااود‌گويااای‌همااه‌‌

‌چيز‌است

2

2
0y y y

d d
f f f

dx dx
   ‌      , , ,

b
f x y x y x y x dx

a
 ‌

يك‌متغيار‌مساتقل‌‌‌

و‌دو‌تاابع‌‌‌(xيعني‌)

‌نامعلو 

0

0

y y

x z

d
f f

dx

d
f f

dz






 


  


‌
        , , , ,

b
f x y x z x y x z x dx

a
 ‌

‌فانكشنال‌دو‌متغيره
0

x yu u u

d d
f f f

dx dx
  ‌      , , , , , , ,x yf x y u x y u x y u x y dxdy



 ‌

خااود‌گويااای‌همااه‌‌

‌ستا‌چيز

‌

... 0
x yu u uf f f

x y

 
   
 

‌    , , , , , , , , ,x y xx xy yyf x y u x y u x y u u u u dxdy


 ‌

‌0-‌جدول‌

هما ‌yfمنظور‌از .0
y

f




yfو‌‌  هما

y

f




‌.باشد‌مي‌

نمايش‌مي‌دهيم‌و‌اگر‌تابعي‌نسبت‌به‌ن ‌مشتق‌(xبجای‌)‌xبرای‌كلي‌بود ‌مسأله‌متغير‌مستقل‌نهايي‌را‌با‌ .6

dyيعنيyعبارتي‌‌نمايش‌مي‌دهيم،‌به‌Dotبجای‌‌Primeپاير‌بود‌با‌علامت‌

dx
)‌

زير‌را‌در‌نظر‌بگيريد‌و‌شرط‌ ز ‌اكسترمم‌را‌بنويسيد‌و‌در‌صورت‌امكا ‌فر ‌فانكشنال‌:‌برای شرط اويلر( 1- ) مثال

‌‌.بسته‌جواب‌بهگزين‌را‌بيابيد

‌ 

   

2 2
1

0

0 0, 1 1

J x x dt

x x


 


  

‌

‌‌‌:بنويسيم‌ اگر‌شرط‌اويلر‌را‌برای‌انتگرا‌:حل

(0)‌ 

2

2

2 2 0

0

d
x x

dt

d x
x

dt

 

  

‌
(6)‌

‌:حل‌نناليتيك

(0)‌( ) sinh( ) cosh( )x t A t B t ‌
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‌:در‌مرز‌ها‌بايد‌صفر‌باشد‌يعنيxديگو‌يم‌‌Transversalityشرط‌‌

(4)‌

 

 
 

 

2 2

0

0 2 0

0 ,

sinh

sinh 1

f

x

x x x
x

x B A

t
x t







    



  

 

‌
‌

‌

(5)‌

‌(.‌مينيمم‌يا‌ماكزيمم‌مي‌شود‌)اكسترمم‌مي‌شود‌‌Jمسير‌فوق‌را‌طي‌كند‌ننگاه‌تابع‌هدف‌‌x(t)اگر‌حالت‌‌:ترجمه

‌

  Transversalityشرط  -3-7

يكاي‌‌:‌باشاد‌‌مي‌(ديفرانسيل‌معمو ً)همانطور‌كه‌ديديم‌شرط‌ ز ‌اكسترمم‌بود ‌يك‌فانكشنال‌شامل‌دو‌دسته‌معادله‌

راجاع‌باه‌‌‌‌مساأله‌حال‌بسته‌به‌اينكاه‌در‌صاورت‌‌‌‌.(يا‌مرزی)‌‌Transversalityمعروف‌به‌شرط‌اويلر‌و‌ديگری‌شرط‌

‌‌:خواهيم‌داشت(با‌شرايط‌اويلرهمراه‌)شرايط‌مرزی‌چه‌صحبتي‌شده‌باشد‌تركيب‌های‌متنوعي‌

‌

‌‌:زما ‌نهايي‌نزاد‌-حالت‌نهايي‌فيكس‌‌-0

فانكشنال،‌زما ‌نهايي‌معلو ‌نباشد‌ولي‌حالت‌ن ‌معلو ‌باشد‌مي‌توا ‌ثابت‌كرد‌كه‌شرايط‌ ز ‌‌يبهگزين‌مسألهاگر‌در‌

‌‌:شامل‌چهار‌عبارت‌زير‌است‌مسألهبرای‌اكسترمم‌بود ‌يا‌ابزار‌رياضي‌ ز ‌برای‌حل‌

‌0(شرط‌اويلر)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌(40-‌)
F d F

x dt x

   
  

  
‌

‌مساأله‌گرنه‌جزء‌شارايط‌ ز ‌نيسات‌بلكاه‌معلاو ‌خاود‌‌‌‌‌‌‌كنيم‌و‌يبرای‌حل‌معادله‌استفاده‌م‌(40-‌)از‌رابطه‌از‌‌:نكته

‌.ستا

‌(شرط‌نهايي)‌(44-‌) 
ff xtx ‌

‌(شرط‌مرزی‌يا‌اوليه)‌(45-‌)    0
F

t x t
x







‌

‌(شرط‌مرزی‌يا‌نهايي)‌(42-‌)      0f f f

F
F t t x t

x


 


‌

‌‌‌‌‌‌

‌‌:زما ‌نهايي‌نزاد‌-حالت‌نهايي‌نزاد‌‌-6

توا ‌اثبات‌‌مي.‌تابع‌هيچ‌قيدی‌نيست‌شده‌است‌بلكه‌حالت‌نهايي‌نيزندر‌برخي‌مسا ل‌ديگر‌نه‌تنها‌زما ‌نهايي‌فيكس‌

‌‌:رياضي‌برای‌اين‌حالت‌به‌شكل‌زير‌استكرد‌كه‌مجموعه‌روابط‌

‌0(شرط‌اويلر)‌(47-‌)
F d F

x dt x

  
  

  
‌

‌(شرط‌مرزی‌يا‌اوليه)‌(48-‌)    0
F

t x t
x







‌
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‌(شرط‌مرزی‌يا‌نهايي)‌(46-‌)        0f f f f ff

F F
t x F t t x t t

x x
 

  
   

  
‌

اگر
ftوf

xمستقل‌باشند‌ننگاه‌شرط‌مرزی‌نهايي‌به‌شكل‌دو‌عبارت‌زير‌در‌مي‌نيد‌:‌‌

(‌-53)‌ 

     

0

0

ff

f f f f

F
t x

dx

F
F t t x t t

x










       

‌

(‌-50)‌

تكه‌پيوسته‌باشد‌نياز‌مطارح‌نماود‌كاه‌منجار‌باه‌نتاايج‌‌‌‌‌‌‌‌‌همين‌مباحث‌را‌مي‌توا ‌برای‌حا تي‌كه‌انتگرال‌تكه‌:نكته

Weierstrassاست‌ود‌و‌از‌حوصله‌اين‌مقال‌خارجش‌مي‌‌‌.‌

 (قيد تساوی)اكسترمم مقيد  -3-8

سازی‌يك‌فانكشنال‌انتگرالي‌است‌كه‌مقيد‌به‌قيود‌تسااوی‌از‌ناوع‌ديفرانسايلي‌‌‌‌‌مينيمم‌(كنترل‌بهينه)ل‌ما‌اكلر‌مساي

ای‌بر‌هماين‌بحاث‌باوده‌‌‌‌‌مقدمه‌لاا‌تمامي‌مباحث‌گاشته‌عملاً.‌(هما ‌فضای‌حالت‌يا‌مدل‌ديناميكي‌فرايند)باشد‌‌مي

بارای‌‌‌(اساتاتيكي‌‌يبهگزينا‌)كنيم‌كه‌درست‌ملل‌بهگزيني‌كلاسيك‌‌اختصار‌فقط‌به‌همين‌نكته‌اكتفا‌ميجهت‌.‌است‌

له‌در‌قالاب‌‌كنايم‌كاه‌مساأ‌‌‌‌كنيم‌تابع‌هدف‌را‌به‌گونه‌ای‌بازنرايي‌يا‌تعرياف‌مجادد‌‌‌‌لحاظ‌كرد ‌قيود‌تساوی‌سعي‌مي

‌‌:در‌پيش‌رو‌داريم‌جدداًبگنجد،‌يعني‌در‌اينجا‌نيز‌هما ‌تعريف‌ گرانژين‌را‌م‌نامقيداكسترمم‌

‌را‌‌(در‌زير)‌Jاگر‌بخواهيم‌فانكشنال‌

(‌-56)‌    , ,
ft

J J x t F t x x dt
t

  ‌

‌

‌:‌(قيود‌مساوی)تا‌معادله‌ديفرانسيل‌mتحت‌قيود‌

(‌-50)‌ , , 0x x t ‌

Tهدف‌ گرانژين‌را‌به‌صورتتابع‌)‌:كنيم‌شرايط‌ ز ‌عبارتند‌از(‌‌ماگزيمم)‌‌مينيمم
L F   تعريف‌كنيد‌).‌‌

‌‌‌

(‌-54)‌
‌( نگرانژ-معاد ت‌اويلر)

‌
0

L d L

x dt x

  
  

  
‌

(‌-55)‌
‌(اوليه‌–شرايط‌مرزی‌)

‌
    0

T

L
t x t

x


 
 

 
‌

‌(نهايي-شرايط‌مرزی)‌(52-‌)        0

T T

f f f f ff

L L
t x L t t x t t

x x
 

     
      
      

‌

(‌-57)‌
‌(برنمده‌از‌قيود‌تساویمعاد ت‌)

‌
 0 , , 0

L
or x x t




  


‌
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‌.ديابير‌را‌بياكسترمم‌فانكشنال‌ز‌:(2- )مثال ‌‌

‌   2 2

1

1
,

0
J x t x t dt ‌

‌:‌ديتحت‌ق

‌2

1 2 0x x ‌
‌:یط‌مرزيبا‌شرا‌و

‌
   

   

1 2

1 2

0 0 ,  0 0

1 0 ,  1 2

x x

x x

 

 
‌

‌

‌:‌حل

‌:‌‌ميكن‌يف‌مين‌را‌تعري نگراژ

(0)‌ 2 2 2

1 1 1 2L x t x x    

ز‌يسا‌م،يداشت(‌ديك‌قي)ال‌يفرنسيك‌معادله‌ديدقت‌شود‌چو ‌

‌،باشد‌يك‌مي.‌

‌: نگرانژ-لريشرط‌او

(6)‌
1 1 1 0

d
x x

dt
 ‌

‌:در‌معادله‌با ‌یجاگاار

(0)‌

     

   

2

1 1

2

21

1 12

1 1

0

0 sin cos

(0) 0 sin , 1,2,...

d
Solution c

dt

d x
c x Solution x t A ct B ct

dt

x x t A n t n

 



    

      

   

‌ (4)‌

(5)‌

مرباوط‌‌‌2xرا‌باه‌‌‌1xكه‌(‌اليفرنسيمعادله‌د)‌ید‌تساويم،‌از‌عبارت‌قيز‌استفاده‌كنين‌‌2xیمرز‌طينكه‌از‌شرايا‌یبرا

‌:ميسيننرا‌بنو‌يفر ‌انتگرال‌يعنيم،‌يكن‌يكند،‌استفاده‌م‌يم

(2)‌     

   

2 2

2 2

2

2

1
- 0 sin 2

0

. . 2

2sin , 1,2,...

x t x A pt dt

B C on x A

x t npt n



  

   



‌ (7)‌

(8)‌

 

‌‌


