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‌0ینيبهگز‌یمقدمات‌تئور‌-کی‌ينامينی‌ديبهگز

‌ادآوریيو‌‌مقدمه‌‌-0

 :ستيه نگريتوان از دو زاو يم يرا به زعم ينيگزهمسائل ب 

 . شود يپرداخته م ينيحل مسائل بهگز يها کيه، فقط به تکنين زاوياز ا :کيروش متدولوژ

م يخ واه  ين  يب ه مس ائل بهگز   يو اص ول  يور اساس  م، به ط  يه وارد شوين زاوياگر از ا :ينيبهگز يا تئوري يليروش تحل

 ير علوم مهندسين کاربرد آن را در ساين کرد و همچنيحل را تدو يچارچوب روش ها يتوان به راحت يپرداخت، لذا م

 .ن کردييتب ينه به روشنيمثل کنترل به

ت مش ت  ت ابع را مد ادل ص  ر     سيره باشد که کافيک متغيک تابع ي يابي ممينيهمان م ينين مساله بهگزيتر د سادهيشا

مقدار محاسبه شده را در مشت  مرتبه دوم ق رار   ،پس از حل. ميرا حل کن يجبر ير خطيک مسأله غالباً غيقرار داده و 

 .مم استينصورت، ماکزيرايمم است و در غينيدر صورت مثبت بودن، نقطه اکسترمم، م. ميده يم

 :املش يني، مواد مطروحه در مسائل بهگزيبه طور کل

  (يمم سازيا ماگزيمم ينيم)  نه بودنيبه يبرا يط لازم و کافيشرا( 1) 

  ود و انواع آنيق( 2) 

ا ي   يچ ه تس او  ) يود فق ط ب ه ش کل جب ر    ي  اگ ر ق . باشد يم يلي رانسيدو شکل  يجبرود به شکل ياحتساب ق و( 3) 

 يم و اگ ر ب ه زب ان مهندس     يوب رو هس ت  ر يکياستات ينيبهگزک مسأله ي، با يظاهر شوند، به اصطلاح مهندس( ينامساو

اگ ر قي ود ب ه ش کل     (. 3بهگزيني در شرايط پايا)  روبرو هستيم 2يزريکنترل سوپرواک مسأله يم، با يکنترل صحبت کن

، ي ا ب ه زب ان کنت رل، ب ا ي ک       بهگزيني ديناميکيرت با يک مسأله وديناميکي يا مدادله دي رنسيال ظاهر شوند، در آنص

 .روبر هستيم کنترل بهينهمسأله 

تابدي ت   tب ا   xگيري يا بهينه است و از آنجاييکه خ ود   ممتغير تصمي xخود )از آنجاييکه با تابع تابع سروکار داريم 

حس اب  ترين عنصر  د يدني اصليومطرح مي ش( عتاب يا همان تابعِ) فانکشنال، بحث (تابع سرو کار داريم دارد، لذا با تابعِ

 . جامع تغييرات

بهينه، به طور مختص ر ب ه مس ائل بهگزين ي      لشدن ذهن و تأمين انگيزه براي کنتر در ادامه براي تقريب ذهني، مأنوس

 .پردازيم استاتيکي مي

 

                                                           
1
- Variational approach   

2
- Supervisory Computer Control     

3
- Steady-State Optimization     

4
- Variational Calculus  
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و‌ز ‌شرايط‌لا)‌حالت‌بدون‌قيد‌-برای‌بهگزينی‌توابع‌جبری(‌تحليلی)‌چارچوب‌رياضی‌-6

‌(كافی

 .Banach) اخن  مثل فض اي با ) باشد -است نورم تدريف شدهکه درآن  -يک زيرمجموعه از فضاي برداري A فرض کنيد

 1ب ه فض اي    nبد دي   nگاشت از فضاي يک ن fفرض کنيم، آنگاه  حقيقيمقادير با fبرد تابع اسکالر را Aاگر

 .يک تابع يکنواي چند متغيره است fبه زبان ساده  ؛خواهد بود

 اگراست، ( ر مستقل يخاص از دامنه بردار متغيک عنصر ) نسبي در( مينيمم) داراي يک ماگزيمم f( تابع) فانکشن

 در همس ايگي  ( يک عنص ر ن وعي ونمون ه   ) xبطوريکه براي  جود داشته باشد يک عدد حقيقي مثل و تنهااگر و

: باشد، يا به زبان هندسي به شداع کمتر از  فاصله  تا  xيدني) x    :داشته باشيم) 

 :ممبراي ماگزي (1)   f x f  

 :براي مينيمم (2)   f x f  

،  مطل ( مينيمم يا ماگزيمم)باشد، آنگاه نقطه مزبور يک اکسترمم مجموعه خود در xاگر اين شرايط براي تمام مقادير

 .است جامعا ي ريفراگ

ني از ب ه ي ک     و رياضي دارد، لذا ک اربردي نيس ت و   هم گ تيم، تدريف اخير فقط اصالت علمي همانطور که قبلاً :نکته 

) سري روابط يا شرايط داريم که به خصوصيات )f x ربط داشته باشد. 

‌شرط‌لاز ‌‌-‌6-0

)، اکسترمم تابع توان اثبات کرد که شرط لازم براي اينکه  مي )f x  باش د، اي ن اس ت ک ه     ( ي ا داخل ي  )بطور نسبي

0df)ص ر باشد  fدي رنسيال کامل ) : 

(3) 
1/ 0

/ 0





  



  

x

n x

f x

f x





‌

 يا

( ) 
( )

0







x

f x

x


 

 

  :دقت کنيد اين شرط تدميم همان شرط لازم براي تابع يک متغيره مي باشد‌

(5) 0
df

dx
 

 

‌شرط‌كافی‌-6-6
ه شرط ک افي ب راي مين يمم ي ا م اگزيمم ب ودن،       باشد، مي توان اثبات کرد ک ريپذ مرتبه دوم مشت  تا 1 اگر تابع يکنوا

 :علامت مشت  دوم است

  

                                                           
1
 - Smooth 
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(6) 


   
  

    x

f
Q

x x


 

 .نقطه ماگزيمم لست و اگر مدين مثبت باشد، مينمم است  يک ماتريس مدين من ي باشد، Qاگر   :0نکته‌

يک ماتريس اين است که دترمينان ماينورهاي اصلي مثبت باشد و شرط من ي مد ين  شرط مثبت مدين بودن  :يادآوري

علام ات   يت ب را ين خاص  ي، هم  مضافاً .باشدهاي اصلي يک در ميان مثبت و من ي ماينور نبودن اين است که دترمينا

 .ستا برقرار Qيب فرم مجذوريس ضرايژه ماترير ويمقاد

 :باشد يد، اين شرط تدميم همان شرط کافي براي تابع يک متغيره ميدقت کن:‌6نکته‌

(7)  مينيمم است: 
2

2
0

d f

dx
 

(8)  ماکزيمم است: 
2

2
0

d f

dx
 

‌‌كافی‌و‌کته‌وجوهر‌اثبات‌شرايط‌لاز ن‌-6-9

ه اي ديگ ري مث ل     گرچ ه روش ) به دست آورد( حساب جامع تغييرات)قرائت فانکشنال توابع شرط لازم را مي توان از 

دهيم، ب ه ش کل    نمايش مي fراکه با  1تابع مقدار تغيير(. هندسه دي رانسيلي و توپولوژي نيز وجود دارند آناليز حدي،

  :زير تدريف مي کنيم

(9)       f f x x f x 

و تغيي ر در متغيي ر    دقت شود که تغيير در متغيير ت ابع را ب ا    .مي باشد xدر  2يک تغيير کوچک xطوري که هب

ريم، م ثلاً  ي  در نظ ر بگ  fرا ب راي  ترين ش رايط  علت اين است که مي خواهيم ملايم. نمايش مي دهيم  بارا مستقل 

حتماً پيوسته باشد، فقط مشت  مرتبه اول وبراي شرط ک افي، مش ت  مرتب ه     fاصرار نداريم که مشتقات مراتب بالاتر 

 .دوم بايد پيوسته باشد

اگر  حال f x x را بسط تيلور دهيم: 

(11)         , 2    


T
nff x x f x x x n

x
   

 :نوشت به شکل زير را fمي توان تغيير در با است اده از اين بسط. مي باشد ، مدرف جملات مراتب بالاتربطوريکه 

(11)     , 2   


T
nff x x n

x
  

fسيون موسوم به اولين واريا fقسمت خطي 
 :است و به شکل زير نمايش مي دهيم 3

(12)  
T

f
f X

X
 




 

 !نمايش داد ، با xرا مثل  fتوان تغيير در دقت کنيد، با فرض يکنوا بودن مشت  مرتبه اول، مي :نکته

ص ر محسوب م ي   زي در برابر اولين وارياسيون، جملات مراتب بالاتراز نظر هم ار0xدر حالت حدي، يدني حال 

0fيدن ي  )تغييري نکند  f، لذا شرط اينکه (بلکه به سمت ص ر ميل مي کند)  0xگردند و چون    باش د) ،

اين است که عبارت 



f

x
 .ين بحث نيستاشرط کافي در حوصله  اثبات .مدادل ص ر باشد، پس شرط لازم اثبات شد 

                                                           
1
 - Function Increment Value  

2 - Variation  
3 - First Variation  
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‌با‌قيود‌مساوی(‌شرط‌لاز )محاسبه‌اكسترمم‌‌-9

 فرض کنيد تابع هدف اسکالر چند متغيره
J مينيمم کنيم ولي متغيرها خواهيم ماگزيمم يا  را مي(يدنيx ) تحت قيود

د ه اي  رابط ه ي ا قي    . اهيم انجام ده يم ومي خ xاز ( يا مکان هايي)مساوي هستند، يدني بهگزيني را روي يک مکان 

مذکور را با يک تابع برداري مثل  f x   نمايش م ي ده يم.  f x    ي ک نگاش ت ازn (  دامن هx )  ب هm (  ب رد

 f x )باشد، يدني انگار  ميm  تا تابع اسکالر ازx ييم قيود مساوي داريم که به آنها مي گو(m تا   0if x). 

ح ل کن يم، باي د ب ه نح وي مس أله       ( دانش فدلي )را با دانسته هاي الان ( محاسبه شرط لازم)اگر بخواهيم اين مسأله 

گران ژ  به تکثيرکن هاي لاخواهيد ديد . مغير مقيد تبديل کني يرا به شکل مسأله بهگزين( با قيد تساوي)مقيد  يبهگزين

 :مرسي مي

کنيم، بدون اينکه به کلي ت مس أله    ، مسأله را براي فقط يک قيد تساوي حل مي)!!(تر کردن ايده  براي سهولت و نوراني

ي نگيريم، يد در نظر مي 2را نيز  xدد ببه همين دليل . دواي وارد ش صدمه
1 2[ ] Tx x x. 

مش ت   ( قي ود ) fو ( ت ابع آبجکتي و  ) Jگيري داشتيم، م ا ه م از    مسأله مشت  مقيد،چون در حالت نا :شروع‌اثبات

 .گيريم تا بدد چه شود مي

J  : 1دي رنسيال کامل (13) 2
1 2

J JdJ .dx .dx
x x

  
 

 

1 (:fقيدي در حالت يک) fدي رنسيال  ( 1) 2
1 2

f fdf .dx .dx
x x

  
 

 

مساوي ص ر است، به خاطر اينکه ش رط لازم اکس ترمم    dJحال مي گوييم ج ت دي رنسيال ها ص ر هستند، چون    

)به شکل قيد تساوي ظاهر شده است  fچون  ص ر است dfاست و   0f X .) 

(15) 2 1

1 2

/
0

/

dx f x
df

dx f x

 
   

 
 

(16) 2 1

1 2

/
0

/

dx J x
dJ

dx J x

 
   

 
 

 

(17) 1 1

2 2

/ /

/ /

j x f x

j x f x

   


   
  

   دو چيز مساوي يک چيز، با هم

 !!!برابرند

 

 يا 

(18) 1 2

1 2

/ /

/ /

J x J x

f x f x

   


   
 

شه يت همين دو تابدينکه ايا يبرا يول. نطور عبارت سمت راستياست و هم 2xو  1xعبارت سمت چپ حتماً تابدي از 

بلکه يک مقدار ثابت باشند، ب ه اي ن   !!! نباشند 2xو  1xتابدي از نکه هردو طرف ست مگر آيباشند ممکن ن يبا هم مساو

نم ايش جم ع   ن ي به خ اطر س هولت و   معلامت ) نمايش مي دهيم  ، و آنرا با  1لاگرانژ کنمقدار مي گوييم تکثير

 .جبري است، خواهيد ديد

 :پس تا اينجا رسيديم

(19) 
1 1

2 2

0

0

J f

x x

J f

x x





 
   


   

 

 
2 1

2 1

/ /

/ /

J x J x

J x f x


   
   

   
 

 (21) 

                                                           
1 - Lagrange Multiplier   
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  :تدريف کنيم نسبت به ( يدني خطي) Affineحال اگر لانگراژين را به صورت 

(21)    L J f 

 :توان به فرم بسته زير نوشت آنگاه شرايط لازم بالا را مي

(22) 0


 


x

L
x



 

تب ديل  ( است اده از تکثيرکن لاگران ژ ) ژين نگراه از تدريف لامسأله مقيد را با است اد پس به منظورمان رسيديم، يدني  

 .کرديم به مسأله بهگزيني نامقيد

)براي جمع بندي و کلي نويسي، شرط لازم براي محاسبه اکسترمم يک فانکشن آبجکتيو مثل  )J x   تحت قي د f x 

 :است به شکل زير

  :( تدريف) (23)     T
L x,   J x F x   

(2 ) (n تا مدادله جبري: ) 0L
x

 


 

(25) (mتا مدادله جبري : ) 0L


 


 

 .تکثيرکن ها برابر است با تدداد قيود مساوي دداتددقت شود 

‌(‌كنترل‌بهينه‌استاتيکی)ری‌وتوابع‌جبری‌برای‌مسأله‌كنترل‌سوپروايز‌یرد‌بهگزينكارب‌-4

 :به شکل زير است  Steady Stateدر حالت ( مدل فرآيند)فضاي حالت غيرخطي 

(17-26)    , 0 , 0
ss ss

x f x u f x u    

 ،1نظر بگيريم، آنگ اه ب ا توص يف ي ک ش اخك عملک رد       به صورت قيود مساوي در( nبا بدد )اگر دستگاه مدادله بالا را 

 :استاتيکي را فرموله کنيم يتوانستيم يک مسأله بهگزين

(17-27)    , , 0
ss ssss ss

M inimize J x u Subject to f x u 

mاز بدد n ،uاز بدد  xبطوريکه )و    )J x  1تابع اسکالر يا نگاشت m n باشد مي. 

 :اگر لاگراژين زير را به عنوان آبجکتيو بهگزيني انتخاب کنيم

(17-28)      , , , ,
T

ss ss ss ss ss ss
L x u J x u f x u   

 :شرايط لازم براي محاسبه اکسترمم عبارتست از

(17-29) (n مدادله تا)  0
  

  
  

T

ss ss ss

L J
f

x x x
 

(17-31) (m مدادله تا)  0
  

  
  

T

ss ss ss

L J
f

u u u
 

(17-31) (n مدادله  تا)  0 , 0
ss ss

L
or f x u




 


 

 

-17ش کل  ) زي ر  CSTRمي خواهيم مقدار بهينه نرخ شدت جريان سيال مبرد را در راکتور : (يندیآفر)‌0-‌01مثال 

واک نش ب ه ص ورت    . بهينه آنرا بيابيم Steady-Stateشدت جريان مبرد يا مقدار  2به عبارت ديگر مقدار مقرر. بيابيم (1

 :سرعت واکنش تابديت آرنيوس با دما دارد. درجه اول و گرمازا مي باشد

                                                           
1 - Performance Index   
2
 - Set Point  
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(1)    exp / 273ar k C E R T   

ثابت فرکانس،  kبه طوريکه 
aE  انرژي اکتيواسيون وT دماي واکنش بر حسب سانتيگراد مي باشد. 

 

 
 1-17شکل 

 

 :بيلان جرم (2) / 273 
   aE R TdCV FC FC VCk e

dt
 

 .دبي حجمي مي باشد Fحجم خيس راکتور و Vبه طوريکه

 :بيلان انرژي (3)    273aE R T

p p p c
dTVc c FT c FT T T HCVk e

dt
   

 
     

 دانسيته، به طوريکه 
pc   ،ظرفيت گرمايي ويژهH  گرماي واکنش و  خنک کن اس ت ک ه ب ا تغيي ر فل وي      بار

 .مبرد، مقدارش کم و زياد مي شود

 :لتفرمولاسيون فضاي حا
است و حالت هاي فيزيکي سيستم را ب ه ش کل زي ر     2چون دو مدادله دي رنسيال داريم، پس بدد فضاي حالت مدادل  

 :کنيم تدريف مي

( ) 
C

x
T

 
  
 

 

  است، پس ، همان (ورودي سيستم)متغيير کنترل کننده  

(5)  cal
 

min 
 


u u

c
 

  :اعداد نمونه عبارتند ازيک سري 

 
o

gmole cal
30 C , 0.492  , 256 

lit min. ΔC
  T C  

، فضاي حالت را خطي مي کنيم و ش رايط  (دستگاه مدادله جبري براي شرايط لازم) يبراي راحتي حل مدادلات بهگزين

 :فرض مي کنيم Steady- Stateرا 

(6) 0.1048 0.002034 0.09884 0

0.03055 0.0002037 0.0000346 0.0039409 0

   


   

ss ss

ss ss ss

C T

C T 
 

(7) 

 :که به فرم کلي زير مي توان نشان داد

(8) 0
ss ss

Ax Bu c   

 .کنيم ز متغيرهاي انحراف است اده نميا، به خاطر اينست که cدقت شود ظاهر شدن بردار  : نکته

 
 

‌‌:تعريف‌شاخص‌عملکرد
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واک نش  ، يا دماي (ماگزيمم تبديل)  يک تدريف مي تواند محاسبه شرايط بهينه به طوري که غلظت نهايي مينيمم شود

، يا صرفه اقتصادي به طوريکه مين يمم فل وي مب رد ب راي ک اهش      (مينيمم ريسک ان جار يا آتش سوزي)مينيمم شود 

با توجه به واقديات بالا، تدريف آبجکتيو ترکيبي زير، ي ک انتخ اب مدق ول و طبيد ي      .، در بر بگيردباشيمداشته هزينه 

 :است

(9) 2 2 21 1 1

2 2 2
ss SS ssJ C qT r   

را ص  ر ق رار   ( اوزان مينيمم دما و مين يمم هزين ه  ) rو qهدف، ماکزيمم تبديل باشد، کافيست ضرايب  دقت شود اگر

 ...را ص ر قرار دهيد و هکذا qدهيد و اگر هدف ماکزيمم تبديل و صرفه اقتصادي باشد، ضريب 

 :ژيننمحاسبه لاگرا

 :داريمچون دوقيد مساوي داريم، پس دو تا  

(11) 
1 1 2 2  L J f f  

 :به طوريکه

(11) 
1 11 1 12 2 1

2 21 22 2 2 2

f a x a x c

f a a x b u c

  

   
 

(12) 

 :شرايط لازم

(13) 
1 1 1 11 2 21

2 2 1 12 2 22

2 2

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2 2

/ 0

/ 0

/ 0

/ 0

/ 0

L x x a a

L x qx a a

L u ru b

L a x a x c

L a x a x b u c

 

 







     

     

    

     

      

 

(1 ) 

(15) 

(16) 

(17) 

45و انتخاب اوزان با جايگذاري مقادير  10q    65و 10r    و است اده ازMATLAB      ب راي ح ل دس تگاه خط ي

 :فوق، به جواب بهينه زير مي رسيم

 

1,

o

2,

1

2

o

gmole
0.263 

lit

35.1 C

8.29

19.91

cal
137.8 

min. ΔC











ss

ss

x

x







 

‌ل‌استاتيکی‌برای‌سيستم‌های‌خطی‌فر ‌بسته‌كنتر‌-01-5

 :اگر قيود مسئله را به فرم خطي زير نمايش دهيم

(17-32) 0
ss ss

Ax Bu c   
 : را به شکل زير نمايش دهيم 1يا مجذوري تربيدي( تابع هدف)و شاخك عملکرد 

(17-33) 1 1

2 2 ss

T T

ss ss ss
J u Ru x Qx  

                                                           
1
- Quadratic  
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يدن ي ب ا اس ت اده از تدري ف ن ورم وزن دار نم ايش        يدر برخي کتب يا مقالات فرم تربيدي را ب ه ش کل هندس    : نکته

  : دهند مي

(17-33) 2 21 1

2 2
ss ssR Q

J u x  

 :   سيستم فوق به صورت زير در مي آيدلاگرانژين 

(17-3 )  
1 1

2 2

T T T

ss ss ss ss ss ssL u Ru x Qx Ax Bu c     

 

 :  شرايط لازم اکسترمم 

(17-35) 0

0

T

ss

ss

T

ss

ss

L
Q x A

x

L
Ru B

u






  




  



 
(17-36) 

 

(17-37) 0
ss ss

ss

L
Ax Bu c




   


 

 : ا بدست آوردينه کنترل استاتيکي ردستگاه بالا را مي توان به فرم بسته حل کرد و مقدار به

(17-38) 1. 1 1opt T T T T

ssu R B A QA B B A QA c


        

‌ز ‌برای‌اكسترمم‌مقيد‌حالت‌كلی‌شرايط‌لا‌-01-2

ش ده را اثب ات    توان با است اده از تدريف لاگرانژين و وارياسيون اول شرايط لازم گ ت ه  درست شبيه اکسترمم نامقيد مي

 يش رط ک افي ب راي بهگزين     . کنيم  ثبات شده فرض ميگنجد و لذا شرايط لازم مذکور را ا کرد که در اين مختصر نمي

ي ا  ) کننده ماکزيمم يا مينيمم بودن نقطه  تديين 1مقيد شبيه همان بهگزيني نامقيد است يدني علامت ماتريس هسيان

 . کنيم اين مورد را هم اثبات شده فرض مي. باشد اکسترمم مي( بردار
 

                                                           
1
 - Hessian Matrix  


