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  آميخته غير خطی سازي ينههب -41فصل 

 (با سپاس فراوان از محمد اسلامی)    

، شکل  2 و  1 بخش های . کند می را معرفی  آمیخته این بخش مفاهیم و الگوریتم های مسائل بهینه یابی غیر خطی 

و گونه های  GBD،  3 بخش . کند می را طرح ریزی  میو رویکردهای الگوریت فرمولاسیوناجمالی از انگیزش مسئله، 

و گونه های مختلف آن با ساده سازی تساوی و جریمه اضافه  OA،  6 و  5 ،  4 بخش . کند می مختلف آن را معرفی 

. پردازد می  OAبا  GBDبه مقایسه   8 کند در حالیکه بخش  می را بررسی  GOA،  7 بخش . دهد می شده را نمایش 

 .پردازد می  GCDبه بررسی  9 در انتها بخش 

 

 انگيزش مسئله -1 

این دسته از . بسیاری از مسایل بهینه یابی شامل متغیرهای عدد صحیح یا گسسته به علاوه متغیرهای پیوسته هستند

یا به  آمیخته ناگون کابرد آنها هستند و با عنوان مسائل برنامه ریزی غیر خطی مسائل بهینه یابی ناشی از جنبه های گو

 .شوند می نامیده  MINLPاختصار 

توانند در مدل به طور مثال بصورت توالی حوادث، کاندیدهای جایگزین، وجو یا عدم  می متغیرهای عدد صحیح 

توانند برای اندازه های  می الیکه متغیرهای گسسته در ح. استفاده شوند( با نمایش بشکل صفر و یک) وجود واحدها

حالت /خروجی و روابط برهم کنشی میان واحدها -متغیرهای پیوسته در مدل برای ورودی. مختلف دستکاه بکار روند

 .های کارکردی منحصربفرد و سیستم های بهم پیوسته مختلف بکار روند

بطور مثال تولید )ابط غیر خطی در دامنه صحیح انحصاری رو( 1)خصلت غیر خطی این مسائل ممکن است ناشی از 

بطور مثال مدل )روابط غیر خطی در دامنه پیوسته ( 2)، ((درجه دوم)متغیرهای دوتایی در مدل تخصیص کوادراتیک

روابط غیر خطی در دامنه بهم پیوسته عدد ( 3)، (خروجی غیر خطی پیچیده در یک برج تقطیر یا واحد راکتور-ورودی

طرح ریزی فرآیندهای بَچ و بهبود در / بطور مثال تولید متغیرهای پیوسته و دوتایی در زمان بندی)پیوسته  –ح صحی

یک کتاب . متمرکز خواهیم شد( 3)و ( 2)در این فصل بر غیر خطی های ناشی از موارد (. سیستم های بازیافت حرارت

پردازد، کتابی از  می  آمیخته و روابط عدد صحیح غیر خطی در بهینه یابی  آمیخته عالی که به مطالعه بهینه یابی خطی 

Nemhauser and Wolsey(1988)  باشد می. 

سازد که مجادلات  می را  MINLPاتصال دامنه عدد صحیح با دامنه پیوسته، همراه با غیر خطی هایشان دسته مسائل 

صرفنظر از این مجادله، طیف وسیعی از کابردها وجود . دارند و محاسباتی می زیادی از نقطه نظر تئوریکی، الگوریت

این کاربردها دارای نقش برجسته ای در . مدل شوند آمیخته توانند بصورت مسائل برنامه ریزی غیر خطی  می دارد که 

 :هستند و شامل  می بخش طراحی فرآیند در مهندسی شی

 طراحی شبکه های بازیافت حرارت از ابتدا( الف

 بود سیستم های تبادل حرارتبه(ب
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 طراحی سیستم های جداسازی بر پایه تقطیر(ج 

 طراحی شبکه های راکتور پیچیده ( د  

 بازخورد -جداساز -طراحی سیستم های راکتور( ه 

 طراحی سیستم های تأسیساتی( و 

 طراحی سیستم های کل فرآیندی( ی 

و کاربردهای آن در تلفیق فرآیند در  آمیخته ر خطی یک بررسی کلی عالی از چارچوب های کاری بهینه یابی غی

 ---برای بهینه یابی منطقی و جهانی در تلفیق فرآیند در کتاب  می مزیت های الگوریت. ایجاد شده است ---کتاب 

 .بررسی شده است

در در بخش های طراحی، زمان بندی و برنامه ریزی فرآیندهای دسته ای  MINLPکابردهای اساسی رویکردهای 

 :پدیدار شده است و شامل  می مهندسی شی

 طراحی کارخانه های چند محصوله( 1)

 طراحی و زمان بندی کارخانه های چند منظوره( 2)

توان در  می بررسی های کلی از این مزیت ها در طراحی، زمان بندی و برنامه ریزی کارخانه های دسته ای را 

Reklaitis(1991) and Grossmann et al.(1992) پیدا نمود. 

 که اخیراً گزارش شده است برای MINLPدیگر کابردهای مهم مدل های 

(1 )the facility loation in a multiattribute space(Ganish et a.1983) 

(2)the optimal unit allocation in an electric power system(Bertsekas et al. 1983) 

(3 )… 

 

 سيونفرمولا -2 

، بحث در مورد مشکلات و نشان دادن یک MINLPکلی مسائل  فرمولاسیونهدف اولیه در این بخش نشان دادن 

 .توسعه داده شده برای حل این مدل ها است می دیدکلی از رویکردهای الگوریت

 

 توصيف ریاضی -2-4 

 :تواند بصورت زیر نشان داده شود می  MINLPکلی  فرمولاسیون
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بطور مثال جریان ها، فشارها، درصد ترکیب ها، )متغیر پیوسته  nیک بردار از  xدر این جا 

(  بطور مثال حلال های جایگزین یا مواد)یک بردار از متغیرهای عدد صحیح yدهد و  می را نشان ( دماها، اندازه واحد ها

),(0است؛  yxh  محدودیت های کیفیتیm (بطور مثال جرم، تراز انرژی، روابط تعادلی ) دهد؛  می را نشان

0),( yxg  محدودیت های غیر کیفیتیp ( بطور مثال خصوصیات درجه خلوص در محصولات تقطیر، نظارت

؛ دهد می را نشان ( های زیست محیطی، محدودیت های ممکن در سیستم های بازیافت حرارت، محدودیت های منطقی

),( yxf  است( بطور مثال هزینه کلی سالیانه شده، سود، ضابطه ترمودینامیکی) تابع هدف. 

 

 :با محدودیت های بالایی و پایینی داده شده زیر yمتغیرهای عدد صحیح ( 1تبصره 

UL yyy  

نشان داده  Zکه با استفاده از فرمول زیر بصورت نشان داده شود ( مثلاً دوتایی) 1-0توانند بصورت متغیرهای  می 

 .شده اند

N

NL zzzzyy 1

321 2...42  

 :شود می این مقدار بصورت زیر محاسبه . مورد نیاز است 1-0کمترین متغیرهای  Nکه 
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روش برای محدودیت اگر چه این . کند می ، آرگومان واقعی آن را به یک متغیر عدد صحیح کوتاه INTکه تابع 

 .های بزرگ قابل اعمال نیست

 :نوشته شود 1-0تواند بصورت متغیرهای  می ( 1 ) فرمولاسیون
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. است((0iy)یا عدم وجود آن ( 1iy)بطور مثال وجود یک واحد فرآیندی) 1-0متغیر  qکه یک بردار از 

 .استفاده خواهیم کرد( 2 ) فرمولاسیونما در اکثر توعه های بعدی از 

 

  MINLPمسایل و مشكلات در  -2-2 

ناشی می شوند، دو مشکل ( 2 )یا ( 1 )سر و کار داشتن با مدلهای بهینه یابی غیر خطی ترکیبی که از فرمول های 

و دامنة پیوسته (  yدامنه )این مشکلات وابسته به طبیعت مسئله است، برای مثال دامنة ترکیبی . اساسی را نمودار می سازد

 (.xدامنه ) 



 ----------------------------------------------------------سازي در مهندسی شيمی  اي بهينهه شرو

 

 

4 

افزایش می یابد، شخص با یک مسئلة بزرگ ( 2 )در حالیکه تعداد متغیرهای دوتایی در معادلة 

. ) کامل نشان می دهد  NPرا بصورت   MINLPترکیبی مواجه می شود و نتایج تحلیل پیچیدگی، مشخصات مسایل 

Nemhauser and Wolsey, 1988 .) در همان زمان  مسایلMINLP  بخاطر وجود غیر خطی ها در کل غیر

تخمین یک حل جهانی مسایل . برای وجود چندین حل محلی اشاره می کندمحدب هستند که این هم به پتانسیلی 

MINLP  ،غیر محدبNP-hard  است(Murty and Kabadi, 1987) نظر به اینکه حتی بهینه یابی جهانی از ،

، و حتی (pardalos and Schniter, 1991)باشد  NP-hardمسایل برنامه ریزی غیر خطی مقید شده می تواند 

یک کتاب (. Pardalos and Vavasis, 1991)هستند  NP-hardدراتیک با یک ویژه مقدار منفی مسایل کوا

 .نوشته شده است 1991در سال   Vavasisعالی در پیچیدگی موضوعات، برای بهینه یابی غیر خطی بوسیلة 

وریک، پیشرفت های قابل توجهی در بخش های تئ MINLPعلی رقم نتایج دلسرد کنندة ذکر شده، در بخش 

در نتیجه، الگوریتم های مختلفی پیشنهاد شده اند، خواص همگرایی آنها . الگوریتم و محاسبات بوجود آمده است

بررسی شده است و در حال حاضر تعداد بسیار زیادی کاربرد وجود دارد که از محدوده های چندین مقررات عبور می 

 .در ادامه این پیشرفت ها را شرح می دهیم. کنند

 

  MINLPخلاصه اي از الگوریتم هاي  -2-3 

، (2 )یا گروه های محدود شده از ( 2 )ناشی از فرمول  MINLPمجموعه ای از الگوریتم ها برای حل مدل های 

 :که بصورت ذیل هستند. توسعه داده شده اند

 Generalized Benders Decomposition, GBD (Geoffrio, 1972; Paules and 

Floudas, 1989; Floudas et al.,1989); 

 Branch and Bound, BB (Beale,1977; Gupta,1980; Ostrovsky et al., 1990; 

Borchers and Mitchell, 1991); 

 Outer Approximation, OA (Duran and Grossman, 1986a); 

 Feasibility Approach, FA (Mawengkang and Murtagh, 1986); 

 Outer Approximation With Equality Relaxation, OA/ER (Kocis and 

Grossman, 1987); 

 Outer Approximation with Equality Relaxation and Augmented Penalty, 

OA/ER/AP (Viswanthan and Grossman, 1990) 

 Generalized Outer Approximation, GOA (Fletcher and Leyffer, 1994) 

 Generalized Cross Decompositiion, GCD (Holmberg, 1990); 

غیر )و پایینی ( غیر صعودی)، دو توالی از باندهای بالایی GBDبر روی  1972در سال  Geoffrionدر کار پیشرو 

حدهای بالای با حل زیرمسئله ها در . در تعداد محدودی تکرار همگرا می شوند خلق شده اند که باندازة ( نزولی

 .در حالیکه حدهای پایین بر پایة تئوری همزادی هستند. برابراند yبوسیلة ثابت کردن متغیرهای  xمغیرهای 

تغیر و متعاقباً اجرای یک شمارش ضمنی در جایی که یک م MINLPبوسیلة حل کردن حل پیوستة  BBرویکرد 

در هر گره و برای توسعه دادن بر روی گره با  NLPحد پایین برابر است با حل . در هر گره ثابت شده است 0-1



 -------------   (22/02/1930: روزرسانی به)  ----  آميخته سازي بهينه –14فصل

 

 

5 

بکار می رود، یا اگر حد پایینی از حد بالایی ( بطور مثال نیروی اولین شمارش)کمترین حد پایین 

بسبب  continuous NLPاگر  (. ن شمارشبطور مثال عمق اولی)تجاوز کند برای نشان دادن گره ها بکار می رود 

MINLP  برای متغیرهای  1-0دارای حلy  باشد، الگوریتمBB با یک استدلال مشابه . در همان گره خاتمه می یابد

در نخستین گرة درخت باشد، تعداد نقاطی که نیاز به حذف شدن دارند، می تواند کم  tight NLPاگر نتایج یک 

زیادی باشد که باید حل شوند که دارای خصایص  NLPن است ناشی از زیرمسایل ممک loose NLPاما . باشد

 .نیستند LPجذاب مسایل 

OA  متوجة مسایلی با نامعادلات غیر خطی است و مانندGBD  توالی هایی برای حدهای بالا و پایین بوجود می

بنابر این  -حل حد بالای مسایل استآن  -دارای ویژگی مشخص برای استفاده از اطلاعات اولیه است OAآورد، اما 

بر تجمع تابع هدف خطی شده و قیود در  OAحدود پایین در . شبیه خطی سازی هدف و قیود اطراف آن نقطه است

 . اطراف نقاط حل ابتدایی کلی، پایه ریزی شده اند

FA  حلrelaxed NLP حلی بوسیلة را به یک حل عدد صحیح تبدیل می کند، آن هم با آخرین تنزل مرتبة م

اعمال نیروی پیوسته بر متغیرهای مافوق اصلی برای تبدیل شده به متغیرهای غیر اصلی بر اساس اطلاعات قیمتی کاهش 

 . یافته

را برای انجام قیدهای تساوی غیرخطی توسعه می دهد آن هم بوسیلة کم  OAالگوریتم   OA/ERالگوریتم 

 .ز مضرب های بهم پیوسته شده آنهاکردن آنها به نامعادلاتی مطابق با علامتی ا

را معرفی می  OA/ERیک تابع جریمة اضافه شده به حد پایینی زیرمسایلی از رویکرد  OA/ER/APالگوریتم 

 .کند

GOA  الگوریتم ،OA  را به مسایلMINLP  توسعه می دهد و یک تابع ( 2 )و ( 1 )و برای انواع فرمولاسیون

 .جریمة دقیق را معرفی می کند

GDC  بوسیلة بکار انداختن مزیت هایDantzig-Wolfe  وGBD  بطور همزمان  از اطلاعات اولیه و همزاد ،

 .استفاده می کند

این تمرکز در مطالعه ما . هستند متمرکز خواهیم شد OAدر بخش های بعدی، بر الگوریتم هایی که بر پایه تجزیه و 

 FAو  BBدر مقایسه با روش های  OAالگوریتم های تجزیه و  در نتیجة وجود شاهدی برای بازدهی عالی ذکر شده از

 .است

 

 3- Generalized Benders Decomposition (GBD)  

 

 سيونفرمولا -3-4 

Geoffrion  رویکرد ارائه شده توسط  1972در سالBenders  را بمنظور استخراج ساختار ریاضی  1962در سال

 :مسایل بهینه یابی بصورت زیر تعمیم دادرا به گروهی از ( 2 )مسایل برنامه ریزی 
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 :بر اساس شرایط زیر

C1 :x یک دسته از توابع غیر خالی و محدب است. 

,:

,:

Pqn

qn

g

f




 

ثابت شده بطوریکه  yمحدب هستند برای هر  q
Yy 1,0 :,، در حالیکه توابع    mlnh   غیر

ثابت شده بطوریکه  yخطی هستند برای هر  q
Yy 1,0  

 

C2 :دسته 

 Xxsomeforzyxgyxhzz P

y  ,),(,0),(: 

 .، بسته شده استYثابت شده عضو  yبرای هر 

 

C3 : برای هرy  ثابت شده عضوVYy   که 

 XxsomeforyxgyxhyV  ,0),(,0),(: 

 :یکی از دو شرایط زیر بوجود می آید

(i) دارای یک حل محدود است و دارای یک بردار افزاینده بهینه برای مساوی ها و نا مساوی ها ( 2 )مسئله حاصله

 .است

(ii) نامحدود است و می گوید مقدار تابع هدف بسمت ( 2 )مسئله حاصله می رود. 

 

توضیح داده شده در بالا، در حقیقت یک زیر دسته از مسایلی برای ( 2 )شایان ذکر است که فرمول (  1تبصره 

GBD  ابداعی توسطGeoffrion این امر منجر به خصوصیت . می تواند بکار رود 1,0Y  برایy   می شود، در

qyدر جستجوی حالت کلی تری برای   Geoffrionحالیکه   غیرهای بود و بردار متy  را بصورت متغیرهای

 : را ثابت کنیم، سپس y، با این احساس که اگر ما پیچیده تعریف کرده است

 (a) ممکن است به تعدادی از مسئله غیر وابسته تبدیل شود که هر یک شامل یک زیربردار متفاوت از ( 2 )مسئلهx 

 است؛ یا

 (b) پربازده برای آن در دسترس باشد؛ یا یک ساختار معروف بگیرد که الگوریتمهای( 2 )مسئله 
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 (c) در ( 2 )مسئلهx   محدب باشد حتی اگر در اتصال دامنهx-y  نامحدب باشد که گفته

 .شود یک ساختار مخصوص ایجاد کرده است می

امکان استفاده از  (b)حالت . ممکن است منجر به ترکیبات موازی از ریز مئله های غیر وابسته شود (a)حالت 

 (c)، در حالیکه حالت (بطور مثال الگوریتم های شبکه تعمیم یافته)الگوریتم های دارای هدف خاص را می دهد 

 .ساختار مخصوصی از تحدب را طلب می کند که می تواند برای تجزیه مسایل بهینه یابی غیر محدب مفید باشد

در ادامه بر q
Yy 1,0 شویم که منجر به علاقه مندی ما در مدل های متمرکز میMINLP توجه . می شود

),(0شود که تحلیل شامل قیود مساوی  yxh  است که بوضوح در روشGeoffrion مورد بحث قرار نگرفته اند. 

 

و  C1به علاوه . )شود می خیلی هم سخت نیست و اگر یکی از شرایط زیر اتفاق بیافتد، ارضا  C2شرط ( 2تبصره 

C2.) 

X (i)  (0,),(محدود و بسته باشد و,( yxgyxh   بر حسبx  و برایYy پیوسته باشند. 

 (ii) یک نقطهzy وجود داشته باشد که بصورت زیر تنظیم شده باشد و محدود شده و تهی نباشد. 

 
yzyxgyxhXx  ),(,0),(: 

),(0,),(توجه شود که با وجود آن تنها پیوستگی  yxgyxh   بر حسب x  برای هرy ثابت شدهYy 

]1,[برای مثال اگر . ارضا شود C2دهد که شرط  می اجازه ن X  وyxyxh ),(  ،
x

yxg
1

),( 

),(x  ،که بسته نشده است تا زمانیکه برای  yx),0(سپس  Yxg . 

 

قابل  Xبا توجه به ( 2 )دهد که  برای مسئله حاصله از  می را نشان  y مقادیری از Vتوجه شود که مجوعه ( 3تبصره 

موجه بصورت  xدهد که در اینجا یک  می را نمایش  y مقادیری از  Vبه عبارت دیگر، . قبول است

0),(,0),(  yxgyxhforXx سپس اشتراک . وجود داردy  وV (VY  ) تصویر منطقه موجه از

 .دهد می را نشان   yبه فضای ( 2)

 

و بعد از ثابت کردن ( 2 )اگر یک محدودیت وضعیت مرتبه اول برای مسائل حاصله از  C3شرط ( 4تبصره 

VYy نگاه داشته شود ،. 

 

 ایده پایه -3-2 

، در هر تکرار، تولید یک حد بالایی و حد پایینی بر حل جستجو شده در باره مدل های GBDایده پایه در 

MINLP مسئله . شود می شود، در حالیکه حد پایینی از مسئله اصلی نتیجه  می حد بالایی از مسئله اولیه نتیجه . است

و حل آن اطلاعاتی در ( است xبطور مثال فقط در فضای )ثابت شده  yاست همراه با متغیرهای ( 2 )اصلی مشابه با مسئله 
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مسئله اصلی . دهد می مورد حد بالایی و ضرایب لاگرانژ همبسته با قیدهای مساوی و نامساوی بدست 

شود و حل آن  می گرانژ بدست آمده از مسئله اولیه مشتق از تئوری ثانویه غیر خططی است، باعث استفاده از ضرایب لا

 ثابت شده متعاقباً در مسئله اولیه بکار  yدهد، بعلاوه دسته بعدی متغیرهای  می اطلاعاتی در مورد حد پایینی بدست 

 نشوند، نشان داده شده است که توالی به روز شده حدهای بالایی افزایش  می در حالیکه تکرارها انجام . روند می

 .شود می یابد و توالی در یک تعداد محدود تکرار همگرا  می یابد، توالی حدهای پایین کاهش ن می

 

 توسعه تئوریكی -3-3 

 مسئله اولیه در ابتدا برای حالت های موجه وغیر موجه تحلیل . کند می را معرفی  GBDاین بخش توسعه تئوریکی 

 .استخراج مسئله اصلی معرفی شده استمتعاقباً، تحلیل تئوریکی برای . شود می

 

 مسئله اوليه -3-3-4 

دهیم که  می نمایش  kyشود که، آن را با  می ویژه نتیجه  1-0به یک ترکیب  yمسئله اولیه از ثابت کردن متغیرهای 

k  مسئله اولیه  فرمولاسیون. شود می از شمارنده تکرار ناشی)( kyP  در تکرارk بصورت زیر است: 

n

k

k

k

x

Xx

yxg

yxhtS

yxf







0),(

0),(..

)1.6(),(min

 

 

)(، حل مسئله اولیه  C3(i)و  C1توجه شود که به علت شرطهای ( 1تبصره  kyP یک حل جهانی است. 

اولیه ناموجه و تحلیل هر حالت را بصورت جداگانه شرح  (ii)اولیه موجه  (i)ما دو حالت را جدا خواهیم کرد 

 .واهیم دادخ

 

 اولیه موجه: (i)حالت

),(و  kxموجه باشد، حل آن اطلاعاتی را بر حسب   kاگر مسئله اولیه در تکرار  kk yxf  دهد که حد  می ارائه

متعاقباً، با استفاده از این . برای قیدهای مساوی و نا مساوی است kو  kبالایی و حالت بهینه بردارهای ضریب 

 : کنیم فرمولاسیونتوانیم تابع لاگرانژ را بصورت زیر  می اطلاعات 

),(),(),(),,,( yxgyxhyxfyxL
TT kkkkk   

 

 اولیه ناموجه: (ii)حالت

 :گیریم می ناموجه تشخیص داده شود، ما قیود آن را بصورت زیر در نظر  NLPاگر اولیه بوسیله حل کننده 
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n

k

k

Xx

yxg

yxh







0),(

0),(

 

توانیم  می برای شناسایی یک نقطه موجه . است xبطور مثال شمال حدهای بالایی و پایینی بر متغیرهای  Xکه دسته 

l  یاl 1یک مسئله مینیمم سازی . ید است را مینیمم کنیمکه جمع خطاهای قl  تواند بصورت زیر فرموله شود می: 

Pi

Piyxg

yxhtS

i

i

k

i

k

P

i

i
Xx

,...,2,10

,...,2,1),(

0),(..

min
1


















 

0توجه شود که اگر 
1




P

i

i باشد، یک نقطه موجه تعیین شده است. 

 همچنین توجه شود که بوسیله تعریف زیر

)],(,0max[),(

),0max(

k

i

k

i yxgyxg

and







 
 

 :آید می بصورت زیر در  1lمسئله مینیمم سازی 

0),(..

min
1










k

P

i

i
Xx

yxhtS

g
 

 :شود می بصورت زیر ارائه  lبطور مشابه یک مسئله مینیمم سازی 

0),(..

),(maxmin
,...,2,1







k

k

i
PXx

yxhtS

yxg
 

رویکردهای جایگزین در مینیمم سازی موجه، بر نگهداری موجه بودن در هر قید باقیمانده که قبلاً برقرار شده است، 

 :آید می زیر بدست  فرمولاسیوندر این رویکردها از  1lیک مینیموم سازی . هدف گذاری شده اند

Iiyxg

yxhtS

yxg

k

i

k

Ii

k

i
Xx












0),(

0),(..

),(min

 

Iیک دسته قید موجه است و  Iکه   دیگر روش ها موجه بودن قیدها را بصورت . دسته ای از قیدهای ناموجه است

 را بر قرار  Iiکنند، ضمن اینکه موجه بودن برای نا مساوی های اندیس گذاری شده بوسیله  می یکی یکی جستجو 

 :موجه بودن بصورت زیر فرموله شده است این مسئله. کنند می
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Iiyxg

yxhtS

yxgw

k

k

Ii

k

ii
Xx












0),(

0),(..

),(min

 

 1 (FP)یک مسئله موجه بودن  Felecher and Leyffer(1994)برای در بر گرفتن تمام امکانات نامبرده شده 

 :را فرموله بندی کرده اند که بصورت زیر است

)(

0),(

0),(..

),(min

FP

Iiyxg

yxhtS

yxgw

k

k

Ii

k

ii
Xx












 

Iiwiتوجه شود که با . ، غیر منفی هستند و همگی صفر نیستندwوزنهای 
1  1مینیمم سازیl  را بدست 

 :، وزنهای غیر منفی در هر حل وجود دارد کهlهمچنین در مینیمم سازی . آوریم می

1
Ii

iw 

0),(و  yxgifw ii  یابد می به ماکزیمم مقدار دست ن. 

شود که حل بدست آمده از مسئله موجه بودن،  می تشخیص داده  می توجه شود که ناموجه بودن در مسئله اولیه هنگا

 . برای مقدار هدف بزرگتر از صفر است

دهد که با  می حل مسئله موجه بودن اطلاعاتی در مورد ضرایب لاگرانژ برای قید های مساوی و نامساوی بدست 

نمادهای 
k

  و
k

 سپس تابع لاگرانژ ناشی شده از مسئله اولیه ناموجه در تکرار . به نمایش در آمده اندk  تواند  می

 :عرفی شودبصورت زیر م

),(),(),(),,,( yxgyxhyxfyxL
TT kkkkk   

 

باید توجه شود که دو نوع مختلف از توابع لاگرانژ بر حسب اینکه مسئله اولیه موجه است یا ناموجه، ( 2تبصره 

 .همچنین حد بالایی فقط برای مسئله اولیه موجه بدست آورده شده است. تعریف شده است

 

 مسئله اصلی -3-3-2 

طلبد و با سه ایده اصلی زیر بیان شده  می استفاده از تئوری همزادی غیر خطی را  GBDاستخراج مسئله اصلی در 

 :است

(i)  به فضای ( 2 )انداختن مسئلهy. 

 

1
 - Feasibility Problem 
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(ii)  نمایش همزادV 

(iii)  به فضای ( 2 )نمایش همزاد از انداختن مسئلهy. 

 .در ادامه، تحلیل تئوریکی این سه ایده اصلی نشان داده شده است

(i) به فضای ( 2 )ختن معادله انداy 

 :تواند بصورت زیر نوشته شود می ( 2 )مسئله 

 q

n

xy

Yy

Xx

yxg

yxhtS

yxf

1,0

0),(

0),(..

)3.6(),(infmin









 

توجه شود که بزرگترین مقدار که کمتر یا مساوی با یک . نوشته شده است yو  x بطور مجزا برای  minکه عملگر 

 yاست چون ممکن است مسئله داخلی برای  xبا توجه به  1 (infimum)مجموعه یا زیر مجموعه از مقادیر اینفیموم

 :را بصورت زیر تعریف کنیم y)(اجازه دهید . داده شده، نامحدود باشد

n

x

Xx

yxg

yxhtS

yxfyv









0),(

0),(..

)4.6(),(inf)(

 

 

پارامتری است و بنابراین، بخاطر نوع تعریف آن با مقدار بهینه مسئله  yبر روی متغیر  y)(توجه شود که ( 1تبصره 

)(بطور مثال مسئله اولیه )ثابت شده، برابر است  yبرای ( 2 ) kyP  برایkyy  .) 

 :را بصورت زیر تعریف کنیم Vاجازه دهید مجموعه 

 XxsomeforyxgyxhyV  ,0),(,0),(: 

 :توان بصورت زیر نوشت می را  (3 )پس مسئله 

VYytS

yvy

..

)(min
 

 .تعریف شده اند( 5 )و ( 4 )با معادلات  Vو  y)(که 

 

VYy( 5 )همچنین توجه شود که در معادله . است yدر فضای ( 2 )تصویر مسئله ( 6 )مسئله ( 2تبصره   است

 .شرایط موجه بودن را اغنا کندچون تصویر نیاز دارد تا 

 

1
 -The largest quantity that is less than or equal to each of a given set or subset of quantities. 
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را توضیح  Geoffrionتوان نتیجه تئوریک  می ، yدر فضای ( 2 )با داشتن تعریف تصویر مسئله 

 .داد

 

 (تصویر) 1-3 قضیه 

(i)  اگر),( kk yx  بهینه باشد، ( 2 )درky  بهینه است( 6 )در. 

(ii)  صادق است و بلعکس( 6 )یا دارای حل نامحدود باشد، همین امر در مورد موجه باشد و ( 2 )اگر. 

( 5 )و ( 4 )تنها تحت  Vو  y)(ناشی از این حقیقت است که ( 6 )توجه شود که دشواری موجود در ( 3تبصره 

 .شوند می شناخته 

 .را معرفی کنیم y)(و  Vبرای حل دشواری ذکر شده ما باید نمایش همزاد 

 

(ii)  نمایش همزادV  

گیرد و  می بر حسب عباراتی از فصل مشترک یک مجموعه از مناطق که شامل آن است، صورت  Vنمایش همزاد 

 .توضیح داده شده است Geofferionبوسیله قضیه زیر از 

 

 ( Vنمایش همزاد ) -2-3 قضیه 

نیز تعلق دارند، اگر وتنها اگر دستگاه زیر را  Vرا در نضز بگیرید که به مجموعه  ---و نقطه  C2و  C1شرط های 

 :اغنا کنند

,1,0:,

,,,),,,(inf0

1 














P

i

i

Pm

kk

where

yxL





 

 

یک دستگاه نامحدود است، چون باید برای تمام ( 7 )توجه شود که ( 4تبصره   . اغنا شده باشد ,

 

برای تولید مجموعه ای از مناطق که شامل آن است، نیاز به محاسبه ، Vنمایش همزاد از مجموعه ( 5تبصره 

برابر با مجموعه ای از قیدها است که باید برای حالت مسائل اولیه ناموجه، باهم ترکیب ( 7 )بطور مثال دستگاه )دارد

 (.شوند

 

 :زیر استفاده کنیم 1lتوجه شود که اگر اولیه ناموجه باشد و ما از مینیمم سازی ( 6تبصره 
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Xx

Iiyxg

yxhtS

i

k

i

k

Ii

i
x










,),(

0),(..

min





 

 .شود می ، نتیجه 0و با توجه به ( 8 )برای مسئله  KKTاز کاربرد شرایط گرادیان  در اینصورت مجموعه 

، که مشابه با مسائل اولیه ناموجه است، نمایش همزاد Vتوانیم با داشتن نمایش همزاد ارائه شده از مجموعه  می حال 

)(y را بدست آوریم. 

 

 (iii)  نمایش همزاد)(y 

کنند است و این  می بر اساس شرایط اینفیموم برای یک مجموعه از توابع که آن را پشتیبانی  y)(نمایش همزاد 

 .بوجود آمده، توضیح داده شده است Geoffrion(1972)امر با قضیه زیر که توسط 

 

 y)(همزاد  -3-3 قضیه 

),(),(),(),,,(

)9.6(,),,,(infinf
0),(

0),(..

),(inf

)(
0,

yxgyxhyxfyxLwhere

VYyyxL

Xx

yxg

yxhtS

yxf

yv

TT

Xx

x













































 

 

و  C1و همزاد آن به سبب داشتن برهان همزادی قوی اغنا شده برای شرط های  y)(رابطه مساوی برای ( 7تبصره 

C2  وC3 است. 

VYyبرای ( 7 )و  y)(برای ( 9 )با جانشین کردن    فرمولاسیوناست، به ( 3 )، که معادل با (6 )در مسئله 

 :رسیم می زیر 

),,,(inf0..

),,,(infsupmin





yxLtS

yxL

Xx

XxYyYy






 

اسکالر، به  bبه عنوان کوچکترین حد بالایی و معرفی یک  1 (Supremum)استفاده از تعریف سوپرمومبا 

 :رسیم می زیر  فرمولاسیون

 

1
 - The smallest quantity that is greater than or equal to each of a given set or subset of quantities. 

The opposite of infimum. 
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),(),(),,,(

),(),(),(),,,(

),(,),,,(inf0

0,,),,,(inf..

min
,

yxgyxhyxL

yxgyxhyxfyxLwhere

yxL

yxLtS

TT

TT

Xx

Xx
B

B
Yy B


























 

 .نمایش داده شده است (M)شود و با عنوان  می که مسئله اصلی نامیده 

 

VYyدر تمام ( 4 )در  y)(اگر فرض کنیم که حل بهینه برای ( 8تبصره    ،توانیم  می محدود شده است

 :متعاقباً مسئله اصلی بصورت زیر خواهد بود. اینفیموم را با مینیموم جایگزین کنیم











),(,),,,(min0

0,,),,,(min..

min
,








yxL

yxLtS

Xx

Xx
B

B
Yy B

 

),,,(که  yxL  و),,,( yxL قبلاً تعریف شده اند . 

 

اما مسئله اصلی شامل تعداد نامحدود قید است و . برابر است( 2 )با  (M)توجه شود که مسئله اصلی ( 9تبصره 

که یک ( بطور مثال با رها کردن تعدادی از قیدها)بنابراین ما نیاز به در نظر گرفتن یک سازی برای مسئله اصلی داریم 

همچنین توجه شود که مسئله اصلی یک مسئله بهینه سازی بیرونی . دودیت پایینی را بر مسئله اصلی نشان خواهد دادمح

 پارامتریک هستند، را نشان  yکه در حقیقت بر حسب  xو مسائل بهینه یابی داخلی با توجه به  Yyرا با توجه به 

 ی است که راه حل هایی برای یک مسئله اصلی ساده شده و مشکل بوجود خارج-در این طبیعت داخلی. دهد می

 .آید می

 

 مسائل بهینه یابی داخلی( تفسیر هندسی مسئله اصلی( )10تبصره 

,),(,),,,(min

,0,,),,,(min













yxL

yxL

Xx

Xx 

است  0yدر نقطه  y)(تابعی پایه از  y)(]y)(توانند بصورت توابع پشتیبان برای  می هستند و  yتوابعی از 

)()(اگر وتنها اگر  00 yvy   0و)()( yyyvy  ]اگر توابع پشتیبان بر حسب . تفسیر شوندy  ،خطی باشند

 yبر حسب  y)(توانیم نتیجه بگیریم که  می زند و  می را بوسیله فراصفحات مماس تخمین  y)(مسئله اصلی 

  x-yدر محل تلاقی فضای ( 2 )محدب باشد حتی اگر مسئله  yتواند بر حسب  می  y)(توجه شود که . محدب است

 (Floudas and Visweswaran).نامحدب باشد

 :از توابع پایه خواهیم پرداخت که بصورت زیر است می حسب مفهودر ادامه، به معرفی مسائل بهینه یابی ذکر شده بر 
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,),(),,,,(min),;(

,0,,),,,(min),;(













yxLy

yxLy

Xx

Xx 

 

 توسعه الگوریتم -3-1 

یعنی برای حالت اولیه موجه و اولیه )مسئله اصلی در حالیکه دارای قیدهای دو نوع مسائل بهینه یابی داخلی است

),(و تمام ( یعنی اولیه موجه) 0و  ، اما نیاز دارد برای تمام (ناموجه  (یعنی اولیه ناموجه ) ملاحظه

 .این امر، بر این دلالت دارد که مسئله اصلی دارای تعداد بسیار زیادی قید است. شده باشد

ایده اصلی در رویکرد .  (Geoffrion,1972)طبیعی ترین رویکرد برای حل کردن مسئله اصلی ساده سازی است 

 :ساده سازی بصورت زیر است

(i)  بطور مثال فرض کردن مسائل بهینه )نادیده انگاشتن تعدا ی از قیدها که با مسائل بهینه یابی داخلی مشابه هستند

),(یابی اولیه برای ضرایب خاص یا ثابت  tt   یا),( tt .) 

(ii)  کند یا  می حل کردن مسئله اصلی ساده شده و بررسی کردن اینکه آیا حل بدست آمده در تمام قیدها صدق

کند را به مسئله اصلی اضافه کرده و دوباره مسئله اصلی ساده شده  می اگر نه، قیدهایی که جواب در آنها صدق ن. خیر

 .جدید را حل کرد

(iii)  ادامه دادن تا اینکه یک مسئله اصلی ساده شده، تمام قیدهای خذف شده را اغنا کند که دلالت بر این دارد که

حل بهینه بر روی مسئله اصلی بدست آورده شده است یا اینکه ملاک متوقف سازی نشان دهد که حلی با درجه درستی 

 .قابل قبول پیدا شده است

 

  GBDبرای  میتدستور الگوری -3-4-2 

این الگوریتم کلی را برای  Geoffrion,1972. دارای یک مقدار بهینه محدود باشد( 2 )فرض کنید که مسئله 

GBD شرح داده است: 

 

VYyیک نقطه اولیه مثل ( 1گام  1  1بطور مثال بوسیله ثابت کردن )بگیریدyy   یک اولیه موجه ،

)(اولیه مسئله (. داریم 1yP  1بوجود آمده را حل کنید و یک حل اولیه بهینهx   1و ضرایب بهینه بردارهای  1و 

);,(توانید تابع پشتیبان  می فرض کنید که به هر طریق ممکن . را بدست آورید 11  y  1برای ضرایب  1و 

تنظیم  =yUBD)(بالایی فعلی برای ناموجه و حد l=1و  h=1شمارنده را برای موجه . بدست آمده را پیدا کنید

 .انتخاب کنید 0خطای مجاز همگرایی را . کنید
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 .زیر را حل کنید RM 1مسئله اصلی ساده شده ( 2گام 







,...,2,1,),;(0

,...,2,1,),;(..

min
,

ly

KkytS

tt

kk

B

B
Yy B








 

),( By 
 را یک حل بهینه از مسئله اصلی ساده شده بالا قرار دهید .B

  است، به ( 2 )یک حد پایینی بر مسئله

Bعبارت دیگر حد پایینی فعلی 
 اگر . استLBDUBDاین گام را تمام کنید ،. 

 

yyمسئله اولیه را برای ( 3گام 


  حل کنید که مسئله)(yP
 اولیه : کنیم می در اینجا دو حالت را متمایز . است

 .موجه و ناموجه

 

محدود با یک حل بهینه  و بردارهای ضرایب بهینه  y)(اولیه دارای ( 3aگام 


حد بالای . است ,

 )ˆ(,min yvUBDUBD   را به روز رسانی کنید، اگرLBDUBD در غیر . ، گام را به پایان برسانید

و   h=h+1اینصورت، 


 kk توانیم تابع  می برگردید، فرض کنید به هر طریقی  2به گام . قرار دهید ,

);,(پایه  11  kky  را مشخص کنیم. 

 

yyاولیه دارای حل موجه برای ( 3bگام


 یک مسئله موجه بودن را . نیست( 1-بطور مثال مینیمم سازیl ) به

منظور تشخیص ضرایب بردارهای   .برای مسئله موجه بودن، حل کنید ˆ,ˆ

1 ll و   ˆˆ 
ll

and باز گردید، فرض کنید به طریق ممکن  2به گام . را تنظیم کنید 

);,(توانیم تابع پایه  می
11  kk

y  را تشخیص دهیم. 

 

 را محدود ن GBDاما این مورد . توجه شود که در گام اول یک اولیه ابتدایی موجه مورد نیاز است( 1 تبصره

در این حالت، پس از تشخیص این اولیه ناموجه . سازد چون ممکن است که با یک مسئله اولیه ناموجه شروع کرد می

 .بکار گرفته می شود رود که در آن یک تابع پایه  می به   3bاست، گام 

 

توانیم یک ساده  می تواند عوض شود، به عبارت دیگر بجایحل مسئله اولیه  می توجه شود که گام اول ( 2تبصره 

 :کنند می بصورت کراندار پیوسته بین صفر و یک رفتار  yرا حل کنیم که در آن متغیرهای ( 2 )سازی پیوسته از مسئله 

 

1
 - Relaxed Problem 
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10

0),(

0),(..

)10.6(),(min
,









y

Xx

yxg

yxhtS

yxf
yx

 

 وجود داشته باشد،  yاگر مقادیر کسری از متغیرهای . کنیم می عدد صحیح است، کار را تمام ( 10 )اگر حل 

شروع کننده  1yتوانند به عنوان مقادیر بردار  می توان آنها را به نزدیکترین عدد صحیح گرد کرد و متعاقباً این مقادیر  می

 .استفاده شوند، با این امکان که مسئله اولیه نتیجه شده موجه یا ناموجه باشد

 

 به عبارت دیگر، ما . یک فرض نسبتاً مهم ساخته شده است 3a ،3b، 1همچنین توجه شود که در گام ( 3تبصره 

),(برای مقادیر داده شده از ضرایب بردارهای  و  توانیم تابع پایه  می   و),(  تخمین این . را پیدا کنیم

 هستند و از حل مسائل بهینه یابی داخلی نتیجه  yتوابع پایه در حالت کلی امکان پذیر نیست، چون آنها توابع پارامتری از 

 Floudas ansنیاز به یک رویکرد بهینه یابی جهانی مانند حالتی که بوسیله  تخمین آنها در حالت کلی. شوند می

visversaran(1990) توانند  می اما در اینجا تعدادی حالات خاص وجود دارد که توابع پایه . معرفی شده است، دارد

بعد بررسی خواهیم  ما این حالت های خاص را در بخش. بدست آیند yبه صورت مجزا و بصورت توابعی از متغیرهای 

بدست آورد، مفروضات نیاز به معرفی شدن  yاما اگر ممکن نباشد که توابع پایه جداگانه را بر حسب متغیرهای . کرد

. در بخش بعد بررسی خواهد شد GBDاین مفروضات بعلاوه متغیرهای نتیجه شده از . برای محاسبات مروبطه دارند

، GBDنکته ای که در اینجا باید به آن توجه شود اینست که صحت حدهای پایینی با این گونه های مختلف برای 

 .بوسیله مفروضات تحمیل شده، محدود خواهد شد

 

ر تابع پایه که مشابه ، در تکرار اول مانند یک قید ب(را ببینید 2گام )توجه شود که مسئله اصلی ساده شده ( 4تبصره 

 :اولیه موجه است، خواهد بود و بشکل زیر نشان داده خواهد شد

),;(..

)116(min

11

,






ytS B

B
Yy B




 

),(در تکرار دوم، اگر موجه باشد و  22   ضرایب بهینه بردارها باشند، مسئله اصلی ساده شده دو قید را نشان

 :خواهد داد و بشکل زیر خواهد بود

),;(

),;(..

min

22

11

,








y

ytS

B

B

B
Yy B







 



 ----------------------------------------------------------سازي در مهندسی شيمی  اي بهينهه شرو

 

 

18 

حلی خواهد داشت که بزرگتر یا مساوی حل ( 12 )توجه شود که در این حالت مسئله اصلی 

توانیم ببینیم که توالی حدهای پایینی که از  می بنابراین . شود می این امر منجر به داشتن قید اضافی . است( 11 )مسئله 

یک استدلال مشابه در حالت داشتن اولیه ناموجه در . استحل مسائل اصلی ساده شده بوجود آمده اند، غیر نزولی 

 .تکرار دوم معتبر است

 

 مختلف، تولید  1-0ثبات برای ترکیب های  yتوجه شود تا زمانی که حدهای بالایی بوسیله متغیرهای ( 5تبصره 

بالایی به روز شده را در  اما اگر حدهای. شود، دلیلی وجود ندارد که حدهای بالایی هر خاصیت ثابتی را اغنا کنند می

)..,min)(بطور مثال )نظر بگیریم  k

k
yvUBDei ) در این حالت توالی برای حدهای بالایی به روز شده، بطور ،

 .حد بالایی را بگیریم( آخرین)ثابت غیر صعودی است  تا زمانی که  ما همیشه با تعریف آنها، بهترین 

 

ساس اختلاف بین حد بالایی به روز شده و حد پایینی فعلی پایه ریزی بر ا GBDملاک پایان دهی برای ( 6تبصره 

 باشد، الگوریتم را پایان  0اگر این اختلاف کمتر یا مساوی یک خطای مجاز از قبل تعیین شده . شده است

 1-0شان دهیم که از ترکیبات توجه شود که با وجود آنکه اگر ما در برش های عدد صحیح اصلی ساده شده، ن. دهیم می

بطور مثال در اینجا )تواند داشتن یک مسئله اصلی غیر موجه باشد  می پیدا شده از قبل مستثنی است، معیار پایان دهی 

 (.وجود ندارد که آن را موجه سازد 1-0هیچ ترکیب 

 

 GBDهمگرایی محدود  -3-4-3 

-3 را ثابت کرد که در بخش  GBDهمگرایی محدود الگوریتم  Geoffrion,1972، (16-2) فرمولاسیونبرای 

 :نشان داده شده است و بصورت زیر است 4-2

 

 (همگرایی محدود) -4-3 قضیه 

و یا حتی  0برای هر  GBDیک مجموعه گسسته باشد، الگوریتم  Yنگهداری شوند و  C3و  C2و  C1اگر 

 .در تعداد محدودی تکرار به پایان خواهد رسید 0برای 

 .توان به همگرایی دقیق رسید می توجه شود در این حالت در تعداد محدودی تکرار 

 

  GBDگونه های  -3-5 

( را ببنید 3تبصره )را تشریح نمودیم و یک فرض کلیدی  GBDدر بخش قبل دستورات الگوریتم کلی برای 

);,();,(ات برای توابع پایه ساخته شده با توجه به محاسب  yandy  از مسائل اولیه موجه وناموجه را

را بررسی خواهیم کرد که نتیجه شده از نظارت بر  GBDنشان دادیم؛ متعاقباً، در این بخش چندین نوع از گونه های 



 -------------   (22/02/1930: روزرسانی به)  ----  آميخته سازي بهينه –14فصل

 

 

19 

ضیاتی محاسبات برای توابع پایه معرفی شده با دقت بالا برای حالات خاص و هم برای ساختن فر

 .که ممکن است حدهای پایینی معتبری در حالت کلی تولید نکنند، هستند

 

  GBD ،V1-GBDگونه اول  -3-5-1 

نامیده  Pبه عنوان خاصیت  Geoffrion,1972بر پایه فرض زیر شکل گرفته است که بوسیله  GBDاین گونه 

 . شده است

 

 (Pخاصیت )-5-3 قضیه 

),,,(، اینفیموم  0و  برای هر  yxL  با توجه بهXx  تواند مستقل از  میy  انتخاب شود، برای

);,(اینکه تابع پایه   y  تواند صریحاً با تأثیر کم یا بدون تأثیری که برای سنجیدن آن در یک مقدار منفرد  میy 

);,(,),(بطور مشابه، توابع پایه . مورد نیاز است، بدست آورده شود  y  توانند صریحاً بدست  می

 .آورده شوند

 Geoffrion,1972  دو دستته مهم از مسائل خاصیتP را شناسایی کرد: 

 .هستند yو  xبطور خطی قابل جداسازی بر حسب  gو  hو  f: 1دسته 

 .ریب متغیربرنامه ریزی ض: 2دسته 

Ceromel and Belloni(1986)  یک دسته مشابه برای برنامه ریزی ضریب متغیر شناسایی کرد که برای

 .کاربرد نیروی دستگاه برای مسائل سیستم های گرمایی قابل کاربرد است

 

 :داریم 1در مسائل دسته 

)()(),(

)()(),(

)()(),(

21

21

21

ygxgyxg

yhxhyxh

yfxfyxf







 

 

 :داریم 2در مسائل دسته 

cyxyxg

yxfyxf

i

i

i

j

i

i

i

i









),(

,)(),(

 

 

 :، داریم Gromel and Belloni(1986)در مسائل 
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)()(),(

,)())((),(

kLykxyxg

ygykxfyxf

i

iij

k i i

iiiii







 
 

خواهیم پرداخت چون این مورد بتنهایی یک ساختار  1برای مسائل دسته  V1-GBDدر ادامه، به بحث در مورد 

 . دهد می را شرح (  OAبطور مثال )ریاضی جالب برای دیگر الگوریتم هایی که توسعه داده شده اند 

V1-GBD تحت تفکیک پذیری 

);,();,(فرض تحت تفکیک پذیری، توابع پایه 
ll

kk yakdy   ، توانند بصورت توابع صریح  می

 بدست آورده شوند چون  yاز 

 
 

 )()()(min)()()(

))()(())()(()()(min

),(),(),(min

),,,(min),;(

111222

212121

xgxhxfygyhyf

ygxgyhxhyfxf

yxgyxhyxf

yxLy

TTTT

TT

TT

kk

Xx

kk

kk

Xx

kk

Xx

kk

Xx

kk

























 

 

تواند بصورت غیر  می که  xو یک مسئله از  yتوجه شود که بعلت تفکیک پذیری به یک تابع صریح از ( 1تبصره 

 .رسیم می وابسته حل شود، 

);,(بطور مشابه تابع پایه 
ll

y  بصورت زیر است: 

 
 

 )()(min)()(

))()(())()((min

),(),(min

),,,(min),;(

1122

2121

xgxhygyh

ygxgyhxh

yxgyxh

yxLy

TTTT

TT

TT

tt

Xx

tt

tt

Xx

tt

Xx

tt

Xx

tt

























 

 

kk، نیاز داریم تا بردارهای ضریب xتوجه شود که برای حل مسائل غیر وابسته از ( 2تبصره   و ,
ll

 از  ,

 .مسائل اولیه موجه و ناموجه را بشناسیم

kyyفرض تحت تفکیک پذیری مسئله اولیه برای    آید می ثابت شده از فرمول زیر بدست: 

)()(

)()(..

)()(min

21

21

21

ygxg

yhxhtS

yfxf

k

k

Xx








 

 .تحت فرض تفکیک پذیری را توضیح دهیم V1-GBDبرای  می توانیم طرز کار الگوریت می حالا 
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  V1-GBDالگوریتم 

 

VYyنقطه اولیه را ( 1گام  1 اولیه . قرار دهید)( kyP  1را حل کنید و یک حلx  بهینه و بردارهای

11ضرایب  ,  1,1شمارنده ها را . بدست آورید  lh 0ضریب خطای همگرایی را . قرار دهید  انتخاب

 .کنید

 

 مسئله اصلی ساده شده را حل کنید( 2گام 







,...,2,1)()(0

,...,2,1)()()(..

min

122

1222

,

lLygyh

KkLygyhyftS

lll

B

kkk

B

B
Yy

TT

TT

B








 

)]()()([min

)]()()([min

1111

1111

xgxhxfL

xgxhxfLwhere

TT

TT

kk

Xx

k

kk

Xx

k











 

 .حل هایی که برای مسائل غیر وابسته توضیح داده شده در بالا هستند

)ˆ,ˆ( By را در یک حل بهینه قرار دهید .B̂ یک حد پایینی است بدین معنی کهBLBD ̂ . اگر

LBDUBD  رسد می الگوریتم به پایان. 

 

 2-4-3 مانند بخش ( 3گام 

 

 بصورت خطی شرکت  y، فرض کنیم که  yو  xتوجه شود که اگر علاوه بر تفکیک پذیری در ( 3تبصره 

 :، خواهیم داشت(OAبطور مثال شرط هایی برای الگوریتم )کند می

,)(

,)(

,)(

2

2

2

yByg

yAyh

ycyf T







 

 Bخطی با یک  1-0یک مسئله برنامه ریزی  V1-GBDبرای  2که در این حالت، مسئله اصلی ساده شده از گام 

بطور مثال )تواند با حل کننده های در دسترس حل شود می اسکالر اضافی خواهد بود که 

CPLEX،ZOOM،SCICONIC ) اگر متغیرهایy  ،بطور تفکیک پذیر در یک روش غیر خطی شرکت کنند

 .است 1-0مسئله اصلی ساده شده از نوع برنامه ریزی غیر خطی 

 

1و  kL1توجه شود که بسبب قضیه همزادی قوی، نیازی به حل مسائل برای ( 4تبصره 

1L  نداریم چون حلهای بهینه

 .است xآنها مشابه انواعی از مسائل اولیه موجه و ناموجه با توجه به 
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تواند  می و   Kocis and Grossmann(1997)از  1این مثال یک نسخه اصلاح شده از مثال  -1-3 مثال 

 :بصورت زیر بیان شود

 1,0

4.15.0

0)5.0ln(

)5.0ln(2min

1

11

11
,1









y

x

yxxtosubject

xxy
yx

 

 .است yو خطی بودن بر حسب  yو  xتوجه شود که خصوصیات آن تفکیک پذیری در 

yyg

xxxg

yyf

xxxf









)(

)5.0ln()(

)(

)5.0ln(2)(

2

111

2

111

 

1)(همچنین توجه شود که  xf  1)(و xg  1، توابع محدبی بر حسبx  هستند و بنابراین شرایط محدب بودن مورد

 .نیاز، اغنا شده اند

توانیم مسئله اصلی ساده شده را  می تحت فرض تفکیک پذیری،  V1-GBDحالا طبق تحلیل ارائه شده برای 

 .کنیم فرمولاسیونبشکل صریح 

 مسئله اصلی ساده شده 

))5.0ln((min

))5.0ln(()5.0ln(2min

0

,...,2,1

min

11
4.15.0

1

1111
4.15.0

1

1

1

,

xxL

xxxxLwhere

Ly

KkLyytosubject

l

x

l

k

x

k

ll

kk

B

B
y B
























 

 

 .را بکار ببریم V1-GBDتوانیم الگوریتم  می حال 

 

01انتخاب ( 1گام  y 

)(حل مسئله اولیه  1yP زیر: 

4.15.0

0)5.0ln(

)5.0ln(22min

1

11

11
,1







x

xxtosubject

xx
yx

 

 :که دارای حل زیر است
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381.0

353.01





l

x


 

 .است 558.2UBDو حد بالایی 

 

 (2گام 

558.2))5.0ln((381.0)5.0ln(2min 1111
4.15.0

1 


xxxxL
x

l 

)(نداریم چون بسبب همزادی قوی، حل آن برابر مسئله اولیه متناظر  kL1توجه شود که نیازی به حل برای  1yP 

 :پس مسئله جامع ساده شده از شکل زیر است. است

]1,0[

558.2381.0

min
,





y

yytosubject B

B
y B






 

12حل آن  y یر است و است و حد پایینی آن بصورت ز 

939.1LBD 
 

12حل اولیه برای ( 3گام  y ،)( 2yP که دارای حل زیر است: 

73684.0

124.2

375.11









objective

x

 

 :حد بالایی جدید بصورت زیر است

124.2)124.2,558.2min( UBD 

 .ایمرا امتحان کرده  1-0و این حل بهینه است چون تمام ترکیب های 

 

  GBD ،V2-GBDاز  2گونه  -3-5-2 

)(از مسئله اول  kxتوانیم از حل بهینه  می بر اساس این فرض است که ما  GBDاین گونه از  kyP  همراه با

);,(بردارهای ضرایب برای تخمین تابع پایه  kky  استفاده کنیم. 

، برای تخمین تابع (اگر اولیه ناموجه باشد)توانیم از حل بهینه مسئله موجه بودن  می کنیم که  می بطورمشابه، فرض 

);,(پایه  kky   کنیم می استفاده. 

ینه یابی کند و بنابراین مسائل به می را به مقدار بهینه بدست آمده از مسئله اولیه متناظر آن متصل  xفرض بالا، بردار 

به حل مسئله  xباید توجه شود که ممکن است متصل کردن . شوند می کنند حذف  می داخلی که توابع پایه را تعریف 

اولیه هم ارز، لزوماً توابع پایه معتبر را تولید نکند، به این معنی که هیچ تضمین تئوریکی برای بدست آوردن حدهای 

 .تصور نیستدر حالت کلی قابل ( 2 )پایینی برای حل 
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  V2-GBDالگوریتم 

 

 :تواند بصورت زیر بیان شود می  V2-GBDالگوریتم 

 

VYyیک نقطه ابتدایی ( 1گام  1 انتخاب کنید. 

)(مسئله اولیه  1yP  1را حل کنید و یک حل بهینهx  11و بردارهای ضریب ,   . شمارنده راk=1   وl=1   و

 .انتخاب کنید 0خطای مجاز برای همگرایی را 

 

 .مسئله اصلی داده شده را حل کنید( 2گام 

),(),(),,,(

),(),(),(),,,(

,...,2,1),,,,(0

,...,2,1),,,,(..

min
,

yxgyxhyxL

yxgyxhyxfyxLwhere

lyxL

KkyxLtS

lklklll

kkkkkkkk

kkk

kkk

B

B
Yy

TT

TT

B






















 

 .برای مسئله اولیه هستند kxتوابع لاگرانژ سنجیده شده در حل بهینه 

)ˆ,ˆ(اجازه دهید  By  یک حل بهینه باشد .B̂  یک حد پایینی است به این معنی کهBLBD ̂  . اگر

LBDUBD  یابد می الگوریتم پایان. 

 

Yy}1,0{توجه شود تا زمانی که ( 1تبصره  با یک متغیر  1-0باشد ، مسئله جامع یک مسئله برنامه ریزی   

B اگر متغیرهای . اسکالر استy  تواند با  می است که  1-0بصورت خطی شرکت کنند، آن یک مسئله خطی

را به شکل  توانیم برش های عدد صحیح می در چنین حالتی . حل شود branch and boundالگوریتم های استاندارد 

 :زیر معرفی کنیم

 

 

,

0:

1:

1

BofycardinalittheisB

yiBN

yiBwhere

Byy

i

i

BNi

i
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i





 


 

اگر ما از چنین تدبیری استفاده نماییم، گزینه دیگر برای ملاک . کند می پیدا شده از قبل را حذف  1-0که ترکیبات 

دگی قرار مورد رسی 1-0کند که تمام ترکیبات  می البته این امر اشاره . پایان برای مسائل جامع ساده شده خواهیم داشت

 .گرفته اند
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 را معتبر  V2-GBDبرای رسیدگی کردن مهم است شرایطی که در صورت اغنا، فرض بکار رفته در ( 2تبصره 

 :شود می این فرض با یک اختلاف جزئی بصرت زیر بیان . سازد، شناسایی شوند می









,,...2,1,),,,(),,,(min),;(

,...,2,1,),,,(),,,(min),;(

lyxLyxLy

KkyxLyxLy

lllll

Xx

ll

kkkkk

Xx

kk




 

ه شده در حل اولیه متناظر، برآورد کننده های معتبر برای مسائل کنیم توابع لاگرانژ سنجید می به این معنی که، فرض 

 .هستند Xxبهینه یابی داخلی با توجه به 

),,,(توابع لاگرانژ C1بسبب شرط  kkyxL  و),,,( llyxL  برای هر ،y  ثابت شده بر حسبx 

 .هستند xمحدب هستند چون آنها ترکیبات خطی از توابع محدب بر حسب 

),,,(متعاقباً  kkyxL  و),,,( llyxL   خطی بودن های محل اطراف نقاطkx  وkx  از توابع پایه

),;( kky  و),;( lly   بنابراین فرض قبلی پا برجاست اگر مسئله تصویر شده . دهند می را نشان)(y  بر

غیر محدب باشد، فرض پا برجا نیست و الگوریتم ممکن است  y)(اما اگر مسئله تصویر شده . محدب باشد yحسب 

 .در یک حل محلی یا حتی در یک نقطه غیر ایستا به پایان رسد

 Sahanidisو سپس بوسیله  Foudas and Visweswaran(1990)این تحلیل برای اولین بار توسط 

Grossman یک  2 معتبر است در حالیکه شکل دهد که در آن فرض  می حالتی را نشان  1 شکل . بیان شده است

 . دهد می حالت برای یک حل محلی یا نقطه نا ایستا را نشان 

qYتوجه شود که در تحلیل بالا فرض نکرده ایم که  }1,0{که متغیر های  می و بنابراین، این استدلال حتی هنگا

y متغیرهای  2 و  1 درحقیقت، شکلهای . پیوسته هستند، قابل کاربرد استy  دهند می پیوسته را نمایش. 

 

و  xتحت شرطهای تفکیک پذیری  V2-GBDهمچنین بسیارمهم است که اعتبار فرض ساخته شده در ( 3تبصره 

y  خطی بودن بر حسبy ( بطور مثال شرایطOA )در این حالت داریم. امتحان شوند: 
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xgByyxg

xhAyyxh

xfycyxf T







 

 :آید می پس تابع پایه برای اولیه موجه بصورت زیر در 

)()()(min

)()(),;(

111 xgxhxf

ByAyycy
TT

TT

kk

Xx

kkTkk











 

kxxهمچنین توجه شود که چون ما . خطی است yخطی بوده و بنابراین بر حسب  yکه بر حسب    را ثابت کرده

ایم، 
Xx

min  در حقیقت یک ارزیابی در ،kx به طور مشابه حالت . است),;( kky   تواند تحلیل شود می .

شود اگر تفکیک پذیری و خطی بودن نگه داشته شود که حالت  می درست نگه داشته  V2-GBDبنابراین، فرض در 
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یک  C3 ،V2-GBDو  C2و  C1این روش تحت شرایط . دهد می را نیز پوشش  y 0-1متغیرهای 

 .زند می را تخمین   yو خطی بر حسب  yو  xبرای مسائل تفکیک پذیر بر حسب حل جهانی 

 

 .است 1-0گرفته شده است و دارای سه متغیر  Sahinidis and Grossmann(1991)این مثال از  -2-3 مثال 

1,0,,

12.0

0)1(2

2

025.01.0

03..

min

321

321
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32

21

321




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







yyy

x

yyy

yyy

yyx

yyxtS

yyy

 

توان مستقیماً به مسئله اصلی ساده  می هستند و بنابراین  1-0توجه شود که قید سوم و چهارم تنها دارای متغیرهای 

 .شده تغییر داده شود

خطی است و دارای تحدب بر  yتفکیک پذیر بوده و بر حسب  yو  xدر ضمن توجه شود که این مثال بر حسب 

 :بنابراین داریم. ثابت شده است yبرای  xحسب 

)]()3([)25.01.0()(),;(

)]()3(5[

),25.01.0()(),;(

21322211

21

322211321

2

llllllll

kkkkk

kkkk

xxyyyyy

xxx

yyyyyyyy













 

 

 (1تکرار 

 

),,()1,1,1(( 1گام  321 yyyرا قرار دهید. 

 :آید می مسئله اولیه بصورت زیر در 

125.0

035.0

023..

53min 2









x

x

xtS

x

 

 :و حل آن بصورت زیر است

,5.3

,0

,35.0

3

2

1







x

x

x

 

 . 6125.3UBDبا هدف برابر با 
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 :مسئله جامع ساده شده برابر است با( 2گام  

1,0,,

0)1(2

2

6125.0)25.01.0(5.3)(0..

min

321

321

321

3221321

,,, 321









yyy

yyy

yyy

yyyyyyytS B

B
yyy B






 

2)0,1,1(که دارای حل  y  7375.1و LBDB 735.16125.3چون . است LBDUBD 

2yy، کار را با    5)35.0()0)(35.30()5.3)(35.0(6125.0توجه شود که. دهیم می ادامه 2 . 

 

 ( 2تکرار 

 

2)0,1,1(( 1گام  yرا قرار دهیم. 

)(اولیه  2yP را حل کنید. 

12.0

01.0

023..

52min 2









x

x

xts

x

 

 و حل آن اینست

,0

,0

,2.0

2

2

2

1

2











x

 

)2.2,6125.3min(2.2حد بالایی به روز شده . است 2/2تابع هدف  UBD است. 

 

 :مسئله جامع ساده شده به صورت زیر است( 2گام 

1,0,,

0)1(2

2

2.0

6125.0)25.01.0(5.3..

min

321

321

321

321

32321













yyy

yyy

yyy

yyy

yyyyyts

B

B

B







 

),,()0,1,1(که دارای حل  321 yyy  2.2و LBDB  0چون . استLBDUBD  کار را ،

),,()0,1,1(ب 321 yyy  دهیم می به عنوان حل بهینه ادامه. 
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-V2سپس . است( 1و1و0)توجه شود که اگر باید برای نقطه شروع، حل بهینه را انتخاب کنیم، آن ( 4تبصره 

GBD چون . توضیح داده شود 3تواند بر حسب شرایط تبصره  می این امر . باید در در یک تکرار پایان یابد)(y 

 محدب است، نقطه بهینه متناظر است، مینیمم جهانی و صفحه مماس به این مینیمم محکمترین حد بالایی را بوجود 

 .ده استنشان داده ش 3 این امر در شکل . آورد که بوسیله با همزادی قوی با حد بالایی برابر است می

 

 GBD  ،V3-GBDاز  3گونه  -3-5-3 

 Y 0-1شناخته شده است و برای دستگاه  GOSنشان داده شده است و به عنوان  Floudas et alاین گونه بوسیله 

کند اما با فرض های اضافه شده  می استفاده  V2-GBDاین روش از همان فرض بکار رفته در . رود می و پیوسته بکار 

 :به آن

(i) ),( yxf  ،),( yxg  توابع محدب بر حسبy  برای هر x  ثابت شده هستند و 

(ii) ),( yxh  توابع خطی بر حسبy  برای هرx هستند 

این فرض اضافه برای این ساخته شده بود که یک ساختار مخصوص را تنها برای اولیه بلکه برای مسئله جامع ساده 

 . نوع ساختار مخصوص در مسئله اصلی ساده شده باید با خصوصیات تحدب آن انجام شود. شده، بوجود آورد

-V2اصلی ساده شده و اولیه بوسیله به روشی است که مسئله   yو  x، انتخاب متغیرهای GOSایده اصلی در 

GBD نیاز های تحدب مناسب را اغنا کنند و بنابراین به حلهای جهانی مربوط به خود برسند ،. 

 

V3-GBD با تفکیک پذیری 

 :با توجه به فرض تفکیک پذیری داریم

)()(),(

)()(),(

)()(),(

21

21

21

ygxgyxg

yhxhyxh

yfxfyxf







 

 : سازد، بر این دلالت دارد که می متمایز  V2-GBDرا از  V3-GBDفرض اضافی که 

(i) )(2 yf 2)(و   yg   بر حسبy محدب هستند و 

(ii) )(2 yh بر حسبy خطی است. 

 .پس، مسئله اصلی ساده شده بصورت زیر خواهد بود

Llxgxhygyh

Kkxgxhxf

ygyhyftS
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B
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B
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min
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
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
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نشانگر  yکند اگر  می محدب  yرا بر حسب توجه شود که فرض اضافی، مسئله ( 1تبصره 

qYyاگر . متغیرهای پیوسته باشد }1,0{  و متغیرهایy  22بطور مثال )بصورت خطی شرکت کنند , gf  خطی

را  V3-GBDبنابراین، این حالت یک ترقی تحت . ، در نتیجه مسئله اصلی ساده شده، محدب است(هستند yبر حسب 

( 2 )در توابع پایه معتبر خواهد بود که به این دلالت دارد که به حل جهانی برای  V3-GBDدهد و کاربرد  می نشان 

 .خواهیم رسید

 

V3-GBD بدون تفکیک پذیری 

GOS  ( 2 )به سمت استخراج و طلب ساختار مخصوص برای مسائل غیر قابل تفکیک غیر محدب برای نوع 

 . رود می

q

n

Yy

Xx

yxg

yxhtS

yxf









0),(

0),(..

),(min

 

 

 :و شرط اضافی C3و  C2و  C1تحت شرایط 

(i) ),( yxgو),( yxf  توابع محدب بر حسبy  برای هرx ثابت شده هستند. 

(ii) ),( yxh  توابع خطی بر حسبy  برای هرx هستند. 

 . رسند می های بهینه مربوطه بنابراین مسائل ساده شده و اولیه به حل

 

تواند از نظر تئوریکی توابع معتبر در  می ن GOSتفکیک پذیر هستند، پس  yو  xتوجه شود که چون ( 2تبصره 

 (را ببیند V2-GBD.)محدب باشد این امر امکان پذیر است y)(حالت کلی تولید کند، اما اگر 

مسائل اصلی ساده شده و اولیه  Yعلی رغم محدودیت تئوریکی، آموزنده است که ببینیم چگونه برای 

 .این امر در ادامه توضیح داده خواهد شد. شوند می محدب استنتاج 

 

 .گرفته شده است Floudas et alاین مثالی است که از  -3-3 مثال 
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. توجه شود که تابع هدف محدب است چون دارای بخش های کوادراتیک مثبت و خطی است

321بوسیله معرفی سه متغیر جدید . آید می تنها غیر خطی بودن ها از محدودیت مساوی  ,, wwwسه تساوی: 

0

0

0

213

112

11







wxw

wxw

xw

 

 :معادل بصورت زیر بنویسیم فرمولاسیونتوانیم یک  می 
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 :توجه شود که اگر در نظر بگیریم

),,,( 3211

1

wwwxx

xy




 

شوند و به حلهای  می شوند و بنابراین مسائل اصلی ساده شده و اولیه محدب  می تمام شرایط تحدب تحمیلی اغنا 

 .جهانی مربوط به خودشان خواهند رسید

kyyمسئله اولیه برای   است بابرابر: 
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 :مسئله اصلی ساده شده برابر است با
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 .خطی است yمحدب است، در حالیکه مسئله جامع ساده شده بر حسب  xاولیه بر حسب ( 3تبصره 

 :کند می برای چندین نقطه شروع، حل جهانی بصورت زیر را تعیین  V3-GBDکاربرد 
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 :رسیم می متناظر زیر  فرمولاسیونرا از محدودیت مساوی جایگزین کنیم، به  2xاگر ( 4تبصره 
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xtS
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 .دهد که آن یک مسئله محدب است می نشان  فرمولاسیونتحلیل ویژه مقدار بر این 

 برای نقطه به حل جهانی همگرا  V3-GBDتصویر شده در این مثال، محدب است و بنابراین y)(در نتیجه مسئله 

 . شود می

 

گرفته شده است و به عنوان یک مثال  Floudas and Visweswaran(1990)این مثال از  -4-3 مثال 

 .انگیزشی برای بهینه یابی جهانی بکار رفته است
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وابسته به دو )نشان داده شده است و بسبب محدودیت نامساوی دو سویه 4 جه در شکل منطقه مو

),()1,4(این مسئله یک مینیمم محلی قوی در . ، غیر محدب است(خط مستقیم yx همراه با یک تابع هدف برابر با ،

),()8,5.0(و یک مینیمم جهانی در  -5 yx  دهد می را نشان  -5/8با تابع هدف برابر. 

 .نشان داده شده است 5 ، در شکل  y ،)(yvتصویر بر فضای 

21نامحدب است و اگر ما  yv)(توجه شود که  y  را به عنوان نقطه شروع درV3-GBD  ،انتخاب کنیم

این امر بسبب فرض . رسد، که در حقیقت حتی یک حل محلی هم نیست می ان حل به پایان الگوریتم با آن به عنو

 .است V3-GBDو  V2-GBDمتداول برای 

بر این اشکال پایه ای چیره شده است و بهینگی جهانی برای کلاس های مختلف از مسائل غیر   GOP 1( 5تبصره 

بهینه یابی جهانی از اهمیت بالایی برخوردار شده است و  در طول دهد گذشته فضا برای. کند می محدب را تضمین 

 خواننده علاقه مند به تئوریهای بهینه یابی جهانی، الگوریتم ها، کاربردها و مسائل آزمایشی به کتابهایی از 

Horst and Tuy(1990), Neumaier(1990),Floudas and 

Pardalos(1990),Hansen(1992),… 
 .شود می ارجاع داده 

 

 3-  GBD گسسته-در بهینه یابی پیوسته و پیوسته 

 یک زیر کلاس از مسائل را معرفی ( 2 )ذکر کرده ایم که ( 1-3 مراجعه شود به ) فرمولاسیوناز بخش  1ما درتبصره 

برای  Yyفرض کرده ایم که ( 2 )این به آن علت است که ما در مسئله . بکار رود GBDتواند برای  می کند که  می

پیشنهاد کرده است که  Yیک تحلیل برای  Geoffrionتنظیم شده است، در حالیکه  1-0ترکیبی از متغیرهای 

 .گسسته باشد-پیوسته، گسسسته یا پیوسته Yمجموعه 

 1-3 هدف اصلی در این بخش نشان دادن اصلاحات مورد نیاز برای ادامه دادن تحلیل نشان داده شده در بخش های 

( را ببینید 1-3-3 بخش )تحلیل ارائه شده برای مسئله اولیه . گسسته است -پیوسته Yپیوسته و مجموعه  Yبرای  5-3 تا 

بطور مثال( )2 )با وجود آن تحلیل مسئله جامع فقط در نمایش همزاد برای تصویر مسئله . ماند می به همان صورت باقی 

)(y ) در فضایy  شود اگر علاوه بر دو شرطی که در  می اغنا  3در حقیقت قضیه . کند می تغییرC3  بیان شده است

 :داشته باشیم که

(iii)  برای هرy  ،ثابت شده)(y  ،محدود است),( yxgو),( yxfو  ),( yxh  بر حسبx  ،پیوسته هستند

x بسته است و حل بهینه-  برای مسئله اولیه)(yP  0ناتهی است و برای برخی محدود شده است. 

 

1
 -Generalized Bender Decomposition  
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طرز . است (iii)و (ii)و  (i)دارای سه بخش  C3و  C1فرض هایی بصورت  3بنابراین قضیه 

به 1ماند در حالیکه قضیه برای همگرایی محدود می به همان صورت باقی  2-4-3 بیان شده در بخش  می عمل الگوریت

- شود می شود و به شرایط اضافی نیاز دارد که در قضیه زیر شرح داده  می تبدیل   2همگرایی  محدود: 

 

 (همگرایی  محدود -)  -3 قضیه 

 اجازه دهید

(i) y  یک زیر مجموعه ناتهی ازV باشد. 

(ii) x یک مجموعه محدب ناتهی باشد. 

(iii) f  وg   برای هرYy  ثابت شده بر حسبx محدب باشند. 

(iv) h  برای هرYy  ثابت شده بر حسبx محدب باشد. 

(v) f  وg  وh  بر حسبxy پیوسته باشند. 

(vi) ه بردارهای ضریب بهینه برای مسئله اولیه برای تمام مجموعYy  ناتهی باشد و بطور یکنواخت در بعضی از

 .همسایگان هر یک از این نقاط محدود شده باشد

 .در تعداد محدودی تکرار به پایان برسد GBDداده شده،  0سپس برای هر 

 

VYیعنی ) (i)فرض ( 1تبصره    ) 3امکان گامb  برد و بسیاری کاربردها وجود دارند که درآن  می را از بین

VY   اما اگر (. برای مثال برنامه ریزی ضریب متغیر) برقرار استVY  ما ممکن است که در زمانهای متوالی ،

توانیم طرز عمل را  می همگرایی محدود،  -در این حالت،برای حفظ کردن . داشته باشیم 3bم بسیاری نیاز به حل گا

و بازگشت به گام  3bاصلاح کنیم بطوریکه برای بطور محدود کوتاه کردن هر توالی بیش از حد طولانی از حلهای گام 

3a  باVY   مساوی با نقطه محدود برون یابی شده که فرض شده است که بهVY  اگر ما فرض . تعلق دارد

VY   را نسازیم، کلید مناسب برای جستجو اینست کهV  دارای نمایشی بر حسب یک مجموعه محدود از قیدها

توجه شود که . د در بسیاری از مواقع در یک عدد محدود اتفاق بیافتدتوان می  3bباشد، چون اگر این حالت باشد گام 

 hو  gبوسیله قیدهای خطی داده شده باشد و  Xرا نشان دهد یا  xحدهای متغیر   X، داشته باشیم که C1اگر علاوه بر 

 .تواند بر حسب مجموعه محدودی از قیدها نمایش داده شود می  Vشرط تفکیک پذیری را اغنا کنند، 

 

بردارهای ضریب بیهنه وجود داشته باشد و دلیل اینکه این  Yyنیاز دارد که برای تمام  (vi)فرض ( 2تبصره 

بردارهای ضریب به سمت بی نهایت میل نکنند، این است که آنها بطور یکنواخت در برخی همسایه ها از هر یک از این 

 

1
 - Finite Convergence 

2
 - Finite  - convergence 
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یکنواخت  boundednessشرط زیر را برای بررسی  Geoffrion(1972). نقاط محدود شده اند

 : بوجود آورده است

 :وجود داشته باشد، بطوریکه Xxیک مجموعه ناتهی، فشرده و محدب باشد و در آنجا یک نقطه Xاگر 

0),(

0),(





yxg

yxh
 

 .محدود شده است  yمجموعه بردارهای ضریب بهینه بطور یکنواخت در تعدادی همسایگی از 

 

 :شود می گرفته شده است و بصورت زیر بیان  Kocis and Grossman(1988)این مثال از  -5-3 مثال 

1,0

0

6.1

025.1..

2min

2

,











y

x

yx

yxtS

yx
yx

 

در ضمن توجه شود که . است و بنابراین با یک مسئله غیر محدب مواجهیم xتوجه شود که قید اول مقعر بر حسب 

 . رسد می بنظر  xخطی و تفکیک پذیر بر حسب متغیر  y 1-0متغیر 

 .جدید و یک قید مساوی اضافی تعریف کنیم 1xاستفاده کنیم و سپس یک متغیر  V3-GBDاگر از رویکرد 

01  xx 

 :تواند بشکل معادل زیر نوشته شود می مسئله 

1,0

0,

6.1

0

025.1..

2min

1

1

1

,, 1













y

xx

yx

xx

yxxtS

yx
yxx

 

 :کند می کنند، موارد زیر را مشخص  می تحلیل دقیق از مجموعه قیدها که حد را معین 

 

(i)  0برایy  25.12داریم x  1و برایy  25.02داریم x (قید نامساوی اول را بببنید )بطور مشابه 

(ii)  0اگر قید نامساوی دوم داریم که برایy  ،6.12 x 1در حالیکه برایy ،6.02 x 

 :داریم( 1xوبنابراین ) xبا استفاده از مشاهدات مذبور یک حد پایینی برای 

6.15.0  x 
 :شود می مجموعه ای از متغیرهای پیچیده برای این مثال بصورت زیر نوشته 

),( 1 yxy  



 -------------   (22/02/1930: روزرسانی به)  ----  آميخته سازي بهينه –14فصل

 

 

35 

 :آید می مسئله اولیه بشکل زیر در . و پیوسته است 1-0و این یک مجموعه از متغیرهای 

6.15.0

0

025.1..

2min

1

1









x

xx

yxxtS

yx

k

kk

k

x

 

 (:لیه را موجه فرض کنیماو)آید می بصورت زیر در  V3-GBDمسئله اصلی ساده شده بسبب رویکرد 

)25.1()(2),,,(

1,0

6.15.0

6.1

,),,,(..

min

11

1

1

,

yxxxxyxyxLwhere

y

x

yx

yxLtS

kkkkkkkT

kkk

B

B
y B


















 

6.1توجه شود که قید  yx  6.11بصورت  yx  1نوشته شده است و چونx  وy  متغیرهای پیچیده

 .شود می هستند بطور مستقیم به مسئله اصلی ساده شده منتقل 

همچنین توجه شود که در این حالت مسئله اولیه یک مسئله برنامه ریزی خطی است، در حالیکه مسئله اصلی ساده 

برای حل این مسئله برای نقاط شروع مختلفی بکار رفته  V3-GBD. است آمیخته شده یک مسئله برنامه ریزی خطی 

بود، حتی با وجود آنکه شرایط تئوریک برای تعیین و حل جهانی در دو تکرار بدست آمده ( .Feloudas et al)بود 

 .حل جهانی اغنا نشده بود

 

  Outer Approximationتقریب بیرونی  -4 

 

 فرمولاسیون -4-1 

Duarn and Grossmann(1986a;1986b)  یک الگوریتمOA  برای دسته های زیر از مسائلMINLP 

 :ارائه داده اند

},}1,0{:{

},:{

0)(..

)(min

22

11

,

ayAyyYy

axAxxXx

ByxgtS

xfyc

q

nn

T

yx









 

 :زیر تحت شرایط

C1 :X  یک مجموعه ناتهی، فشرده و محدب است و توابع 

pn

n

g

f





:

:
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 .محدب هستند xبر حسب 

C2 :f  وg همیشه بطور مداومقابل دیفزانسیل گیری هستند. 

C3 : یک قید صلاحیت( بطور مثالSlater’s ) بوسیله ( 13 )در حل هر مسئله برنامه ریزی غیر خطی نتیجه شده از

 .شود می ، نگه داشته yثابت کردن 

تواند اداره  می  GBDاست که ( 2 )متناظر با یک زیر مجموعه از مسئله ( 13 ) فرمولاسیونتوجه شود که ( 1تبصره 

 این امر بسبب فرضیات ذاتی برای. کند

(i)  تفکیک پذیری بر حسبx  وy و 

(ii)  خطی بودن بر حسبy است. 

بنابراین فرض ضمنی در . دهد می هیچ محدودیت مساوی غیر خطی را نشان ن( 13 )که مسئله همچنین توجه شود 

 :اینست که OAالگوریتم 

(iii)  توانند بصورت جبری یا عددی حذف شوند می تساوی های غیر خطی. 

 نا را اغ Geoffrion (1972)از  P، خاصیت (13 )، مسئله  (ii)و  (i)تحت فرضیات ذکر شده در ( 3تبصره 

بعلاوه همانطور که در ( را ببینید 1-5-3 بخش های ) V1-GBDمتناظر با یک زیر مجموعه از  OAکند و بنابراین  می

را  2-5-3 تبصره بخش )سازد  می را معتبر  V2-GBDفرض تحمیلی در  (ii)و  (i)دیدیم، فرضیات 2-5-3 بخش 

و خطی بودن بر  yو  xبا تفکیک پذیری بر حسب  V2-GBDتواند بصورت همتراز با  می  OAو بنابراین ( ببینید

 .قادر به کار بردن محدودیت های مساوی غیر خطی است V1-GBDتوجه شود که . ، در نظر گرفته شودyحسب 

 توجه شود که مجموعه محدودیت های ( 3تبصره 

0)(  Byxg 

 :توانند بصورت متناظر زیر نوشته شوند می 

0

0)(





ByxC

xCxg

l

l

 

),(به  xو بنابراین افزودن  lxبوسیله معرفی یک دسته جدید از متغیرهای  lxx و یک دسته جدید از معادلات .

),(را بصورت  xاکنون اگر ما متغیرهای  lxx  0و شرطهای اول را بصورت)( xG  تعریف کنیم، داریم: 

0

0)(





ByxC

xG
 

است، در حالیکه دسته دوم از محدودیت ها بر  xکه دسته اول از محدودیت ها غیر خطی بر حسب متغیرهای نوع 

ودیت و محدlxجریمه ای که باید به خاطر تبدیل بالا پرداخت نمائیم، معرفی . خطی هستند  yو  xحسب متغیرهای 

 .باشد می های همراه با آنها 

 

 ایده پایه -4-2 
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وجود دارد، در هر تکرار از حل  GBDشبیه با چیزی است که در  OAایده پایه در 

MINLP  با ( 13 )حد بالایی نتیجه شده از حل مسئله ای که مسئله . کنیم می یک حد بالایی و یک حد پایینی تولید

kyyبطور مثال )ثابت شده  yمتغیرهای   )مسئله اصلی با . حد پایینی نتیجه شده از حلی برای مسئله اصلی است. است

ی خطی شده از تابع OAاز اولیه و پایه ریزی شده بر اساس یک  kxاستفاده از اطلاعات اولیه که شامل نقطه حل 

حل مسئله اصلی علاوه بر حد بالا و . است، استنتاج شده است kxهدف غیر خطی و محدودیت های اطراف حل اولیه 

1یعنی)ثابت شده  yپائین، اطلاعاتی برای دسته بندی متغیرهای  kyy ) آورد که در مسئله اولیه بعدی  می بوجود

شوند که متعاقباً  می حدهای بالایی و حدهای پایینی تولید شوند، دو توالی از  می در حالیکه تکرار ها انجام . رود می بکار 

در  سپس، نشان داده شده است که این دو توالی به اندازه . نشان داده شده است، غیر صعودی و غیر نزولی هستند

 .شوند می تعدادی محدود تکرار همگرا 

 

اینست که مسئله اصلی بر اساس اطلاعات اولیه و  GBDبر در برا OAنوجه شود که خصیصه مجزای ( 1تبصره 

 .شده است فرمولاسیونخطی سازی بیرونی، 

 

 توسعه تئوریکی -3-4 

 

 مسئله اولیه -4-3-1 

نمایش یافته است و  kyاست که بصورت  1-0به ترکیب ( 13 )در  yمسئله اولیه متناظر با ثابت کردن متغیرهای 

 :آن بصورت زیر است فرمولاسیون

},:{

0)(..

min

11 axAxxXx

ByxgtS

yc

n

k

kT

x



 

 :تواند موجه یا ناموجه باشد و این دو حالت در ذیل تحلیل شده است می تثبیت، مسئله اولیه  kyبسته به نقطه 

 

 اولیه موجه: (i)حالت 

,)(موجه باشد، حل آن اطلاعاتی بر  kاگر اولیه در تکرار  kk xfx  بهینه و بنابراین حد بالایی کنونی

)( kkT xfycUBD   آورد با استفاده از اطلاعات  می بوجودkx ًتوانیم توابع محدب  می ، متعاقبا)(xg  و

)(xf را در اطرافkx خطی سازی کرده و روابط اغنا شده زیر را داشته باشیم: 

Xxxxxgxgxg

Xxxxxfxfxf

kkkk

kkkk





))(()()(

,))(()()(
 

 .xf)(و  xg)(بسبب تحدب 
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 اولیه ناموجه: (ii)حالت 

 :ناموجه باشد، نیاز به معرفی یک نقطه موجه با نظر به مجموعه محدودیت زیر داریم kاگر اولیه در تکرار 

0)(  kByxg 

 .شود می انجام .( را ببینید 1-3-3 از بخش  (ii)حالت ) GBDو فومول بندی یک مسئله موجه بودن با روشی مشابه 

 :استفاده کنیم، داریم 1l-برای مثال، اگر از مینیمم سازی 

0

,...,2,1)(

..

min
1










j

j

k

j

p

j

j
Xx

a

pjaByxg

tS

a

 

 : توانیم محدودیت ها را خطی سازی کنیم می متناظر را بوجود خواهد آورد که بر پایه آن  lxحل آن نقطه 

llll xxxxgxgxg  ,))(()()( 

 .که سمت راست یک پایه خطی معتبر است

 

 مسئله اصلی -4-3-2 

 :شامل دو ایده اصلی زیر است OAاستنتاج مسئله اصلی در رویکرد 

(i)  به فضای ( 13 )تصویرy و 

(ii) OA برای تابع هدف و منطقه موجه 

 

(i)  به فضای ( 13 )تصویرy  

 :تواند بصورت زیر نوشته شود می ( 13 )مسئله 

Yy

Xx

ByxgtS

xfycT

xy









0)(..

)(infmin

 

 برای پوشش حالتی برای داشتن حل نامحدود برای یک  xتوجه شود که مسئله داخلی بصورت اینفیموم با توجه به 

y همچنین توجه شود که . ثابت شده نوشته شده استycT  تواند خارج از اینفیموم انتخاب شود، تا زمانی که  می

 .باشد xمستقل از 

 :را تعریف کنیم y)(اجازه دهید 
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Xbx

ByxgtS

xfycyv
x

T







0)(..

)(inf)(

 

 

 yبرای ( 13 )پارامتری است و این امر متناظر است با مقداربهینه برای مسئله   yبر حسب متغیرهای  y)(( 1تبصره 

)(یعنی مسئله اولیه )ثابت شده  kyP  ) 

بصورت زیر  xها تعریف کنیم که برای حلهای موجه بر حسب متغیرهای yاز  Vهمچنین اجازه دهید مجموعه 

 :وجود دارد

},0)(:{ XxsomeforByxgyV  

 :تواند بصورت زیر نوشته شود می ( 13 )سپس مسئله 

VYytS

yv
y

..

)(min
 

 

 )تصویر نیاز به اغنای احتیاجات موجه بودن دارد و این امر در . است yبر فضای ( 13 )تصویر ( 17 )مسئله ( 2تبصره 

VYyبوسیله تحمیل کردن ( 17  نشان داده شده است. 

 

با اینفیموم تعویض کنیم، چون تا زمانی که  Xxتوانیم اینفیموم را با توجه به  می توجه شود که ( 3تبصره 

VYy  بسبب فرض تراکم برای ،X  موجودیت حلx  این امر مانع امکان حل . شود می درست نگه داشته

VYyده ثابت ش yنامحدود مسئله داخلی برای     شود می . 

 

برای . شوند می باشد که بصورت ضمنی شناخته  می  y)(و  Vاست، ناشی از ( 17 )مشکلی که در حل ( 4تبصره 

و یک نمایش ویژه  y)(خطی سازی بیرونی از  Duran and Grossmann(1986a)فائق آمدن بر این مشکل، 

 .را در نظر گرفته اند Vبرای 

 

(ii) OA  برای)(y 

OA  برای)(y  بر اساس شرایط اشتراک برای یک دسته نامحدود از توابع پایه خواهد بود، این توابع پایه متناظر با

Xxkدر تمام  xg)(و  xf)(خطی سازی   سپس، شرایط زیر. است: 
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)(. شوند می بسبب فرض تحدب و قابلیت تشخیص پیوسته اغنا  kxf برای  n-بردار شیب 

)(xf  دهد و  می را نشان)( kxg  ماتریس جاکوبسن(np)  ارزیابی شده درXxk   دهد می را نشان. 

 

فرض . است MINLPیک مسئله  y)(خطی است و در نتیجه  xتوجه شود که توابع پایه بر حسب ( 5تبصره 

VYyثابت شده  yصلاحیت قید که در حل هر مسئله اولیه برای    شود، جفت شده با تحدب برای  می نگه داشته

)(xf  و)(xg  :دلالت بر لم زیر دارد 
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),(کند که خطی سازی هایی از قیدها بحساب آورده شوند که در  می کفایت ( 6تبصره  kk yx این . فعال هستند

yv)(سپس، بوسیله جانشینی . دهد که قیدهای کمتری در مسئله اصلی مورد نیاز هستند می نشان  از لم بالا در تصویر   

 :داریم( 17 )مسئله 
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متناظر زیر نوشته  تواند بصورت شکل می ( 18 )اسکالر، مسئله  OAو معرفی یک  minبوسیله ترکیب عملگرهای 

 :شود

VYy

Xx

Fk
Byxxxgxg

Fkxxxfxf
tS

yc

kkk

kkk

OA

OA

T

yx OA


















,
))(()(0

,))(()(
..

min
,,






 

)(یک حل بهینه موجود برای }که      kyP  استKxk :}=F 
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Duran and Grossmann  توانیم  می یک فرض اضافی بوجود آوردند کهVYy  

VYyبا استفاده از این استدلال که نمایشی از قیدهای . جایگزین کنیم Yyرا با    که در خطی سازیهای مسئله

 هستند، مشروط بر آنکه برش های عدد صحیح مناسب که از امکان تولید همان ترکیبات عدد صحیح جلوگیری ( 19 )

 :را بصورت زیر تعریف کردند OAمتعاقباً آنها مسئله اصلی . کنند، معرفی شوند می
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است چون دارای تابع هدف و محدودیت های خطی  MILPیک مسئله ( 20 )توجه شود که مسئله اصلی ( 7تبصره 

),(و متغیرهای پیوسته  oAx   و متغیرهایy 0-1 تواند با الگوریتم های استاندارد  می بنابراین، . استbranch and 

bound حل شود. 

 

 kxمسئله اصلی شامل پایه های خطی معتبر است و بنابراین ساده سازی توابع غیر خطی برای تمام نقاط ( 8تبصره 

Yyyکه نتیجه شده از ثابت کردن  k  به عنوان یک نتیجه این امر ساده . است( 20 )، بصورت نشان داده شده در

دهد و بنابراین یک حد پایینی بر حل های آن است  و این مشابه با  می را نشان MINLP ( 13 )سازی برای مدل اصلی 

 .حل آن است اگر تمام پایه ها در نظر گرفته شوند

 

موجه  kxما احتیاج داریم تا تمام نقاط بطور مستقیم حل شود، چون ( 20 )کارآمد نیست که مسئله اصلی ( 9تبصره 

)(را بشناسیم که دلالت بر این دارد که ما باید تمام مسائل اولیه  kyP ،Yy ( یعنی شمارش فراگیر از گزینه های

یک ساده سازی برای مسئله اصلی معرفی کردند که در  Duran and Grossmannدر عوض، . را حل کنیم( 0-1

 .بخش بعد شرح داده خواهد شد

 

 (OAتفسیر هندسی مسئله اصلی ( )10تبصره 

بر تابع ( یعنی خطی سازی بیرونی)تواند بصورت هندسی بوسیله آزمایش اثر تابع پایه خطی  می  OAمسئله اصلی 

321گرفته شده در نقاط  xf)(خطی برای تابع هدف  پایه های 6 شکل . هدف و محدودیت ها تفسیر شود ,, xxx را

 .دهد می نشان 
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321در نقاط  xf)(توجه شود که پایه های خطی مماس های  ,, xxx هستند و تابع هدف را

 xf)(همچنین توجه شود که تجمع نتایج این پایه های تخمین خطی درتقریب بهتری از تابع هدف . زنند می تخمین 

محدب است، معتبر  xبر حسب  xf)(همچنین توجه شود که تخمین های چون . است( OAیعنی )بواسطه بیرون 

 .هستند

,43یعنی )امل دو نامساوی خطی را برای منطقه موجهی ش OA  7 شکل  gg ) یعنی )و دو نامساوی غیر خطی

21, gg ) در نقطهlx  دهد می را نشان. 

تواند بصورت هندسی به عنوان یک ساده سازی از  می  OAبا داشتن موارد بالا در ذهن، مسئله اصلی برای 

MINLP اصلی که بصورت زیر تعریف شده است، تفسیر شود: 

 (i) Underestimating  تابع هدف و 

(ii) Overestimating منطقه موجه. 

 .آورد می اصلی بوجود  MINLPهمینطور حل آن یک حد پایینی بر حل مسئله  

 

دهای فعال در مسئله اصلی ما نیاز به اضافه کردن خطی سازیهایی برای قی kتوجه شود که در هر تکرار ( 11تبصره 

این امر بر این دلالت دارد که مسئله اصلی ممکن است شامل تعداد زیادی قید به عنوان انجام تکرارها . هستیم OAبرای 

qYبرای مثال، اگر داشته باشیم . باشد }1,0{  دارای ( 13 )وm  2)1(نامساوی باشد، مسئله اصلی باید دارای mq 

این امر، انگیزشی برای حل مسئله اصلی از طریق یک استراتژی ساده . متناظر باشد( 13 )قید باشد، برای اینکه دقیقاً با 

 . کند می سازی را ایجاد 

 

 توسعه الگوریتمی -4-4 

برای حل مسئله اولیه کاملاً ، حل مسئله اصلی است چون مسئله اصلی OAبرای  می نقطه مرکزی در توسعه الگوریت

 .سر راست است که یک مسئله غیر خطی محدب است

به این معنی که، در هر تکرار پایه های خطی از تابع هدف . رویکرد طبیعی برای حل مسئله اصلی، ساده سازی است

دید از قیدهای پایه با این روش، در هر تکرار یک دسته ج. و قیدها در اطراف تمام نقاط خطی سازی قبلی ملاحظه شود

 .دهد می شود که ساده سازی و بنابراین حد پایینی را ازایش  می خطی اضافه 

 

 OAبرای  می دستورات الگوریت -4-4-1 

 

Yyیک نقطه اولیه ( 1گام  1  یا اگر ممکن باشدVY  مسئله اولیه . بگیرید)( 1yP  حاصله را حل کنید و

حد بالایی فعلی را . تنظیم کنید1kشمارنده تکرار را . بدست آورید lxیک حل بهینه 

)()( 11 yvyPUBD  تنظیم کنید. 
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 .را حل کنید (RM)مسئله اصلی ساده شده ( 2گام 








































1,...,2,1,1

,
))(()(0

))(()(
..

min
,,

KkByy

VYy

Xx

Fk
Byxxxgxg

xxxfxf
tS

yc

k

BNi

k

i

Bi

k

i

kkk

kkk

OA

OA

T

yx

kk

OA








 

),(اجازه دهید  1 k

OA

ky   1حل بهینه برای مسئله اصلی ساده شده باشد، که kT

OA gc  حد پایینی فعلی

1. است( 13 )جدید بر  kT

OA ycLBD   1وky  نقطه بعدی مطرح شده برای مسئله اولیه)( 1kyP است .

 .گردیم می باز  1در غیر اینصورت به گام . یابد می ، الگوریتم پایان LBDUBDاگر 

حل بهینه بوسیله بالایی فعلی و بردارهای بهینه . یابد می اگر مسئله جامع دارای یک حل موجه نباشد، الگوریتم پایان 

(x,y ) شود می وابسته به آن داده. 

Yyعلی رقم انتخاب یک  1توجه شود که در گام ( 1تبصره  1  یاVY   ، توانیم ساده سازی پیوسته از  می( 

10یعنی تلقی ( )13  y  ) را حل کنیم و متغیرهایy با این روش، . را به نزدیکترین مقدار عدد صحیح گرد کنیم

ی فرض شده بوسیله OAاین دارد که مطابق الگوریتم همچنین ممکن است که اولیه حاصله ناموجه باشد که دلالت بر 

Duran And Grossmann  قادر هستیم این ترکیب ناموجه در مسئله اصلی ساده شده برای تکرار اول را حذف ،

VYدیگر که متعلق به  yکنیم و از طریق یک   ه واضح است این نقطه که در مسئله اصلی ساد. است، ادامه دهیم

آورد که بتواند به عنوان نقطه خطی سازی برای اینچنین حالتی مورد استفاده قرار گیرد،  می شده هیچ اطلاعاتی بوجود ن

 .جدا از برش عدد صحیح است

را بجای  Yyفرض  Duran And Grossmannشرح دادیم،  y)(برای  OAهمانطور که در 

VYy  اما . ساختند وقیدهای برش عدد صحیح را معرفی کردند که ادعا کرده اند فرض خود را معتبر ساخته اند

Fletcher and Leyffer یک مثال شمارنده که بصورت زیر نشان داده شده است را معرفی کردند: 
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 : که دارای حل زیر است

)1,1(*)*,( yx 
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11اجازه دهید از . است 1هدف برابر با  y  ،21 x مسئله اصلی با توجه به . شروع کنیم

Duran and Grossmann(1986a) بصورت زیر است: 
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 :که دارای حل زیر است

)2,1()2,( 122  OAyy  

)(ه دیگر اولیه با ادامه ب 2yP  دهیم می تشخیص: 

01..

2min

2

,





xtS

x
yx 

 .ناموجه است

دهد که اطلاعات از مسائل  می این مثال نشان . بنابراین، برش عدد صحیح در حذف ترکیبات غیرموجه ناموفق است

 اولیه ناموجه نیاز به حساب آوردن در مسائل اصلی دارد و اینکه نمایشی از قید 

VYy  

به عبارت دیگر، ما تمایل داریم مطمئن باشیم که ترکیبات عدد صحیحی . بر حسب پایه های خطی باید متناظر باشد

 .کنند، در مسئله اصلی نیز ناموجه باشند و بنابراین تولید نشوند می که مسائل اولیه ناموجه را تولید 

Flecher and Leyffer  نشان دادند که برای حالتی از مسائل اولیه ناموجه، قیدهای زیر که پایه های خطی برای

 این حالت هستند، 

FlByxxxgxg lll  ))(()(0 

}:)(inf{که  problemeasibilitysolvesthefxandeasibleisyPjF ll 

 :آید می به شکل زیر در  OAسپس، مسئله اصلی برای . نیاز دارند تا در مسئله اصلی، هم ارز شوند
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توصیف شد،  می همچنین نیاز است تا تغییرات مناسب در مسئله اصلی ساده شده، که در بخش طرز عمل الگوریت

 .دهد می تعداد قیدها را افزایش ( 21 )مسئله اصلی از طریق  فعلی از فرمولاسیونهمچنین توجه شود که . بوجود آید
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  OAهمگرایی محدود  -4-4-2 

نشان داده  1-4-4 را ایجاد کردند که در  OA، همگرایی محدود Duran and Grossmann( 13 )برای مسئله 

 :شد و بصورت زیر است

 در تعداد محدودی تکرار به پایان  OAمجموعه ای گسسته باشد،  Yپابرجا باشند و  C3و C2و  C1اگر شرایط  "

  ".رسد می

 :، همیشه دارای حاصل زیر است V2-GBDبا  OAدر ضمن  ثابت کردند که مقایسه ای بین 

GBDVOA LBDLBD  2 

GBDVOAکه  LBDLBD 2,  حدهای پایینی در تکرارهای متناظر ازOA  وV2-GBD هستند . 

 

برای مسائل محدب  OAخاصیت ذکر شده برای حدود بسیار مهم است چون بر این امر دلالت دارد که ( 1تبصره 

زودتر  OAکند که  می توجه شود که این امر لزوماً بیان ن. رسد می به پایان  V2-GBDدر تکرارهای کمتری نسبت به 

یادی قید به عنوان تکرارهای در حال انجام دارای تعداد ز OAرسد، چون مسئله اصلی ساده شده برای  می به پایان 

 .نماید می تنها یک قید به ازای هر تکرار را اضافه  V2-GBDاست، در حالیکه مسئله اصلی ساده شده برای 

 

 5- (OA/ER) Outer Approximation with Equality Relaxation  

 تقریب بیرونی با ساده سازی مساوی

 

 فرمولاسیون -5-1 

)(0برای انجام دادن قیدهای مساوی غیر خطی صریح برای شکل  xh ،Kocis and Grossmann  الگوریتم

OA/ER  را برای دسته مسائلMINLP زیر ارائه کرده اند: 
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 :تحت شرط های زیر

C1 :X کنند می ا مجموعه ای محدب، فشرده و ناتهی است و توابع شرط ها را اغن: 
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 .است  iitبا عناصر (mm)ماتریسی قطری  Tکه 
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 .قید مساوی است  mضرایب لاگرانژ وابسته با iو 

C2 :f  وg و h بطور پیوسته قابل دیفزانسیل گیری هستند. 

C3 : بوسیله ثابت کردن ( 21 )در حل هر مسئله برنامه ریزی غیر خطی حاصله از یک صلاحیت قیدy  نگه داشته

 .شود

 

)(0تساوی های غیر خطی ( 1تبصره  xh  0و دسته ای از تساوی های خطی که در)( xh  هستند، متناظر با

تا . توانند بزرگ باشند می بالانس های جرم وانرژی و معادلات طراحی برای سیستم های فرآیندهای شیمیایی هستند و 

قرار گیرند، بعضی از گزینه  OAزمانی که قیدهای مساوی غیر خطی نتوانند بطور صریح تحت تأثیر بوسیله الگوریتم 

 :های ممکن باید به اجرا در آیند

(i) حذف جبری تساوی های غیر خطی. 

(ii)  حذف عددی تساوی های غیر خطی و 

(iii) ساده سازی تساوی های غیر خطی به نامساوی ها. 

بطور مثال طراحی فرآیندهای بَچ و طراحی خطوط )تواند با موفقیت برای دسته های معینی از مسائل  می  (i)گزینه 

یدهای مساوی غیرخطی زیاد باشد، استفاده از روش حذف جبری یک گزینه عملی اما اگر تعداد ق. بکار روند( لوله گاز

 .نیست

از طریق خطی سازیهای  OAشامل حذف عددی قیدهای مساوی غیرخطی در هر تکرار از الگوریتم  (ii)گزینه 

ن ممکن توجه شود با وجود آن که این خطی سازی ها ممکن است باعث مشکلاتی در محاسبات باشند چو. آنها است

علاوه بر مسئله پتانسیل برای تکینگی ها، . است سبب تکینگی هایی وابسته به انتخاب متغیرهای تصمیم گیری باشند

حذف عددی قیدهای مساوی غیر خطی ممکن است سبب افزایش در عناصر غیر صفر شده و بنابراین باعث کاهش 

 .ان داده شده استنش Kocis and Grossmannتفکیک پذیری شود، بطوریکه بوسیله 

شده  (iii)باعث افزایش انگیزه برای سرمایه گذاری بر گزینه  (ii)و  (i)محدودیت های ذکر شده برای گزینه های 

 .را بوجود آورده است OA/ERاست که پایه های الگوریتم 
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شامل قیدهای اضافی برای شبه تحدب بر  OA/ERاز  C1توجه شود که شرط ( 2تبصره 

)(0)(در   xحسب  xThandIixg EQi  است. 

 کند و توقع  می جهت را برای ساده سازی مساوی ها به نامساوی ها معرفی  Tدر ضمن توجه شود که ماتریس قطری 

 .رود که چنین ساده سازی فقط بتواند تحت شرایط معینی معتبر باشد می

 

 ایده پایه -5-2 

. است OAساده کردن قیدهای مساوی غیر خطی به تساوی ها و متعاقباً استفاده از الگوریتم  OA/ERایده پایه در 

 yبا ( 21 )که مسئله اولیه  می ساده سازی تساویهای غیر خطی بر پایه علامت ضرایب لاگرانژ همراه با آنهاست، هنگا

 ساده  0ihبه صورت  0ihتساوی غیر خطی متناظر  مثبت باشد، iاگر یک ضریب . شود می ثابت شده، حل 

0منفی باشد، تساوی غیر خطی بصورت iاگر یک ضریب . شود می ih  0شود، اما اگر  می سادهi  ،باشد

توانیم با توجه به این قید  می نوشته خواهد شد که بر این دلالت دارد که  0ihقید مساوی غیر خطی وابسته بصورت 

با داشتن تساویهای غیر خطی تبدیل شده به نامساویها، در ادامه مسئله اصلی را بر اساس اصول . عمل حذف را انجام دهیم

 .کنیم می  فرمولاسیون 4 ه در بخش ی بحث شدOAرویکرد 

 

 توسعه تئوریکی -5-3 

بر ساده سازی قیدهای مساوی غیر خطی به نامساوی ها قرار گرفته  OA/ERو  OAنظر به اینکه تنها تفاوت بین 

 .را معرفی خواهیم کرد OA/ERاست، ما در این بخش کلید حاصل شده برای ساده سازی مسئله اصلی برای 

 

 1-5 خاصیت 

kyyاغنا شده اند، پس برای  C3و  C1اگر شرایط    است( 23 )متناظر با ( 22 )ثابت شده مسئله. 
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kبا عناصر  (mm)یک ماتریس قطری  Tکه 

iit  شود می است که بصورت زیر تعریف: 
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دارای حل های محلی یکتا ( 23 )و ( 22 )قیدهای ذکر شده، مسائل اصلی برای تحت ( 1تبصره 

 .هر دو لازم وکافی هستند KKTهستند که در حقیقت حلهای جهانی مربوطه هستند چون شرایط 

 

تولید نشده  NLPاغنا نشده است، پس حل های یگانه بطور تئوریکی برای مسائل اولیه  C1اگر شرط ( 2تبصره 

این امر بسبب خطای پتانسیل برای . نتیجه مسائل اصلی حاصله ممکن است حدهای پایینی معتبری تولید نکننداست و در 

 .است( 23 )و ( 22 )ابقای هم ارزی 

 این امر هنگا. نیاز به نگهداری در هر تکرار دارند( 23 )و ( 22 )باید توجه شود که هم ارزی بین مسائلاولیه از 

را در  C1در علامت یکسان باشند و شرط  kافتد که ضرایب لاگرانژ درسراسر تکرارهای  می بطور قطعی اتفاق  می

 .تکرار اول اغنا کنند

 

 :بعد از ساده سازی مساویهای غیر خطی ما به یک دسته از نامساویهای افزایش یافته رسیدگی میکنیم( 3تبصره 
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 . قابل کاربرد است 4 بخش  شرح داده شده در OAکه برای اصول 

 Kocis andبرای روشن کردن ساده سازی برای مساوی ها به نامساویها، ما مثال ساده زیر را از  -1-5 مثال 

Grossmann در نظر گرفته ایم: 
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01بوسیله ثابت کردن  y و حل مسئله اولیه حاصله که غیر خطی است، داریم: 

0619.1

)853.0,853.0(),(

)853.0,853.0(),(558.2
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111پس ماتریس . ، منفی استما فقط یک قید مساوی داریم و بنابراین ضریب لاگرانژ آن  tآن است. 

 :سپس مساوی ساده شده بصورت زیراست
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0))exp(2(
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 توجه شود که مساوی ساده شده ( 4صره تب
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0)exp(2 12  xx 

 .اغنا شده است C1محدب است و بنابراین شرط  2xو  1xبر حسب 

 

از قید مساوی را انتخاب  1xاگر بجای رویه ساده سازی نشان داده شده در بالا، از گزینه حذف جبری ( 5تبصره 

 :حاصله بصورت زیر خواهد بود MINLPکنیم، 

1,0

386.1357.0

0)exp(2.

)exp(4min
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در حقیقت بر ( 28 )کنیم که قید نامساوی در  می بصورتیکه در مثال نشان دادیم، مشاهده  0yبوسیله انتخاب 

تواند بهینگی جهانی را تضمین کند که بسبب داشتن غیر  یم ن( 28 )برای  OAبنابراین، کاربرد . نامحدب است xحسب 

 .است 2xمحدبی بر حسب 

 . کند می این مثال ساده به وضوح پتانسیل اشکال گزینه حذف جبری را اثبات 

 

حاصله بصورت زیر  MINLPرا برای حذف جبری از قید مساوی استفاده کنیم، مسئله  2xاگر ما ( 6تبصره 

 :خواهد بود
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 .محدب است وبنابراین تابع هدف است 1xتوجه شود که در این حالت قید نامساوی بر حسب 

 .تواند حل جهانی آن را تضمین کند می  OAبنابراین کاربرد 

رود، باید دقت  می که حذف جبری بکار  می باید توجه کنیم که هنگابه عنوان یک پیشنهاد نهایی در مورد این مثال، 

 .زیادی شود به عنوان مثال برای نگهداری کردن تحدب و در اغلب حالات حفظ خصوصیات تفکیک پذیری

 

 مسئله اصلی -5-3-1 

ست، با این ا 2-3-4 نشان داده شده در بخش ( 20 )در اصل به همان صورت مسئله  OA/ERمسئله اصلی الگوریتم 

 .تفاوت که بردار قیدهای نامساوی بوسیله اضافه کردن مساوی های ساده شده افزایش خواهد یافت

0)( xhT k 

 :بصورت زیر است OA/ERحالت کلی از مسئله اصلی ساده شده برای الگوریتم 
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1kکه 

LZ  حد پایینی در تکرارk-1  است وUZ  روند و  می بکار ( 29 )حد بالایی فعلی است و برای تسریع حل

 .ملاک پایان دهی داشتن ناموجهی است

 

 :تواند بصورت زیر نوشته شود می ( 29 )سمت راست سه دسته از قیدهای ( 1تبصره 

kTkkkk

kkTkkkk

kkTkkkk

kkkTkTk

kkkkTkTk

kTkkkTkTk

xxhrxhR

xgxxgsxgS

xfxxfwxfwwhere

rxRxxhxxh

sxSxgxxgxxg

wxwxfxxfxxf

)(,)(

)()(,)(

)()(,)(

)(])([)(

)()]()([)(

)()]()([)(

0

0













 

)(0توجه شود که  kxh است . 

kkkkkkباید توجه شده باشد که  rRsSww ,,,,, بتوانند بسرعت با استفاده از عبارت های بالا، بعد از حل مسئله  0

 .چون اطلاعات قبلی با حل مسئله اولیه در دسترس است. اولیه حل شوند

 

برای مسئله اولیه، بصورت تقریب  kxسمت راست سه دسته اول قیدها، توابع پایه هستند که در نقطه فعلی ( 2تبصره 

اغنا شده باشد این پایه ها تخمین های معتبری هستند و  C1اگر شرط . نشان داده می شوند های بیرونی یا خطی سازیها، 

 .ایجاد می کند  MINLPدر نتیجه مسئله جامع ساده شده یک حد پایینی معتبر بر حل جهانی برای مسئله 
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وجود داشته باشند،  MINLPدر فرمول بندی  xاگر قیدهای مساوی خطی بر حسب ( 3تبصره 

)(0این قیدها بصورت زیر مجموعه ای از  xh  رفتا رمی کنند با این تفاوت که ما نیاز به محاسبه ماتریسT  متناظر

 .قرار می دهیم  ه اصلی ساده شده،آنها نداریم اما به سادگی آنها را عنوان قیدهای مساوی در مسئل

 

 branch andاست که می تواند با برنامه های استاندارد   MILPمسئله اصلی ساده شده یک مسئله ( 4تبصره 

bound 0همچنین توجه شود که اگر . برای حل جهانی مربوط به خودش حل شود)( xh  , )(xg , )(xf  بر

باید  OA/ERباشد،  MILPدرنتیجه، تا زمانی که مسئله . خواهیم داشت MILPخطی باشد، ما یک مسئله  xحسب 

 .در دو تکرار حل شود

 

 توسعه الگوریتمی -5-4 

 :می تواند بصورت زیر نشان داده شود  OA/ERالگوریتم 

 

Yyیک نقطه اولیه از ( 1گام  1  یا در صورت امکانVYy 1 حاصله را  ---مسئله اولیه . انتخاب کنید

)(0را برای قیدهای مساوی  lو  بردار ضریب بهینه  1xحل کنید و بهینه  xh حد بالایی فعلی را . بدست آورید

)()( 11 yvyPUBD  تنظیم کنید . 

 

kkkkkk. را مشخص کنید kT (m×m)ماتریس ( 2گام  rRsSww ,,,,,  .را محاسبه کنید 0

 

 .را حل کنید (RM)مسئله اصلی ساده شده ( 3گام 

U

Tk

L

k

BNi

k

i

Bi

k

i

q

nn

kTk

kTk

kTk

T

yx

K

L

ZycZ

KkByy

axAyyYy

axAxxXx

dByCx

Kk

rxR

sxS

wxwtS

ycZ

kk











































1

22

11

0

,,

1,...,2,1,1

},}1,0{:{

},:{

,...,2,1,

)(0

)(0

)(..

min

 

),(  اگر مسئله اصلی ساده شده موجه باشد، 1 kky  ،که  را حل بهینه قرار دهیدKkTk

L ycZ  1  حد

)(، نقطه بعدی در نظر گرفته شده برای مسئله اولیه 1kyاست و ( 22 )پایینی جدید برای  1kyP است. 
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اگر  k

LZUBD، گردید بر 1در غیر اینصورت به گام . الگوریتم پایان می یابد. 

 .الگوریتم پایان می گیرد  اگر مسئله جامع ناموجه است،

 

یک راه فرمول بندی این مسئله . در حالت مسئله اولیه ناموجه، نیاز به حل یک مسئله موجه بودن داریم( 1تبصره 

 : موجه بودن بصورت زیر است

0

},:{

0)(

0)(..

min

11

















nn

k

x

axAxxXx

dByCx

xg

xhtS

 

)(0ما( 30 )توجه شود که در  xh  0و)( xg  را نگه می داریم در حالکه اجازه می دهیم قید

 dByCx k  بوسیله ،ساده شود که در تابع هدف مینیموم می کنیم .Kocis and Grossmann  مسئله

را برای تعیین ( 30 )همراه با قیدهای مساوی  را حدس زدند و در ضمن آنها استفاده از ضرایب لاگرنژ( 30 )موجه بودن 

 Kocis and Grossmannدارای حل موجه نباشد، ( 30 )اما در حالتی که مسئله . ، پیشنهاد کردندkTماتریس 

اما . رفع کردند  پیشنهادکرده اند که این ترکیب عدد صحیح را با یک برش عدد صحیح و حل مسئله اصلی ساده شده،

 .نباشد Fletcher and Leyfferاین امر ممکن است استفاده درستی از استدلال 

 

ود برای مینیموم به همگرایی محد  OA/ER، الگوریتم OAبا استدلال های مشابه ذیل برای الگوریتم ( 2تبصره 

 .اغنا شوند C3و  C2و C1جهانی می رسد بشرطی که 

 

یک فرمول بندی دیگر برای مسئله موجه بودن پیشنهاد کرده اند که در آن  Kocis and Grossmann( 3تبصره 

 :یک بخش جریمه ای به تابع هدف اضافه می شود که بصورت زیر در می آید

nn

k

T

x

axAxxXx

ByCx

xg

xhtS

pxfyc











},:{

)(

0)(..

)(min

11







 

اگر اولیه حل موجه . برای مسئله اولیه هنگامی وجود دارد که بخش جریمه به سمت صفر میل کندیک حل موجه 

خطی و غیر خطی بر حسب )متناظر با مینیموم سازی ماکزیموم خطا برای قیدهای نامساوی ( 31 )نداشته باشد، حل مسئله 

x )نشان داده شد 1-3-3 یک تحلیل کلی از گونه های مختلف مسئله موجه بودن در بخش . است. 
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 مثال -5-5 

 Kocis andاین مثال یک نسخه با اندکی اصلاح از یک مسئله طرح ریزی کوچک است که بوسیله 

Grossmann برای تولید محصول نشان داده شده است 8 نمایشی از گزینه ها در شکل . بررسی شده است . 

C از مواد خام  A  وB از طریق فرآیندهای ،Ι  وΙΙ  وΙΙΙ محصول . بدست می آیدC  می تواند از طریق فرآیندΙ  ،

 .نمی توانند بطور همزمان اتفاق بیافتند ΙΙΙو  ΙΙفرآیندهای . تولید شود ΙΙΙو  Ιو فرآیند  ΙΙو  Ιفرآیند 

 :هزینه های سرمایه گذاری برای فرآیندها بصورت زیر هستند

,2.15.1:Pr

,0.10.1:Pr

,25.3:Pr

33

22

1

ByIIIocess

ByIIocess

CyIocess







 

321که  ,, yyy . متغیرهای دوتایی هستند که وجود یا عدم وجود فرآیندها را نشان می دهند 

BACandBB ,,,,  .جریان محصولات در فرآیندها هستند 32

 .بیان می شود Bو  Aمنهای هزینه مواد اولیه   Cدرآمد بصورت اختلاف فروش محصول 

,7),(8.113Re 132 BAACvenue  

 : ای درآمد است که بشکل زیر استتابع هدف مینیموم کردن هزینه ها منه

321

32321

132

33221

5.15.3

8.18.12.1711

7),(8.113

)2.15.1()()25.3(

Re

yyy

AABBBC

BAAC

ByByCy

venueCostObjective











 

 :بصورت زیر هستند 8موازنه های جرم برای گزینه های نمایش داده شده در شکل 

,0)1ln(2.1:Pr

,0)1ln(:Pr

,0)(9.0:Pr

33

22

321







ABIIIocess

ABIIocess

BBBCIocess

 

 :حدهای موجود بر هر فرآیند بصورت زیر هستند

,
9.0

1
:Pr

,
9.0

1
:Pr

,1:Pr

3

2







BIIIocess

BIIocess

CIocess

 

32 ، بطور اتوماتیک حدهای بالایی را بر Cبر  1توجه شود که تحمیل کردن حد بالای  ,BBاعمال می کند. 

 :قیدهای منطقی برای فرآیندها بصورت زیر هستند
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,
9.0

1
:Pr

,
9.0

1
:Pr

,1:Pr

33

22

1

yBIIIocess

yBIIocess

yCIocess







 

 :همچنین ما قید عدد صحیح اضافی زیر را داریم

132  yy 

 :پس مدل کامل ریاضی می تواند بصورت زیر بیان شود

1,0,,

0,,,,,

1

,0
9.0

1

,0
9.0

1

,01

,0)(9.0

,0)1ln(2.1

,0)1ln(..

5.15.3

8.18.12.1711min

321

32321

32

33

22

1

321

33

22

321

32321























yyy

AABBBC

yy

yB

yB

yC

BBBC

AB

ABtS

yyy

AABBBC

 

1)0,1,1(اجازه دهید با yپس مسئله اولیه بصورت زیر در می آید. شروع کنیم: 

0,,,,,

,0

,0
9.0

1

,01

,0)(9.0

,0)1ln(2.1

,0)1ln(..

5.48.18.12.1711min

32321

3

2

321

33

22

32321

















AABBBC

B

B

C

BBBC

AB

ABtS

AABBBC

 

 :و دارای حل زیر است
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72097.1

0

037732.2

0

,11111.1)9.0/1(

0

1

3

2

3

2

1















Obj

A

A

B

B

B

C

 

 :ضرایب برای دو قید مساوی غیر خطی بصورت زیر هستند

0

46792.5

2

1








 

 :غیر منفی هستند، تساوی های غیر خطی می توانند بصورت زیر ساده شوند,21تا زمانی که هر دوی 

0)1ln(2.1

0)1ln(

33

22





AB

AB
 

1)(0برای  C1توجه شود که هر دوی آنها محدب هستند و بنابراین شرط  xhT اغنا می شود. 

از مسئله اولیه، ما فقط نیاز به در نطر گرفتن دو مساوی غیر خطی  1xبرای استنتاج کردن خطی سازیهای اطراف حل 

 : ساده شده بصورت زیر داریم

0)]0(
01

1
)01[ln(2.1

0)]03773.2(
03773.21

1
)03773.21[ln(

33

22











AB

AB

 

 :گیرد می و شکل زیر را 

02.1

0440303.0329193.0

33

22





AB

AB
 

 :می آید سپس مسئله اصلی ساده شده به شکل زیر در
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1,0,,

1

1

,0
9.0

1

,0
9.0

1

01

0)(9.0

2.10

440303.0329193.00

8.18.12.1711..

5.15.3min
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1
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32321
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




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













yyy

yyy
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yC

BBBC
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AABBBCtS

yyy


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 :که دارای حل زیر است

3

8

,925926.0

,0

,111111.1)9.0/1(

,0

,0

,1

,1

,0

,1

3

2

3

2

1

3

2

1























OBJ

A

A

B

B

B

C

y

y

y



 

 : بنابراین، بعد از تکرار اول داریم

)1,0,1(

3

72097.1

2 





y

LBD

UBD

 

2)1,0,1(با حل کردن مسئله اولیه با  y به فرمول بندی زیر می رسیم: 
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0
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,0)(9.0

,0)1ln(2.1

,0)1ln(..

0.58.18.12.1711min
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2
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
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AABBBC
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 : که دارای حل زیر است

)(9231.1

,5242.1

,0

,111111.1)9.0/1(

,0

,0

,1

3

2

3

2

1

BoundUpperNewOBJ

A
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B

B
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C















 

 :ضرایب برای دو قید مساوی غیر خطی بصورت زیر هستند

,7863.3

,0

2

1








 

 :غیر منفی هستند می توانیم مساوی های غیر خطی را بصورت زیر ساده نماییم,21تا زمانی که هر دوی 

,0)1ln(2.1

,0)1ln(

33

22





AB

AB
 

 .را اغنا می کنند C1که محدب بوده و بنابراین شرط 

 :خطی سازی های اطراف حل مسئله اولیه در تکرار دوم بصورت زیر هستند

0386507.0475398.0

,0

33

22





AB

AB
 

 : پس مسئله اصلی ساده شده برای دومین تکرار شکل زیر را بخود می گیرد
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9231.15.15.33
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321
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


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






















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yyy

yyy

yyy
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هینه مسئله اولیه در تکرار دوم به پایان خواهد که دارای حل موجه نیست و بنابراین الگوریتم با بدست آوردن حل ب

 .رسید

)1,0,1(,9231.1  yOBJ 

 

   Outer Approximation with Equality Relaxation and Augmented 

Penalty(OA/ER/AP)   
 تقریب بیرونی با ساده سازی مساوی و جریمه اضافه شده

),()(توضیح داده شد، بر اساس فرض تحدب برای توابع  5 که در بخش  OA/ERالگوریتم  xgxfشبه- 

xhT)(تحدب برای تساوی های مساوی شده  k به شرط های ) تحت این فرض . بودC1  وC2  وC3  1-5 در بخش 

 C1اما اگر شرط . شده استاز لحاظ تئوریکی برای شناسایی حل بهینه جهانی تضمین  OA/ER، الگوریتم (توجه شود

تناظر برای تساویهای غیر خطی با محموعه ساده   اولیه به یک حل محلی می رسند، NLPمسائل   در نظر گرفته نشود،

، تساوی های ساده شده  xf)(شده از نامساوی ها ممکن است نگه داشته نشود و خططی سازیها برای تابع هدف 

)(xhT k  و نامساوی های)(xg  ممکن است توابع اصلی را تخمین نزنند وبنابر این ممکن است بخش هایی از منطقه

کاندید شده، که به منطقه موجه بریده شده توسظ  1-0این به آن مفهوم است که ترکیبات . موجه مسئله اصلی بریده شود

تعلق دارند، ممکن است از بررسی های آینده حذف شوند و بنابراین تنها حل های ( یعنی خطی سازیها) توابع پایه نامعتبر

 .زیر بینه شناسایی خواهند شد
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Viswanathan and Grossmann  الگوریتمOA/ER/AP  را معرفی کردند که یک

سیله فرض تحدب در الگوریتم است، با این هدف اصلی که از محدودیتهای تحمیل شده بو OA/ERنوع از الگوریتم 

OA/ER اجتناب شود . 

 

 فرمول بندی -1  

 :را نشان می دهدکه بصورت زیر است OA/ERهمان فرمول بندی  OA/ER/APالگوریتم 

},}1,0{:{

},:{

0)(

0)(..

)(min

22
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,

axAyyYy

axAxxXx

dByCx

xg

xhtS

xfyc

q

nn

T

yx













 

 

 :تحت شرایط زیر

C1 :f  وh  وg  بطور پیوسته قابل تشخیص هستند. 

 C2 :بوسیله ثابت کردن ( 33 )برنامه ریزی غیر خطی حاصله از  صلاحیت قید در هر حل برای هر مسئلهy  نگه ،

 .داشته می شود

 

همچنین . هستند  OA/ERاز الگوریتم  C3و  C2متناظر با شرط های  C2و  C1توجه شود که شر طهای ( 1تبصره 

ی ساده شده توجه شود که چون فرض تحدب بکار نرفته است، حتی متناظر از تساویهای غیر خطی برای تساویها

)(xhT k ممکن است معتبر نباشد . 

 

 ایده پایه -2-1  

)(0و  ---تناظر برای  (i)بکار نرفته است پس  OA/ER/APچون فرض تحدب در الگوریتم  xhT k  ممکن

مسئله اصلی ممکن است  (iii)خطی سازیها ممکن است پایه های معتبری را نمایش ندهد و  (ii). است نگه داشته نشود

 . را تولید نکند( 33 )حد پایینی بر حل 

بوسیله ساده کردن خطی  (iii)و  (ii)و  (i)آدرس دهی به محدودیتهای  OA/ER/APایده پایه در الگوریتم 

د جریمه سازیها در مسئله اصلی است که این کار بوسیله اجازه دادن به آنها برای نقض شرایط و استفاده از یک رویکر

سر پیچی از خطی سازیها بوسیله معرفی . ای که این نقض کردن های توابع پایه را جریمه می کند، انجام می شود

متغیرهای کمکی اجازه داده شده است، در حالیکه جریمه برای سرپیچی، بصورت اضافه کردن مجموعه ای از شرایط 

در این روش، بدلیل . ب شده در ضرایب وزنی مثبت استدر تابع هدف تعریف می شود که شامل متغیرهای کمکی ضر



 ----------------------------------------------------------سازي در مهندسی شيمی  اي بهينهه شرو

 

 

61 

ساده سازی قیدها، منطقه موجه گسترش یافته است و بنابراین امکان کندن بخشی از منطقه موجه 

 .بسبب خطی سازیهای نامعتبر کاهش می یابد

 

منطقه موجه  مهم است توجه شود که چنین رویکردی دارای تضمین تئوریکی برایحذف نکردن بخشی از( 1تبصره 

 .نیست و در نتیجه تخمین حل بهینه جهانی نمی تواند تضمین شود

 

 توسعه تئوریکی -3  

در فرمول بندی مسئله اصلی است، در این بخش به معرفی  OA/ER/PAو  OA/ERچون تفاوت اصلی بین 

 .فرمول بندی مسئله جامع خواهیم پرداخت

 

 مسئله اصلی  -3-1  

است و بشکل زیر می   OA/ERبر اساس مسئله اصلی ساده شده برای  OA/ER/PAمسئله اصلی ساده شده برای 

 :باشد
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}{که  ,kik pp   بردارهایی از متغیرهایکمکی مثبت و}{ ,kik qq   اسکالرهای کمکی مثبت هستند و
q

ki

p

ki

k www ,,0 ,, kikikوزن های متغیرهای کمکی   qps ,,

0 ,,  .هستند که متعاقباً روابط زیر را اغنا می کنند  

,

,

,
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0
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q
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P
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w

w
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
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

 

kiکه  , ، ki ,  وk،  ضرایب لاگرانژ مسئله اولیه برایkyy  هستند که بصورت زیر نوشته می شوند: 
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Viswanathan and Grossmann خاصیت زیر را نشان داده اند : 

 

  1  خاصیت 

),(اگر  kx   یک نقطهKKT   باشد، سپس یک نقطه ( 35 )ازKKT   برای مسئله اصلی درkyy   نیز خواهد

 .بود

 

 توسعه الگوریتم -4  

 :می تواند بصورت زیر نشان داده شود OA/ER/PAالگوریتم 

 

10بصورت پیوسته با قید  yیعنی متغیرهای )را ( 33 )ساده شده از   NLPمسئله ( 1گام   y برای ( عمل کنند

),(بدست آوردن  00 yx 0، حل کنید اگرy  2در غیر اینصورت به گام . الگوریتم را پایان دهید بود، 1-0یک ترکیب 

 .بروید

 

 .حل کنید 1yرا برای رسیدن به ( 34 )مسئله اصلی ساده شده ( 2گام 

 

)(مسئله اولیه ( 3گام  1yP  تا حد بالایی (( 35 )یعنی مسئله )را حل کنید)( 1yPUBD   بعلاوه ضرایب

 .لاگرانژ را بدست آورید

 

 .را تشخیص دهید kT (m×m)ماتریس ( 4گام 

 

Kکه بصورت ( 33 )و حد پایینی بر  1kyرا برای تخمین ( 34 )مسئله اصلی ساده شده ( 5گام 

LZ معرفی شده است

 .را حل کنید

 

 موجه اولیه افزایش وجود دارد، ادامه دهید NLPرا تا وقتی که در مقدار بهینه مسائل   5و4و3گام های ( 6گام 
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نیاز ندارد اما در عوض ممکن  1 -0به یک ترکیب اولیه  OA/ER/PAاز الگوریتم  1توجه شود که گام ( 1تبصره 

چنین رویه . و متعاقباً حل مسئله اصلی ساده شده، تولید کند NLPاست یک ترکیب را بوسیله حل یک مسئله ساده شده 

 .بکاربرده شود OA/ERو  GBD ،OAای می تواند در 

 

ساده  NLPبوسیله مسئله  1-0توجه شود که الگوریتم می تواند در گام اول متوقف شود اگر یک ترکیب ( 2تبصره 

اغنا نمی کند،  xساده شده هیچ خاصیت تحدبی را بر حسب  NLPاما باید تأکید شود که چون . تعیین شود( 33 )شده از 

 . تعیین شده باشد، می تواند محلی باشد yبرای نتغیرهای  1-0حل بدست آمده اگر یک ترکیب 

 

تولید می کند که برای مسئله اولیه  1ky 1-0در حالتی که یک مسئله اصلی ساده شده یک ترکیب ( 3تبصره 

 :دو گزینه زیر پیشنهاد شده است Viswanathan and Grossmannاست، ناموجه 

را نادیده گرفته  1kyو معرفی یک برش عدد صحیح که ترکیب  1kxوجه منادیده گرفتن حل اولیه نا: (i)گزینه 

 .بدست آورید که در آن مسئله اولیه موجه باشد yو حل دوباره مسئله اصلی ساده شده تا جایی که بتوانید یک 

توجه شود که برای . اضافه کردن خطی سازیهایی اطراف نقطه پیوسته موجه در مسئله اصلی ساده شده: (ii)گزینه 

برای بدست آوردن چنین . بحث کردن مسئله اصلی ساده شده نیاز به داشتن اطلاعاتی در مورد ضرایب لاگرانژ داریم

یک فرمول بندی برای  Viswanathan and Grossmannنیاز به حل یک مسئله موجه بودن است و اطلاعاتی، 

 :مسئله موجه بودن پیشنهاد کرده اند که بصورت زیر است

0
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0

0)(

0)(..

)(min
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




















nn
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X

axAxxXx

dByCx
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pxfyc

 

دارای ( 36 ) اگر حل. یک متغیر کمکی فقط برای قیدهای نامساوی است یک پارامتر جریمه است و   Pکه 

0 هیچ فرض تحدبی را اغنا نمی کند و اینچنین است ( 36 )توجه شود که . باشد، اولیه دارای یک حل موجه است

 .که می توان فقط به یک حل محلی رسید

 

. بر اساس رسیدن به یک مقدار بزرگتر در مسائل اولیه برای تکرارهای متوالی است 6ملاک توقف در گام ( 4تبصره 

اما هیج دلیل تئوریکی وجود ندارد که این امر ملاکی برای توقف باشد چون مسائل اولیه بوسیله تعریفشان نیازی به 

بر اساس موارد بالا، (. آنها نیازی به غیر صعودی بودن ندارند یعنی) اغنای هیچ نوع خاصیت یکنواخت بودن را ندارند 
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این ملاک توقف می تواند تنها به عنوان یک ابتکار باشد  و ممکن است یک توقف نابهنگام برای 

می تواند برای معرفی حل جهانی برای مسئله  OA/ER/PAبنابراین الگوریتم . باشد OA/ER/PAالگوریتم 

MINLP ( 33 )ردشکست بخو. 

 

 مثال -5  

است و دارای فرمول بندی  Kocis and Grossmannاین مسئله نسخه ای  اصلاح شده از مثال گرفته شده از 

 : زیر می باشد

1,0

122554.2
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11.1

0)2.0exp(..
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عر مق 1xاین مسئله دارای تابع هدف محدب است اما در مجموع غیر محدب است ، چون اولین قید آن بر حسب 

 . است

 :را بصورت زیر نشان دهیم( 33 )ساده شده از  NLPاجازه دهید در ابتدا 

10
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 :که دارای حل زیر است

53618.0
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4829.1

594.0
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 :و نامساوی اول با ضریب زیر فعال است

636.01  

 با خطی کردن بخش غیر خطی
2

1 )5.0( x تابع هدف و نامساوی غیر خطی اول خواهیم داشت : 

21

1

2

)]594.0)(2.0544.0exp()2.0594.0[exp(0

8.0)]594.0)(5.0544.0(2)5.0594.0[(5
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x


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 :که بصورت زیر است

.60206.04829.10

28582.094.0
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xx

x
 

 : حال متغیرهای کمکی را معرفی می کنیم

1,1

0

1 pands 

 :برای دوبار خطی سازی و تنظیم وزنها برای تابع هدف داریم
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 : پس مسئله اصلی ساده شده بصورت زیر در می آید
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 :بصورت زیر است( 39 )حل 
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11با حل مسئله اولیه برای   yy داریم : 
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 :و حل زیر را خواهیم داشت
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104.21با   ،  خطی سازیها برای تابع هدف و قید اول بصورت زیر است: 

.2222.21.20
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2,1با معرفی 
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2 , ps  و وزنها بصورت زیر  
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 :مسئله اصلی بصورت زیر در می آید
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 :که دارای حل زیر است
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02با حل مسئله اولیه برای   yy  به 
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)()(خواهیم رسید، چون  12 yPyP  حل بهینه بدست آمده بصورت زیر است. توقف می کنیم : 
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 7- Generalized Outer Approximation (GOA) 
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 بیرونی تعمیم یافته تقریب

 

 فرمول بندی  -7-1 

Fletcher and Leyffer  رویکردOA  را برای دسته ای از مسائل بهینه یابی که بصورت زیر نشان داده شده اند

 .را تعمیم دادند

}1,0{

0),(..

),(min
,







Yy

Xx

yxgtS

yxf

n

yx

 

 

 :تحت شرط های زیر 

C1 :X مجموعه ای محدب، فشرده و ناتهی است و توابع زیر حدب هستند: 

pqn

qn

g

f





:

:
 

 

C2 :f  وg  بطور پیوسته قابل تشخیص هستند. 

C3 : یک صلاحیت ملاک( بطور مثالSlater’s ) ( 40 )در حل برای هر مسئله برنامه ریزی غیر خطی حاصله از

 .، نگه داشته می شودyبوسیله ثابت کردن 

 

، بطور مستقیم بحث شوند و 1-0اجازه می دهد غیر خطی بودن های موجود در متغیرهای ( 40 )مسئله ( 1تبصره 

همچنین توجه شود که . خالص نیز می شود 1-0همینطور این امر شامل دسته ای از مسائل برنامه ریزی غیر خطی 

Fletcher and Leyffer  فرض کرده اند کهy 1 از بخش  1که ما بر اساس تبصره عدد صحیح باشد در حالی ،y  را

 .معرفی کرده ایم 1-0بصورت متغیرهای 

 

 yیا خطی بودن بر حسب  yو  xهیچ فرضی برای تفکیک پذیری بر حسب ( 40 )توجه شود که در مسئله ( 2تبصره 

تحت فرض های ( 13 )، تعمیم یافته مسئله C3 تا  C1تحت شرطهای ( 40 )از این نقطه نظر، مسئله . ساخته نشده است

 .مربوطه می باشد

 

 ایده پایه -7-2 

فرمول بندی جدید  (ii)توقف برای ناموجهی ها،  (i)است، با تفاوت اساسی در  OAشبیه به   GOAایده پایه در 

 .توقف یکپارچه شده برای توابع جریمه دقیق (iii)برای مسئله اصلی که به ناموجهی ها بطور صریح رسیدگی می کند و 
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 توسعه تئوریکی   -7-3 

 

 توقف ناموجهی ها در مسائل اولیه -7-3-1 

)(اگر مسئله اولیه  kyP ،مسئله موجه بودن کلی زیر بوسیله   ناموجه باشدFletcher and Leyffer    ارائه شده

 .است

Xx

IiyxgtS

yxgw

k

i

Ii

k

ii
x










),(..

),(min

 

kyyکه    ،y  ،ثابت شده استy  وw   ،وزن ها هستند]),(,0max[),( k

i

k

i yxgyxg  ،I  دسته قید

Iهای نامساوی موجه است و   دسته قیدهای نامساوی ناموجه است. 

 

در تابع هدف یک جمع دارد که فقط بر روی قیدهای ( 41 )توجه شود که مسئله موجه بودن کلی ( 1تبصره 

 . ثابت کرده اند( 41 )خاصیت مهم زیر را برای مسئله  Fletcher and Leyffer. نامساوی غیرموجه عمل می کند

 

)(اگر مسئله اولیه ( 1-7 لم  kyP  ناموجه باشد، بنابراینkx  را حل می کنیم و داریم( 41 )مسئله: 

0),( 




Ii

k

ii yxgw 

kyyسپس   در قیدهای زیر ناموجه است: 

.
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توجه شود که قیدهای ذکر شده در  بالا خطی سازیهایی برای قیدهای نامساوی غیر خطی در اطراف نقطه ( 2تبصره 

),( kk yx پس خاصیت بالا می گوید که ناموجهی در مسئله اولیه . هستند)( kyP  بر این دلالت دارد که برش های

),(خطی از نامساوی های موجه و ناموجه در اطراف  kk yx نقض شده هستند. 

 

 مسئله اصلی  -7-3-2 

Fletcher and Leyffer  ادعا کردند که مسئله اصلی ارائه شده توسطDuran and Grossmann  ناموجهی

 را بر اساس همان ایده ها برای  GOAمی کنند و مسئله اصلی برای های موجود در مسائل اولیه را محاسبه ن
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(i ) بر صفحه   (40 )تصویرy  و 

(ii)  1-3-7 تقریب بیرونی از تابع هدف و منطقه موجه اما به علاوه استفاده از خاصیت اصلی بحث شده در بخش 

نامیده  (OA)از طریق تقیب بیرونی  Vایش برای درست بحث کردن در مورد مسائل اولیه ناموجه، این امر با عنوان نم

 .می شود

(i)  در فضای ( 40 )تصویر فرمولy  

 :می تواندبصورت زیر نوشته شود( 40 )مسئله 

Yy

Xx

yxgtS

yxf
yx





 0),(..

),(minmin

 

بیه اینفیموم برسد،  Xتا زمانی که بسبب فرض فشردگی برای مجموعه  xتوجه شود که مسئله داخلی با توجه به 

 .بصورت مینیموم نوشته می شود

 را مشخص کنیم y)(اجازه دهید 

Xx

yxgtS

yxfyv
x







0),(..

),(min)(

 

 :بصورت زیر مشخص کنیم xها را برای حل موجه موجود در متغیرهای  yاز   Vهمچنین اجازه دهید مجموعه 

}0),(:{ XxsomeforyxgyV  

 :تواند بصورت زیر نوشته شودمی ( 40 )پس مسئله 

VYytS

yv
y

..

)(min
 

( 45 )تصویر باید از احتیاجات موجه بودن پیروی کند که در . است  yبر فضای ( 40 )تصویر ( 40 )مسئله ( 1تبصره 

VYyبوسیله تحمل کردن   نشان داده شده است. 

 Fletcher and Leyfferبطور صریح شناخته می شوند و برای چیره شدن بر این مشکل  Vو  y)(( 2تبصره 

 .از طریق تقریب بیرونی نشان داده اند( 45 )طرز نمایش خود را در 

(ii)  تقریب بیرونی)(y 

)(در حل هر مسئله اولیه ( 3شرط )نظر به اینکه صلاحیت قید  kyP ای هر برVYyk   نگه داشته می

 :دارای همان حل بصورت مسئله زیر است( 45 )شود، مسئله تصویر 
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همرا با تابع هدف خطی شده و قیدهای خطی شده در  y)(، (46 )توجه شود که مسئله داخلی در ( 3تبصره 

 .بدلیل شرط تحدب و صلاحیت قید درست است( 46 )و ( 45 )هم ارزی در حل بین . است، kxاطراف 

 

)(قابل ذکر است که ما احتیاج دازیم تنها خطی سازیهای قیدهای نامساوی که در حل مسئله اولیه ( 4تبصره  kyP

است چون تعداد خطی سازیهایی که نیاز به حساب آوردن در مسئله اصلی این امر مهم . فعال هستد را به حساب آوریم

 .داریم، کاهش می یابد

 

),(دلالت دارد که ( C1شرط )فرض تحدب ( 5تبصره  kk yx  برای تمام ( 46 )در مسئله داخلیFk موجه ،

 :داریم Fاست و برای 

})(:{ XxyPtosolutionfeasibleaisykF kk  

 :، مسئله اصلی می تواند بصورت زیر فرمول بندی شودGOAله معرفی کردن یک متغیر اسکالر بوسی















































 














 


VYy

Xx

Fk
xx

yxgyxg

xx
yxfyxf

tS
k

Tkkkk

k

Tkkkk

GOA

GOA
yx GOA



0
),(),(0

0
),(),(

..

min
,,






 

 

به عبارت دیگر، ما باید . خواهد داشت Vهوز نیاز به پیدا کردن نمایشی از مجموعه ( 47 )توجه شود که ( 6تبصره 

نیز ناموجه ( 47 )که زیر مسئله های اولیه ناموجه را می سازند در مسئله اصلی  1-0متقاعد شویم که وظیفه دهی های 

 . هستند

 (iii)  نمایشV  
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Fاجازه دهید مجموعه  )(که برای مسئله اولیه  1-0را برای وظیفه دهی    kyP  ناموجه است را

 :بصورت زیر تعریف کنیم

)}47.6(Prinf)(:{ oblemyfeasibolitthesolvesxandeasibleisyPkF k

k 

 

 .که محدودیت های زیر است پیروی می کند 1-3-7 سپس، آن از خاصیت بخش 

Fk
xx
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0
),(),(0 

)(که مسئله اولیه  1-0بجز وظیفه دهی های  kyP ناموجه است. 

 

VYyمجموعه ای از ( 48 )های محدودیت ( 7تبصره    را معرفی می کند و بنابراین می توانیم مسئله اصلی را

)(توجه شود که ما مجموعه . بصورت درست فرمول بندی کنیم kyP  عوض کردیم که تقریبهای ( 48 )را با قید های

 .است kxدارای حل ( 41 )برای حالت اولیه ناموجه هستند و مسئله موجه بودن  kyبیرونی در نقاط 

 :به شکل زیر در می آید GOAحال مسئله جامع برای 
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یک مسئله ( 49 )مسئله . است( 40 )هم ارز  با مسئله  C3و  C2و  C1تحت شرط های ( 49 )مسئله ( 8تبصره 

MINLP است . 

 

بوسیله ساده سازی در یک مسیر تکراری مورد بحث قرار خواهد گرفت، چون عملی نیست ( 49 )مسئله ( 9تبصره 

 .که آن را بطور مستقیم حل کرد
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qYاگر ( 10تبصره  }1,0{  و دارایp  2)1(دارای ( 49 )قید نامساوی باشیم، مسئله جامع pq یت محدود

 .از طریق ساده سازی در یک چارچوب تکرار پیشنهاد شده است( 49 )بنابراین، حل . خواهد بود

 

 توسعه الگوریتمی -7-4 

 :می تواند بصورت زیر بیان شود GOAالگوریتم 

 

Yyیک نقطه اولیه ( 1گام  1  یا اگر در دسترس باشدVYy 1 اولیه . را بگیرید)( 1yP  را حل کنید یا

1yyرا برای ( 41 )در صورت ناموجه بودن آن، مسئله موجه بودن    1حل کنید و حل راx شمارنده . قرار دهید

)()(اگر اولیه موجه است حد بالایی فعلی را . تنظیم کنید k=1تکرار را  11 yvyPUBD  تنظیم کنید. 

 

 .را حل کنید (RM)مسئله اصلی ساده شده ( 2گام 
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),(اجازه دهید  1 k

GOA

ky   یک بهینه برای مسئله جامع ساده شده باشد، در جاییکه حد پایینی فعلی جدید

 :بصورت زیر است

k

GOALBD  

)(بعدی است که باید در مسئله اولیه  1-0، نقطه وظیفه دهی  1kyو  1kyp درنظر گرفته شود. 

 .بروید 1، لگوریتم متوقف شود در غیر اینصورت به گام LBDUBDاگر 
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بهینه ایکه توسط یکی از الگوریتم را با حل   اگر مسئله اصلی ساده شده دارای حل موجه نباشد،

 .مسائل اولیه موجه داده شده است به پایان ببرید

 

توجه شود که در مسئله اصلی ساده شده، نیاز داریم که غیر خطی بودن هایی که فقط مربوط به قیدهای ( 1تبصره 

 .فعال در مسائل اولیه موجه هستند را به حساب بیاوریم

 

در تعداد محدودی گام به پایان می  GOA، الگوریتم  ||Y و C3و C2و  C1تحت شرط های ( 2تبصره 

 .را ارائه می دهد( 40 )رسد و حل جهانی برای مسئله 

 

  GOAتحلیل بدترین حالت  -7-5 

Fletchet and Leyffer  کارایی بدترین حالتGOA  ر ا در تلاشی برای نشان دادن محدودیتهای پتانسیلی که

ممکن است با وجود تجربه دلگرم کننده بدست آمده  Duran and Grossmannی ارائه شده توسط OAالگوریتم 

آنها مثال زیر را ساختند که برای تما نقاط موجه عدد صحیح نیاز به . مطالعه کردند  برای مسائل مهندسی نمایش بدهد،

 .ز استآزمایش قبل از پیدا کردن حل دارد، به عبارت دیگر شمارش کامل مورد نیا

}1,2/1,...,,0{..

)()(min 2









ytS

yyf
y 

pکه  2   1برای برخیp است. 

11با شروع از  y که مقدار نزدیک به حل ،*y  12است، تکرار بعدی y  است که یک نقطه موجه

بوسیله مشاهده هر شمارش عدد صحیح باقی  *yدر مسیر خود برای رسیدن به حل  GOAسپس . بی نهایت است

 .مانده، به سمت عقب حرکت می کند

1,...,4,3,2 1   piy ii 

 

 

 7-  Generalized Outer Approximation with Exact Penalty (GOA/EP)  

 تقریب بیرونی تعمیم یافته با جریمه دقیق

 

 مسئله اولیه -1 -7 

 Fletchet فرقی بین مسئله اولیه موجه وناموجه قائل نمی شویم، اما در عوض مسئله اولیه زیر توسط GOA/EPدر 

and Leyffer پیشنهاد شده که بر پایه یک تابع جریمه دقیق است: 
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 است؛ xفقط شامل قیدهای خطی برحسب  Xکه 

)),(,0(max),( kk yxgyxg  

 است و  pیک میانگین بر .

 یک پارامتر بقدر کافی بزرگ است. 

 

)(و ( 50 )معتبر باشد، مسائل  C3به اندازه کافی بزرگ باشد و شرط  اگر ( 1تبصره  kyP  دارای همان حل

 .هستند

 

 مسئله اصلی -2 -7 

 :بدست می آوریم GOA/EP، فرمول بندی زیر را  برای مسئله اصلی GOAپیرویِ توسعه ای شبیه به 
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 .، نیاز به بررسی خطی سازیها در اطراف نقاط اولیه ناموجه نداریم(51 )توجه شود که در مسئله اصلی ( 1تبصره 

 

),(است، به این معنی که ( 40 )هم ارز با  C3 و C2 و C1 تحت شرطهای ( 51 )مسئله ( 2تبصره  00 yx  مسئله( 

 .را حل کند( 51 )را حل می کنند اگر و تنها اگر مسئله ( 40

 

را بدست می  GOA/EPالگوریتم ( 51 )نی مسئله جامع ساده شده با یک ساده سازی از مسئله یبا جانش( 3تبصره 

 .آوریم

 

  GOA/EPهمگرایی محدود  -3 -7 
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Fletchet and Leyffer اگر شرطهای : ثابت کردند کهC1  وC2  نگه داشته شوند و

||Y  باشد، الگوریتمGOA/EP در تعداد محدودی تکرار به پایان می رسد. 

 

این امر به این دلیل وجود . مورد نیاز نیست GOA/EPبرای همگرایی محدود  C3توجه شود که شرط ( 1تبصره 

اما توجه شود که . دارد که در توابع جریمه دقیق یک صلاحیت قید بخشی از شرایط لازم مرتبه اول را شکل نمی دهد

C3  نیاز دارد که مطمئن باشید حل),( 00 yx  برای الگوریتمGOA/EP ،( 40 )را نیز حل می کند. 

 

  OAو الگوریتم های بر پایه  GBDمقایسه  -8 

را ( GOAو OA،OA/ER،OA/ER/APیعنی ) OAو الگوریتم های برپایه  GBD، 7 تا   3 در بخش های 

را شناسایی   MINLPمعرفی نمودیم و تعدادی شباهت و همچنین تفوت های اساسی بین دو دسته از الگوریتم های 

یک توالی جهنده بالایی که غیر  (i): تولید دو توالی جهنده است OAو گونه های   GBDشباهت اصلی بین . کردیم

. یک توالی جهنده پایینی که غیر نزولی است (ii)صعودی است، اگر به حدهای بالایی به روز شده رسیدگی کنیم 

ه هایی که در هر تکرار اصلی به زیر مسئل MINLPبنابراین هر دو دسته از الگوریتم ها برپایه یک تجزیه برای مدل 

بوجود می آیند و حد بالایی و پایینی در حل جستجو شده و متعاقباً نشان دادن شرط های زیر قطعی که دو توالی در 

 .بسته می شوند -  تعداد محدودی تکرار،

این تفاوت ها . داده می شوند علاوه بر شباهت ذکر شده، تعدادی تفاوت اصلی وجود دارد که در این بخش توضیح

 :می توانند بصورت زیر دسته بندی شوند

(i) فرمول بندی 

(ii) تساویها 

(iii)  غیر خطی بودن بر حسبy   وx-y  

(iv) مسئله اولیه 

(v) مسئله اصلی 

(vi) کیفیت حدهای پایینی 

 .و در ادامه مورد بررسی قرار خواهند گرفت

 

 فرمولاسیون 8-1 

آدرس دهی شوند بصورت  OAو  GBDتوانند از طریق  می که  MINLPهای کلی برای مدل های  فرمولاسیون

 : زیر هستند
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 : تواند آدرس دهی کند، توجه داریم که می  GBDکه   MINLPمدل  فرمولاسیوندر 

(i )تفکیک پذیری بر بردار متغیرهای /فرض خطی بودنy شود می ساخنه ن. 

(ii)  مجموعه هایX  وY  توانند ترکیببی از عدد صحیح  می نیاز به عدد صحیح و پیوسته بودن ندارد، متعاقباً آنها– 

 .پیوسته باشند

(iii)  ----

(iv)  یک انگیزه اصلی برای تفکیک متغیرها بهx  وy در مدل را  ه، روشی است که ساختار مخصوص موج

 .استخراج کردیم

کند که در آن فرضیات اضافی نیاز به تعریف  می دسته ای از مسائل را آدرس دهی  OAاز سوی دیگر الگوریتم 

 :دارند، که بصورت زیر هستند

(i)  متغیرهایy  کنند می بصورت تفکیک پذیر و خطی شرکت. 

(ii)  متغیرهایx  پیوسته هستند در حالیکه متغیرهایy عدد صحیح هستند. 

(iii) بطور صریح بحث شوند مگر از طریق حذف کردن جبری یا عددیتوانند  می تساوی های غیر خطی ن. 

این اجازه را برای استخراج ساختار  GBDاینست که  OAدر مقایسه با  GBDتوجه شود که خصوصیت اصلی 

این اجازه را برای طلب ساختار  GBDدر همان زمان . دهد می  x-yیا دامنه  y، دامنهxمخصوص موجود در دامنه 

ز درخواست امثال هایی . دهد می و دسته بندی مجموعه قیدها،  yو  xتعریف مناسب از بردارهای مخصوص بوسیله 

ثابت یا برعکس درخواست ده  y برای  xکه تحدب یا خطی بودن بر حسب  --- (a)ساختار مخصوص از کارهای 

دهد  می کند که اجازه  می در تجزیه زیرمسئله اولیه را طلب  total unimodularityکه خاصیت  --- (b). است

که ساختار  --- (c). شود می ه اصلی دوری لمسئ آمیخته بصورت یک مسئله پیوسته حل شود و بنابراین از طبیعت 

 .نردبان را در زیر مسائل سطح داخلی، برای مسئله برنامه ریزی تصادفی در طراحی فرآیند در خواست کرده است

 

 قیدهای مساوی غیر خطی -8-2 

تواند قیدهای مساوی غیر خطی را بطور آشکار و بدون نیاز به حذف جبری یا عددی آدرس  می  GBD الگوریتم

 .دهی کند

)(0تواند قیدهای مساوی غیر خطی  می ، همچنین OA/ERاما  xh  را بوسیله تبدیل آنها به نامساویها با استفاده

 :و بررسی کند بحث kTاز راستای ماتریس 
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xhT)(توجه شود که شرط اضافی برای شبه تحدب از  k  برای اینکه به هم ارزی بین مدل اصلی و مدل ساده شده

 .با تبدیل تساوی ها به نامساوی ، نیاز به اعمال شدن دارد

xhT)(بنابراین شرط شبه تحدب برای  k  باید در هر تکرار در الگوریتمOA/ER  چک شود که این کار در

 .نیاز نیست GBDالگوریتم 

 

  x-yو  yغیر خطی ها در  -8-3 

بکار روند،  x-yیا در اتصال دامنه  yتواند برای مدلهایی با غیرخطی های صریح در متغیرهای  می ، GBDالگوریتم 

 .ودیت های اضافیبرای معرفی کردن متغیرها یا محد می بدون لزو

یا در  yتوانند غیر خطی های صریح برحسب متغیرهای  می ن OA ،OA/ER ،OA/ER/APالگوریتم های 

و خطی بودن بر حسب  yو  xرا بحث کنند چون آنها بر پایه فرضیاتی برای تفکیک پذیری بر حسب  x-yاتصال دامنه 

y   در بردارy  توانند غیر خطی هایی به شکل زیر را  می اما آنها . از متغیرها بنا شده اند 

(i) )(y  غیر خطی 

(ii) ),( yx غیر خطی 

 دوباره بحثی شامل مساول زیر باشد، بحث کنند فرمولاسیونبوسیله 

(a) اضافه کردن مغیر های جدید 

(b) اضافه کردن قیدهای جدید 

و یک دسته جدید از قیدهای   1x ردار جدید از متغیرهای پیوستهبرای مثال، بوسیله معرفی کردن یک ب

01  yx  غیر خطی هایی از شکل های ،(i)  و(ii)  توانند بصورت زیر نوشته شوند می: 

0

),(),(

)()(

1

1

1







yx

xxyx

xy





 

01توجه شود که قیدهای جدید   yx  بر حسبy تفکیک پذیری را /خطی هستند و بنابراین شرط خطی بودن

همچنین توجه شود که اگر بخواهیم قیدهای . کنند می اغنا  OA ،OA/ER ،OA/ER/APبرای الگوریتم های 

 :مساوی غیر خطی کلی از شکل زیر را تبدیل کنیم

0),( yxh 

 :خواهیم داشت
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yx
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 :نیاز به چک کردن شرایط هم ارزی برای نامساوی زیر داریمو متعاقباً 

0),( 1 xxhT k 

),(0که احتیاج به شبه تحدب  1 xxhT k دارد . 

بنابراین در اینجا برای اینکه غیر خطی های کلی را بحث کرد، جریمه ای همراه با تبدیلات ذکر شده در الگوریتم 

یک گزینه کلی برای بحث کردن فقط بر روی  GOAاما این روی کرد . است OA ،OA/ER ،OA/ER/APهای 

 .کند می قیدهای نامساوی را معرفی 

 

بکار رفتند، اگرچه آنها بیشتر  V2-GBDتوجه شود که تبدیلات ذکر شده مشابه آنهایی هستند که در ( 1تبصره 

 .ندکن می بحث  y 0-1محدود کننده هستند چون آنها تنها بر متغیرهای 

 

 مسله اولیه  -8-4 

آنها برای  فرمولاسیون. شبیه هستند اما لزوماً همانند نیستند OAو الگوریتم های بر اساس  GBDمسائل اولیه برای 

GBD  وOA/ER  وOA/ER/AP بصورت زیر هستند: 
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توانند یک مجموعه  می رای متغیرهایی که ب yتواند بر اساس انتخاب بردار  می مسئله اولیه  GBDتوجه شود که در 

 .درهم از متغیرهای عددصحیح و پیوسته باشند، یک برنامه ریزی خطی یا غیر خطی باشد

)(,)(,)(و گونه های مختلف آن اگر هر یک از OAدر  xgxhxf  غیر خطی باشند، مسئله اولیه یک برنامه

 .ریزی غیر خطی خواهد بود

 

 :دهید مثال زیر را در نظر بگیریماجازه  -1-8 مثال 

1,0

100

10)exp(..

min
,
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yx

 

 :را بطور صریح بحث کرد، مسئله اولیه بصورت زیر است yxتواند غیر خطی های  می که  GBDدر 
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 .است xکه یک مسئله برنامه ریزی خطی بر حسب 

 :و یک قید جدید بصورت زیر داریم 1xما نیاز به تعریف یک متغی جدید  OAاما در 

01  yx 

 :آید می و مسئله بصورت زیر در 
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 :آید می سپس مسئله اولیه بصورت زیر در 
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01تواند از می  1xتوجه شود که . است 1xو  xکه یک مسئله برنامه ریزی غیر خطی بر حسب   kyx حذف

 .شود

 

 مسئله اصلی  -8-5 

. شامل یک قید اضافی در هر تکرار هستند V3-GBDو V2و  V1و گونه های مختلف  GBDمسئله اصلی در 

و کونه های آن هم  GBDمسئله جامع در  در نتیجه،(. را ببینید 3 بخش ) این قید اضافی تابع پایه برای تابع لاگرانژ است 

 .ارز با یک مسئله کوچک هستند حتی هنگامی که تعداد زیادی تکرار انجام شده باشد

بردار تساویهای غیر خطی  شامل خطی سازی هایی برای تابع هدف غیر خطی، و گونه های آن  OAمسئله اصلی در 

در نتیجه، در هر . از مسئله اولیه در هر تکرار است kxتبدیل شده و نامساوی های غیر خطی اصلی اطراف حل بهینه 

تعداد کمی تکرار به همگرایی نرسیم، این اثر بنابراین، اگر در . تکرار به مسئله اصلی تعداد زیادی قید اضافه می شود

 . افزایش می یابد است، MINLPبرای حل کردن مسئله جامع که یک مسئله 

و  GBDو گونه های آن دارای تعداد قیدهای بیشتری نسبت به مسئله اصلی در  OAنظر به اینکه مسئله جامع در 

 GBDبهتر از حد پایینی بدست آمده توسط  OAه توسط گونه های آن دارد، توقع می رود که حد پایینی بوجود آمد
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داریم که   GBDنیاز به بررسی گونه ای از  OAو  GBDاما برای منصف بودن در مقایسه . باشد

وه شرط تحدب و لابع yتفکیک پذیر و غیر خطی بودن بر حسب متغیرهای  را به صورت اسمی، OAشرط های 

تحت  V2-GBDبرای مقایسه،  GBDکلی، گونه مناسب از  GBDلگوریتم بر خلاف ا صلاحیت قید اغنا کرد هباشد،

 :نشان دادند که  Duran and Grossmann. است yشرط هایی برای تفکیک پذیری و خطی بودن بر حسب بردار 

k

GBDv

k

OA LBDLBD  2)()( 

حد پایینی بوجود آمده بوسیله  خطی بودن  و صلاحیت قید است،/ که تحت شرط های تحدب، تفکیک پذیری

این امر دلالت می کند که . است  V2-GBDکوچکتر از حد پایینی تولید شده بوسیله  kدر هر تکرار   OAالگوریتم 

اما این . حاصل می شود V2-GBDنسبت به  OAدر تکرار های کمتری از طریق  MINLPهمگرایی در حل مدل 

کمتر است، چون مسئله اصلی  V2-GBDنسبت به الگوریتم  OAلزوماً دلالت نمی کند که انجام محاسباتی کلی در 

 V2-GBDاست، در حالیکه خاصیت  kxشامل تعداد زیادی قید است که هم ارز با خطی سازیهای اطراف  OAبرای 

 .بنابراین، یک رابطه جایگزینی بین کیفیت حدهای پایینی و انجام محاسباتی کل وجود دارد. است یک قید در هر تکرار

 

 )را برای مدل  V2-GBDرا بررسی می کنیم و  OA/ERبرای  5  دراینجا مثال استفاده شده در بخش  -2-8 مثال 

1)0,1,1(با شروع از همان نقطه شروع ( 32 y بکار می بریم. 

 :مسئله اولیه بصورت زیر است حل
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 :ضرایب لاگرانژ بصورت زیر است

8.5

53209.0

2222.3

77777.7

0

46792.5

1

3

1

2

1

1

1

3

1

2

1

1

























 

 : سپس تابع لاگرانژ بصورت زیر در می آید
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 :بصورت زیر است V2-GBDمسئله اصلی و حل آن برای 

352.7

1

0

0

1,0,,

1

4076.29444.44088.02778.0..

min

3

2

1

321

32
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













B

B

B

y

y

y

yyy

yy

yyytS







 

 :داریم V2-GBDبعد از تکرار برای 

352.7

72097.1





LBD

UBD
 

 :توجه شود که بعد از یک تکرار داریم

352.7)(3)( 2  GBDvOA LBDLBD 

 

 

 حدهای پایینی     

)(0در بخش قبلی نشان دادیم که اگر تحدب همراه با شبه تحدب برای  xhT k  ،و صلاحیت قید نگه داشته شود

بهتر از  OA/ERاتفاق می افتد، در حالیکه حد پایینی  V2-GBDت به در تکرارهای کمتری نسب OA/ERتوقف 

اما باید توجه شود که ما نیاز به چک کردن این موضوع که آیا . است V2-GBDحد پایینی بدست آمده از 

0)( xhT k نی بدست اگر شرط شبه تحدب اغنا نشده باشد، حد پایی. در هر تکرار شبه تحدب است، داریم یا خیر

نمی تواند معتبر باشد، به عبارت دیگر ممکن است این حد پایینی بالای حل جهانی برای مدل   OA/ERآمده بوسیله 
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MINLP  این امر ممکن است در اثر پتانسیل خطی سازیهای نامعبر که ممکن است بخشی از . باشد

 .منطقه موجه را قطع کنند، اتفاق افتاده باشد

اگر شرط های . ملاک توقف ابتکاری است و بنابراین ممکن ست به بهینه صحیح نرسیم OA/ER/APبرای حالت 

 به حل های جهانی خود می  OAو  GBDتحدب همراه با صلاحیت قید اغنا شوند، گونه های 

 .رسند

 

 9- Generalized Cross Decomposition (GCD)  

 تقریب خطی دورگه

 

 فرمول بندی  -9-1 

Holmberg(1990) ویکرد معرفی شده توسط ، رVanRoy(1983)  برای دسته ای از مسائل بهینه یابی را

 :بصورت زیر تعمیم داده است

q

n

yx

Yy

Xx

yxg

yxgtS

yxf

}1,0{

0),(

0),(..

),(min

2

1

,









 

 :تحت شرط های زیر

C1 : توابع 

,:

,:

,:

2

2

1

1

Pqn

Pqn

qn

g

g

f







 

qYyتوابع محدب مناسب برای هر  }1,0{ برای مثال . )ثابت شده، هستندf  محدب مناسب است اگر

}|{)(  fxfdom n  تهی نباشد و)(, fdomxf  ) 

C2 :X  یک مجموعه محدب، فشرده و ناتهی است و توابعf ،1g  2وg  محدود شده وLipschitzian  بر حسب

(x,y) هستند . 

C3 : بهینه یابی با توجه بهx  برای تابع لاگرانژ می تواند بطور مستقیم ازy انجام شود. 

 

می تواند  Holmbergمربوط به  GCDهم ارز با یک زیر دسته از مسائل است که ( 52 )فرمول بندی ( 1تبصره 

qyحالت کلی تر از  ،Holmberg.بکار برده شود   را مطالعه کرد و بردارy شده توسط  را مشابه کار انجام

Geoffrion  برایGBDارائه داد ،. 
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نظر به . شرح داده شده است V1-GBDاست که در بخش  Geoffrionاز  P، خاصیت C3شرط ( 2تبصره 

می  C3اینکه مسئله اولیه می تواند موجه یا ناموجه باشد و توابع لاگرانژ تولید شده دارای اشکال متفوت هستند، شرط 

 .ان شودتواند بصورت های زیر بی

 

 اولیه موجه -Iحالت 

 وجود دارند که 3qو  1qبه اینصورت است که در اینجا توابع  C3شرط 

,0,0,,

),,),,,((),(),(),(),,,(
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212131221121









YyXx

yxqqyxgyxgyxfyxL TT

 

3q 1یک تابع اسکالر وq صعودی در اولین آرگومان خود است. 

 

 اولیه ناموجه  -IIحالت 

 وجود دارند که  4qو  2qبه اینصورت است که در اینجا توابع  C3شرط 

}1,0,0:,{

,),(,,

),,),,,((),(),(),(),,,(

21

1

21

2

2

1

1

21

212131221121












PP

i

i

PP

TT

where

YyXx

yxqqyxgyxgyxfyxL







 

4q  2یک تابع اسکالر است وq در اولین آرگومان خود صعودی است. 

 

 :داریم C2و  C1توجه شود که بسبب شرط های ( 3تبصره 

(i) 1q  محدب، محدود شده وLipschitzian   بر(x,y)  0,0برای 21  kk  ثابت شده، است. 

(ii) 1q  محدب، محدود شده وLipschitzian   بر(x,y)  برای,),( 21  ثابت شده، است. 

 

 ایده پایه -9-2  

GCD  شامل دو فاز است که فاز زیر مسئله اولیه و همزاد( یعنی فازI ) و فاز مسئله اصلی( یعنی فازII ) و تستهای

و ضرایب لاگرانژ ( 52 )زیر مسئله اولیه یک حد بالایی بر حل جستجو شده برای   Iدر فاز . همگرایی مناسب می باشد
k

1  وk

2 و پایه های ( 52 )زیر مسئله همزاد یک حد پایینی بر حل . برای مسئله همزاد بوجود می آوردky  برای

در . د می کندتولی IIهر دوی زیر مسئله اولیه و همزاد برش هایی برای مسئله اصلی در فاز . مسئله اولیه بوجود می آورد

بکار می رود، در  kyیک زیر مسئله اولیه و همزاد حل می شود و یک تست همگرایی بر روی  GCDهر تکرار 

kحالیکه یک تست همگرایی همزاد بر روی  

1  وk

2 به فاز   اگر هیچ تست همگرایی شکست نخورد،. بکار می رود
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II  وارد می شویم که حل مسئلهاصلی را نشان می دهد و متعاقباً به فازI 9 شکل . باز  می گردد 

 . را نشان می دهد GCDخصوصیات ضروری برای 

و تا جای ممکن محدود کردن ( یعنی زیر مسئله های اولیه و همزاد)  Iافزایش استفاده از فاز  GCDایده اساسی در 

این به این خاطر است که مسئله . بوسیله کاربرد تستهای همگرایی مناسب است( یعنی مسئله اصلی) IIاستفاده از فاز 

بوجود می   Iنسبت به زیرمسائل اولیه و همزاد برای فاز  CPUاصلی بسیار مشکل شناسایی می شود و مشکل زمان اشغال 

 .آید

 

 توسعه تئوریکی -9-3 

با تحلیل زیرمسائل اولیه و همزاد بحث می  Iدر ابتدا فاز . یش می دهدرا نما GCDاین بخش توسعه تئوریکی برای 

 .برای استنتاج مسئله بحث می شود، در حالیکه تست های همگرایی در انتها بحث می شود IIمتعاقباً فاز . شود

 

 زیر مسئله های اولیه و همزاد -9-3-1 

نتیجه می شود و بصورت  1-0به ترکیب های ویژه ( 52 )برای متغیرهای  yزیر مسئله های اولیه از ثابت کردن بردار 
ky مشخص شده است و مشکل زیر را بخود می گیرد: 

n

k

kk

k

x

Xx

yxg

yPyxgtS

yxf







0),(

))((0),(..

),(min

2

1 

 

)(، زر مسئله اولیه C1به خاطر شرط ( 1تبصره  kyP  بر حسبx محدب است. 

بنابراین ما دو حالت مجزا . ممکن است منجر به زیر مسئله اولیه موجه یا ناموجه شود kyبه  yثابت کردن متغیر های 

 :را در ادامه بحث می کنیم

 

 زیر مسئله اولیه موجه: (i)حالت 

)(یک حل موجه برای  kyP  شاملkx  و)( kyP  است که حدبالایی و ضرایب لاگرانژk

1  وk

2 تابع . است 

 :لاگرانژ شکل زیر را می گیرد

),(),(),(),,,( 211111 yxgyxgyxfyxL
TT kkkk   

 

 زیر مسئله اولیه ناموجه: (ii)حالت 

 :اگر زیر مسئله اولیه ناموجه باشد، مسئله موجه بودن زیر فرمول بندی می شود
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n

k

kk

x

Xx

yxg

yPFyxgtS













),(

))((),(..

min

2

1 

)(حل  kyP  که محدب است، ضرایب لاگرانژk

1  وk

2پس تابع . را برای قیدهای نامساوی بوجود می آورد

 :لاگرانژ شکل زیر را بخود می گیرد

),(),(),,,( 221121 yxgyxgyxL
TT llll   

 

)(توجه شود که ( 2تبصره  kyPF   بوجود نمی آورد( 52 )یک حد بالایی برای. 

kبا داشتن 

1  برای حل ( یعنی در حالت الویه موجه)بدست آمده)( kyP  زیر مسئله همزاد برای حالت اولیه ،

 :موجه، شکل زیر را بخود می گیرد

q

n

k

k

yx

Yy

Xx

DyxgtS

yxgyxf
T

}10{

))((0),(..

),(),(min

12

11
,













 

 

)(زیر مسئله همزاد ( 3تبصره  1

kD   می تواند در فضای اتصالx-y در نتیجه حل آن نمی تواند هم . نامحدب باشد

 .باشد( 52 )ارز با یک حد پایینی بر 

 

)(توجه شود که تابع هدف در ( 4تبصره  1

kD  هم ارز با ساده سازی لاگرانژ است. 

 :ولیه ناموجه باشد، زیر مسئله همزاد شکل زیر را بخود می گیرداگر زیر مسئله ا

q

n

l

l

yx

Yy

Xx

DFyxgtS

yxg

T

T

}10{

))((0),(..

),(min

12

11
,





 



 

lکه 

1  1),(0ضرایب لاگرانژ از kyxg  برای مسئله موجه بودن)( kyFP هستند. 

 

)(توجه شود که حل ( 5تبصره  1

lDF   بوجود نمی آورد وتنها می تواند یک برش همزاد ( 52 )هیچ حدی برای

lکه 

1 را از بررسی ها ی آینده حذف خواهد کرد، را بوجود آورد. 
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 مسئله اصلی -IIفاز  -9-3-2 

شکل . ی کنداستفاده شد، پیروی م GBDمسئله اصلی اولیه، از همان مراحلی که برای استخراج مسئله اصلی در 

 :نهایی مسئله اصلی اولیه بصورت زیر است

Yy

yxgyxg

yxgyxgyxftS

TT

Xx

TT

Xx
C

C
y C
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212211
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


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دارای تعداد نامحدودی برش است که هم ارز با هر جفت غیر منفی ضرایب لاگرانژ  (RM)مسئله اصلی ( 1تبصره 

),( 21   و هر),( 21  یعنی مینیمم سازی با توجه به )ی هر برش شامل یک مسئله بهینه یاب. استXx 

),,,(),,,(از  2121  yxLoryxL که بر حسب ( استYy  پارامتری است و در تئوری باید برای

 . حل شود Yyتمام 

 

هایی که هم ارز با مسائل اولیه موجه ، که در بخش فرمول بندی تحلیل شد، برش C3با استفاده از شرط ( 2تبصره 

 :هستند می توانند بصورت زیر نوشته شوند

0),(,

),,),,,((inf),,,(inf

21

21213121










y

yxqqyxL
XxXx 

 )محدب و فشرده است، به اینفیموم در  Xاست و  Xبر حسب  Lipschitzianمحدب، محدود شده و  1qچون 

بطور مشابه برش هایی که هم ارز با مسائل اولیه . می رسیم و بنابراین می تواند آن را با مینیموم جایگزین نمود( 50

 :بصورت زیر نوشته شوند 4qو  2qناموجه هستند می توانند بر حسب 

0),(,

),,),,,((inf),,,(inf

21

21214221










y

yxqqyxL
XxXx 

محدب و فشرده است، اینفیموم می  Xاست و  Xبر حسب  Lipschitzianمحدب، محدود شده و  2qچون  

 .، جایگزین مینیمم شود xتواند با توجه به 

 

با  2qو  1qمینیمم سازی  ،4qو  3qو متعاقباً در اولین آرگومان خود افزایشی هستند 2qو  1qچون ( 3تبصره 

),,(می تواند بر حسب   Xxتوجه به  213 xq  و),,( 214 xq بصورت زیر انجام شود: 
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 ، تأثیری ندارد و بنابراین مینیمم سازیهایXxبر مینیمم سازی با توجه به  yتوجه شود که 

),,(min

),,(min

214

213





xq

andxq

Xx

Xx



 

پس مسئله اصلی اولیه شکل زیر را بخود می . معتبر هستند Yyنیاز به یک بار انجام شدن دارد و برای هر 

 :گیرد
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انتخاب تعداد محدودی برش می تواند بوسیله . شامل تعداد نا محدودی برش است( 57 )هنوز فرمول بندی ( 4تبصره 

),(ثابت کردن  21   و),( 21    به),( 21

kk   ،Kk  و),( 21

ll  ،Ll  ًانجام شود، متعاقباk  وl 

 :سپس ما مسئله اصلی ساده شده زیر را خواهیم داشت. و شاخص های هم ارز با بر همکنش های انجام شده هستند
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),(برای هر ( 5تبصره  21

kk   3، مینیمم سازی برایq  با توجه بهXx  

),,(min 213

kk

Xx
xq 


 

llبطور مشابه برای هر . بنامیم kxمی تواند بطور صریح انجام شود، اجازه دهید کوچک شمارهای آن را 

21 , 

 :بصورت زیر است Xxبا توجه به  4qمینیمم سازی 

),,(min 214

ll

Xx
xq 


 

 :پس خواهیم داشت. را بنامیم lxو می تواند بصورت مجزا انجام شود، اجازه دهید کوچک شمارهای آن را 

Llxqxq

Kkxqxq

llkll

Xx

kkkkk

Xx

,...,2,1),,,(),,(min

,...,2,1),,,(),,(min

214214

213213












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 :گیرند می شکل زیر را بخود  2qو  1qو 

Llyxqq

Kkyxqq

llllk

kkkkk

,...,2,1)),,,),,,((

,...,2,1,)),,),,,((

212142

212131








 

1)(بصورت ( 60 )و ( 59 )با نامیدن برش های  yqk  2)(و yql ،  متعاقباً مسئله اصلی اولیه ساده شده به شکل زیر در

 :می آید

)).,,),,,(()(

)),,,),,,(()(

,...,2,1),(0

)(,...,2,1),(..

min

2121422

2121311

2

1

,

llllkl

kkkkkk

l

k

C

C
y

yxqqyq

yxqqyqwhere

Yy

Llyq

RPMKkyqtS

C






























 

 

 .را نمایش می گذارد( 52 )حد پایینی بر حل بهینه   مسئله اصلی اولیه ساده شده،( 6تبصره 

 

   1 (RLRM)مسئله اصلی ساده شده لاگرانژ 

1),(0استخراج مسئله ساده شده لاگرانژ از همزادی لاگرانژ استفاده می کند و همزادسازی را فقط برای  yxg 

 :همزاد شکل زیر را بخد می گیرد. بررسی می کند

)61.6(0),(..

),(),(min

max 2

11
,

0
































Yy

Xx

yxgts

yxgyxf T

YyXx



 

 

kپارامتری است و برای مقدار ثابت شده  –بر حسب ( 61 )که مسئله داخلی در توجه شود ( 7تبصره 

11    هم

)(ارز با زیر مسئله همزاد  kD   نشان داده شده در فازI است. 

)(اگر حل زیر مسئله همزاد  kD   را بصورت),( kk yx مشخص کنیم، با فرض موجه بودن داریم: 

Kkyxgyxfh Tkkk ,...,2,1),,(),()( 111   

 :سپس مسئله اصلی ساده شده لاگرانژ بصورت زیر در می آید

 

1
 - Lagrange Relaxation Master Problem 
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),(),()(

0

,...,2,1),(..

max

111

1

1

,1

yxgyxfhwhere

KkhtS

Tkkk

k

C

C
C





































 

 

محدب باشد واگر حدب ( 52 )اگر   ایجاد خواهد کرد،( 52 )یک حد بالایی معتبر را بر  RLRMحل ( 8تبصره 

همچنین توجه شود . تنها می تواند به عنوان یک ابتکار استفاده شود RLRMنباشد یک فاصله همزادی اتفاق می افتد و 

 .است( 61 )یک حد بالایی بر  RLRMکه 

 

)(اگر مسئله اولیه ناموجه باشد، زیر مسئله همزاد شکل ( 9تبصره  1

lDF   گیرد را بخود می( فازI را ببیند.) 

 :در این حالت داریم

Llyxgh ll ,...,2,1),,()( 111   

theRLRMinLlh ,...,2,1),(0 1   

 

)(حل ریز مسئله همزاد ( 10تبصره  1

kD   این حل همچنین یک حد . است( 61 )یک حد پایینی بر همزاد لاگرانژ

)(است اگر ( 52 )پایینی معتبر بر  1

kD  ر فضای اتصال دx-y محدب  باشد. 

 

 تست های همگرایی -9-3-3 

بهبود برش  (iii)بهبود حد پایینی و  (ii)بهبود حد بالا  (i)، با استفاده از مفاهیم GCDتست های همگرایی برای 

)(یک بهبود حد بالایی هم ارز با یک کاهش در حد بالایی بدست آمده بوسیله زیر مسئله اولیه . انجام می گیرد kyP 

 .است

یک . است ---یک بهبود حد پایینی هم ارز با یک افزایش در حد پایینی بدست آمده توسط زیر مسئله همزاد 

بصورت یک  (RPM)بهبود برش هم ارز با تولید یک برش جدید است که فعال می شود و بنابراین مسئله اصلی اولیه 

برش در مسئله اصلی ساده شده لاگرانژ تولید شود، بهبود به عنوان بهبود برش اگر . بهبود برش اولیه مشخص می شود

 .ساده شده لاگرانژ دسته بندی می شود

 :، بدست آوردن جواب هایی برای سه سئوال زیر استCTایده اصلی در تستهای همگرایی 

Q1 :ky ( یعنی حل)می تواند بهبودی در حد بالایی بوجود آورد( kyP  می تواند اکیداً کمتر ازUBD   فعلی

 ؟( باشد؟

Q2 :ky   (یعنی حل ) می تواند بهبودی در حد پایینی بوجود آورد( 1

kD   می تواند اکیداً بیشتر ازLBD  فعلی

 ؟ ( باشد؟
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Q3 : آیا می توانیم یک بهبود برش ساده شده لاگرانژ را برای
k

1  یعنی برای )بدست آوریم

 ؟ ( حل های نامحدود

که می توانند جواب های سئوالات بالا را بوجود آورند بصورت زیر فرمول بندی می   CTتست های همگرایی 

 :شوند

CTP : اگرLlforyqandKkforUBDyq cCk ,...,10)(,...,1)( 1

21   کهcy ،y 

 .در غیر اینصورت از یک مسئله اصلی استفاده شود. یک بهبود در حد بالایی را میسر می سازد cyفعلی است، پس 

CTD : اگرKkforLBDh ck ,...,1)( 1   کهc

1 ،1  فعلی است، پسc

1  یک بهبود در حد

 .در غیر اینصورت از یک مسئله اصلی استفاده شود. پایینی را میسر می سازد

CTDU : اگرLlforh cl ,..,10)( 1   کهc

1 ،1  فعلی است، پسc

1  یک بهبود در حد بالایی

 .در غیر اینصورت از یک مسئله اصلی استفاده شود. را میسر می سازد

 

یعنی )  CTPشرط اول از تست ( 1تبصره 

LlforyqandKkforUBDyq cCk ,...,10)(,...,1)( 1

21   ) و تستCTD  هم ارز با

---عنی ی) CTPشرط دوم تست . شناخته می شوند "هگرایی مقداری"مسائل  موجه است و در نتیجه بصورت تستهای 

 .شناخته می شوند "همگرایی موجه بودن"هم ارز با مسائل موجه بودن است و به عنوان تست های  CTDUو تست ( -

 

 1-9 قضیه 

برای بهبود حد شرط لازم هستند و برای بهبود حد یا بهبود برش شرط کافی  CTDو   CTPتست های همگرایی 

 .برای بهبود برش شرط کافی است CTDUتست . هستند

 

 1-9 لم 

یک مجموعه گسسته محدود است، تست همگرایی بعد از تعداد محدودی تکرار  Yکه در آن ( 52 )برای مدل 

 .را تعداد محدودی گام حل می کنند( 52 )مدل  GBDشکست می خورد و بنابراین الگوریتم های 

 

(  CTDیعنی )ش همزاد و یک بخ( CTPیعنی )توجه شود که تست های همگرایی شاملیک بخش اولیه ( 2تبصره 

  CTPدر حقیقت این تست . در نتیجه، کافی است یکی از آنها بعد از تعداد محدودی مرحله شکست بخورد. هستند

همچنین توجه . است که ما را از شکست خوردن تست های همگرایی بعد از تعداد محدودی تکرار مطمئن می سازد

)(شود که تعداد حل های بهینه  1

kD   برایk

1  های مختلف محدود است که دلالت بر این دارد که بهبودهای حد

بطور مشابه، بهبود برش می تواند . اتفاق بیافتد  CTDپایینی می تواند بصورت نامحدود و بدون داشتن شکست در تست 
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می تواند تعداد نامحدودی بهبود برش را   CTDUبصورت نامحدود تکرار شود و در نتیجه تست 

یعنی داشتن )بر اساس موضوعات مطرح شده در بالا، برای رسیدن به همگرایی محدود . بدون شکست بوجود آورد

اعتماد کنیم که بر پایه   CTP، باید به تست (تست های همگرایی که در تعداد محدودی مرحله شکست می خورند

راین، باید مطمئن شویم که مسئله اصلی اولیه بکار رفته است و منحصراً از مسئله جامع ساده بناب. مسئله اصلی اولیه است

 .شده لاگرانژ استفاده نکنیم

 

 توسعه سیستم -9-4 

در حالیکه در بخش قبل زیرمسئله های   را نشان داده است،  GCDمراحل تولید الگوریتم برای الگوریتم  9 شکل 

 .اولیه ساده شده، مسئله جامع ساده شده لاگرانژ و تست های همگرایی را شرح دادیم اولیه و همزاد، مسئله اصلی

 :، تعاریف زیر را معرفی می کنیمGCDپیش از بیان دستورات الگوریتمی 
kP :مقدار هدف بهینه برای زیر مسئله اولیه)( kyPاست( 52 )این  یک حد بالایی معتبر بر . است. 

UBD : مقدار هدف کوچکترین فعلی برای)( kyP  ها است به عبارت دیگر)(min k

k
yPUBD   . این

 .کوچکترین حد بالای فعلی است
k

c )( : مقدار تابع هدف بهینه برای مسئلهRPM  باk است( 52 )که یک حد پایینی معتبر بر . برش است. 
kD : مقدار هدف بهینه برای مسئله همزاد)( 1

kD  که یک حد پایینی بر همزاد لاگرانژ و یک حد پایینی . است

)(است اگر ( 52 )معتبر بر  1

kD   بر حسبx-y محدب باشد. 

LBD :اگر . مقدار بیشترین فعلی از حد پایینی است)( 1

kD   بر حسبx-y محدب باشد، داریم: 

},)(,{max k

C

k

k
DLBD  

)(اگر  1

kD   بر حسبx-y محدب نباشد، داریم: 

},){(max k

C
k

LBD  

k

C )(  : مقدار تابع هدف بهینه برای مسئلهRLRM که یک حد بالایی معتبر بر مسئله همزاد لاگرانژ است. است . 

 

نوسان داشته باشد   UBDبه عبارت دیگر، ممکن است . دارای رفتار یکنواخت نیست kPتوجه شود که ( 1تبصره 

هیچ یکنواختی را اغنا نمی کند و بنابراین ممکن  kDهمچنین توجه شود که . اما بطور  یکنواخت غیر صعودی است

}max{اما . است که نوسان داشته باشد kD بطور یکنواخت غیر نزولی است. 

 

kبطور یکنواخت غیر نزولی است و   LBD( 2تبصره 

C )( بطور یکنواخت غیر صعودی است. 
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}{توالی خیر به خیز بالایی ( 3تبصره  kP  و توالی خیر به خیز پایینی}{
k

c  به مقدار بهینه( 

 .است  GCDبخشی از  GBDاین امر هم ارز با اینست که . همگرا خواهند شد( 52

 

}{توالی خیز به خیز بالایی ( 4تبصره 
k

c و توالی خیز به خیز پایینی}{ kD ( 58 )به مقدار بهینه همزاد لاگرانژ

مقدار بهینه همزاد لاگرانژ . است  GCDبخشی از   Dantzig-Wolfeاین امر هم ارز با اینست که . همگرا خواهند شد

حدب است به خاطر وجود پتانسیل برای همزادی، اگر که مسئله غیر م( 52 )در حالت کلی کمتر از حل بهینه ( 58 )

 .باشد

 

)(اگر ( 5تبصره  1

kD  ،محدب باشد  GCD  از بهترین حد پایینیGBD  وDantzig-Wlofe استفاده می کند. 

 

  GCDدستورات الگوریتمی برای  -9-4-1 

 شکل . کامل را شرح دهیم GCDمی توانیم الگوریتم  ،(52 )با فرض داشتن یک مقدار حل بهینه محدود برای مسئله 

 .را نمایش می دهد GCDگام های الگوریتم  10

 

قرار  l=1و برای زیر مسئله های اولیه ناموجه  k=1شمارنده های تکرار را برای زیر مسئله های اولیه موجه ( 1گام 

یک نقطه . انتخاب کنید 0را تنظیم کرده و خطای مجاز همگرایی را  LBDو  UBD. دهید

 . انتخاب کنید 1yاولیه 

 

yyرا برای  CTPتست ( 2گام  ˆ  بکار ببرید( یعنی برایy  1فعلی بجزy که نقطه شروع است .) اگر تست

CTP  بروید 4در غیر اینصورت به گام . بروید 3درست بود به گام . 

 

زیر مسئله های اولیه : دو حالت خواهیم داشت. است yP)ˆ(حل کنید که مسئله  1yمسئله اولیه را برای ( 3گام 

 .موجه و ناموجه

 

 yP)ˆ(اولیه مواجه : 3Aگام 

21و بردارهای ضریب  x̂یک حل  ،P̂زیر مسئله اولیه دارای یک مقدار هدف بهینه 
ˆ,ˆ حد بالایی . است

}ˆ{
ˆ

PUBD
y

  5در غیر اینصورت به گام . الگوریتم پایان می یابد ---را به روز کنید اگرA بروید. 

 

  ---اولیه ناموجه : 3Bگام 
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را برای تخمین بردار  ---مسئله موجه بودن . نیست ---زیر مسئله اولیه دارای حل موجه برای 

 .بروید 5Bحل کنید و به گام  ---و  ---های ضریب 

 

ما دو حالت زیر را تشخیص دادیم، مسئله اصلی اولیه ساده شده . یک مسئله اصلی ساده شده را حل کنید( 4گام 

(RPM)  و مسئله اصلی ساده شده لاگرانژ(RLRM) 

 

  (RPM)مسئله اولیه ساده شده ( 4Aگام 

. است ---به عبارت دیگر . است( 52 )یک حد پایینی بر  ---. باشد  RPMیک حل بهینه برای  ---اجازه دهید 

 .بروید 3متوقف شوید، در غیر اینصورت به گام  ---اگر 

 

  (RLRM)انژ مسئله جامع ساده شده لاگر( 4Bگام 

( 52 )است اگر فقط ( 52 )یک حد بالای معتبر بر  ---. باشد RLRMیک حل بهینه برای  ----اجازه دهید 

 .بروید 6محدب باشد، به گام 

 

 .بکار ببرید ---را برای  CTDUو تست  ---را برای   CTDتست ( 5گام 

 

11برای   CTDتست ( 5Aگام  ̂   

 .بروید 4Bیا گام   8در غیر اینصورت به گام . بروید 6درست باشد به گام  CTDاگر تست 

 

  ---برای   CTDUتست ( 5Bگام 

 .بروید 4Bیا گام  8بروید در غیر اینصورت به گام  7درست باشد به گام   CTDUاگر تست 

 

حل آن   ---اجازه دهید . درا حل کنی ---به عبارت دیگر مسئله . حل کنید ---زیر مسئله همزاد را برای ( 6گام 

max},ˆ{حد پاینی  را بوسیله . باشد DLBDLBD   بر حسب   - --با فرض اینکهx-y محدب است، بروز کنید .

yykو  k=k+1متوقف شوید در غیر اینصورت   ، ---اگر  ˆ1   بروید 2را تنظیم کنید و به گام. 

 

اجازه دهید . اگر زیر مسئله اولیه ناموجه باشد مسئله همزاد بوجود می آید  حل کنید،را  ---زیر مسئله همزاد ( 7گام 

 . باز گردید 2را تنظیم کنید و به گام  ----و   l=l+1. باشد ----حل  ---
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  حل بهینه آن باشد، ---اجازه دهید . را حل کنید (RPM)مسئله اصلی اولیه ساده شده ( 8گام 

 .بازگردید 3را قرار داده و به گام  ---و  k=k+1در غیر اینصورت . وقف شوید، مت ----اگر . است ---

 

بر اساس این ایده شکل گرفته است که امید می رود در تعداد هر چه کمتر از مسائل  GCDتوجه شود که ( 1تبصره 

 CTP ،CTD ،CTDUبنابراین، اگر تست های همگرایی . جامع حل شود، از آنجایی که آنها مسائل زمان بری هستند

این کار . برش هایی تولید کرده و حدها را بهبود می دهیم( 52 )در هر تکرار درست باشند، ما در حل جستجو شده برای 

اگر تعداد کافی برش در فاز زیر مسئله تولید شود، ما برای حل یک مسئله . معرفی شده است "زیر مسئله "با عنوان فاز 

 .کمی برای بدست آوردن حل بهینه داریم اصلی، فقط نیاز به زمان قبلی

 

مسائل اصلی فقط دارای تعداد کمی برش هستند و در نتیجه مسائل همزاد و اولیه توقع   در تکرارهای اولیه،( 2تبصره 

در حالیکه تکرارها افزایش می یابد، تعداد برش ها در مسئله اصلی زیاد می . دارند که حدهای تنگ تری بوجود آورند

با توجه به موارد بالا، این یک ایده خوب است که . وقع می رود که مسئله اصلی حدهای تنگتری بوجود بیاورندشود و ت

و تنها با زیر ( یعنی بسته به خروجی از تست های همگرایی)در استفاده از مسئله اصلی تا جای ممکن تأخیر ایجاد شود 

وابسته به اینست که زیر  GCDوجه شود که نرخ همگرایی در مهم است ت. مسئله همزاد و اولیه فاز اول را شروع کرد

 .مسئله های همزاد و اولیه چگونه موازنه شده اند

چون هدف ما در صورت امکان، دوری از مسئله جامع است، باید موازنه ای برای زیر مسئله های همزاد و اولیه تولید 

 .مسئله همزاد استفاده شود وبر عکسکنیم که خروجی از زیر مسئله اولیه به عنوان ورودی زیر 

 

 : توجه شودکه 10 در شکل ( 3تبصره 

(i)   اگر تست هایCTD  وCTDU  در تمام تکرارها درست نباشند و فقط از مسئله جامع اولیه ساده شده استفاده

 .تبدیل می شود GBDبه  GCDشود، 

(ii)  اگر تستCTP   ،در تمام تکرارها استفاده نشود و از مسئله اصلی ساده شده لاگرانژ استفاده شودGCD  به

Dantzig-Wolfe تبدیل می شود. 

درست نباشد و  CTPیک انتخاب طبیعی برای مسئله اصلی، استفاده از مسئله جامع اولیه ساده شده است اگر تست 

همچنین توجه شود که لازم . درست نباشد CTDUیا  CTDست استفاده از مسئله اصلی ساده شده لاگرانژ، اگر ت

 . نیست که از هر دو مسئله اصلی استفاده شود

 

یا با ( نشان داده شده است 10 همانطور که در شکل )می تواند با هردوی زیرمسئله اولیه  GCDالگوریتم ( 4تبصره 

 .یا اولیه خوب در دسترس باشد زیر مسئله همزاد شروع شود، بسته به اینکه یک نقطه اولیه همزاد
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  GCDهمگرایی محدود  -9-4-2 

را که در بخش قبلی شرح داده شد  GCDهمگرایی محدود برایالگوریتم   Holmberg، (52 )برای فرمول بندی 

 :را بصورت زیر ثابت کرد

 

 (همگرایی محدود) -2-9 قضیه 

را تعداد GCD ( 52 )گسسته و محدود باشد،  مجموعه ای  Yنگه داشته شوند و  C3و  C2و  C1اگر شرط های 

 .محدودی گام بطور دقیق حل خواهد کرد

 

 9-5- GCD تحت تفکیک پذیری 

 :تحت فرض تفکیک پذیری خواهیم داشت

),()(),(

),()(),(

),()(),(

22212

12111

21

ygxgyxg

ygxgyxg

yfxfyxf







 

 :به شکل زیر در می آید( 52 )و مسئله 

q

n

yx

Yy

Xx

ygxg

ygxgtS

yfxf

}1,0{

,0)()(

,0)()(..

),()(min

2221

1211

21
,











 

 

می تواند با فرض  C3شرط   در حقیقت،. بوجود می آید C3فرض تفکیک پذیری در نتیجه اغنای شرط ( 1تبصره 

 .ضعیفتری نسبت به تفکیک پذیری اغنا شود و این امر در بخش قبلی شرح داده شده است

صلی ساده شده لاگرانژ و در مورد اثر فرض تفکیک پذیری بر زیر مسئله اولیه، زیر مسئله همزاد و مسائل ا  در ادامه،

 .اولیه بحث خواهیم کرد

 

 زیر مسئله اولیه

 :زیر مسئله اولیه شکل زیر را بخود می گیرد

Xx

ygxg

ygxgtS

yfxf

k

k

k

x









,0)()(

,0)()(..

),()(min

2221

1211

21
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در بخش پیشین انجام   GCDو تحلیل اولیه موجه، ناموجه به همان صورت نشان داده شده برای 

 . می گیرد

 

 xبر حسب  ----و  ---و  ---با فرض تفکیک پذیری بصورتی در می آید که  GCDاز  C1شرط ( 2تبصره 

در ضمن توجه شود که . با یک حل بهینه جهانی هم ارز خواهد بود ---در نتیجه حل زیر مسئله اولیه . محدب هستند

 .، زیر مسئله اولیه پایدار استC2بسبب شرط 

 

 زیر مسئله همزاد

 :پذیری بصورت زیر در می آیدزیر مسئله همزاد با فرض تفکیک 

)(

}1,0{

,0)()(..

)]()([)()(min

1
2221

1211121
,

k

q

n

kk

yx

D

Yy

Xx

ygxgtS

ygxgyfxf
T

























 

 

بصورت خطی شرکت می  y، فرض کنیم که متغیرهای yو  xاگر علاوه بر تفکیک پذیری بر حسب ( 3تبصره 

 :کنند، داریم

,)(

,)(

,)(

222

112

2

yByg

yByg

ycyf T







 

دن به حل محدب در می آید که می تواند برای رسی MINLPبصورت یک مسئله  ---سپس زیر مسئله همزاد 

در نتیجه، در این حالت زیر مسئله های همزاد یک حد . حل شود OAیا   GCDجهانی آن با هر دوی الگوریتم های 

)(,),()(همچنین توجه شود که اگر . بوجود خواهند آورد( 52 )پایینی معتبر بر  21111 xgxgxf را در نقطهkx 

 branch andتبدیل می شود که می تواند با کدهای استاندارد   MILPمسئله همزاد به یک مسئله   خطی سازی کنیم،

bound ( نظیرCPLEX )بسیار مهم است که حل این مسئله . برای رسیدن به حل جهانی، حل شودMILP  یک حد

 .است( 52 )پایینی معتبر بر حل 

 :اد بصورت زیر استبرای زیر مسئله همز  MILPشکل مدل 

)(

}1,0{

,0)(..

])([)(min

1
221

11111
,

klin

q

n

lin

linkTlin

yx

D

Yy

Xx

yBxgtS

yBxgycxf
T

























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حد پایینی ضعیف تری نسبت به شکل ناشی شده از حل  شکل بالای زیر مسئله همزاد،( 4تبصره 

هم ارز با داشتن  ---این امر به این علت است که . محدب برای حل جهانی آن را بوجود خواهد آورد  MINLPکردن 

 .محدب است MINLPی برا OAفقط یک تکرار با الگوریتم 

 

 مسئله جامع اولیه

 :تحت فرض تفکیک پذیری خواهیم داشت

)]()([min)()(

)]()([)]()([min),,,(min

)]()()([min)()()(

)]()([)]()([)()(min),,,(min

212111222121

222121211121

21211112221212

22212121112121

xgxgygyg

ygxgygxgyxL

and

xgxgxfygygyf

ygxgygxgyfxfyxL

TT

Xx

TT

TT

XxXx

TT

Xx

TT

TT

XxXx

























 در

 

 :به شکل زیر در می آیند ---و  ---نتیجه 

)()(

)()()(

2121114

21211113

xgxgq

xgxgxfq

TT

TT








 

 ---و  ---، به شکل بحث شده در بخش قبلی با تعریف های اضافی برای (RMP)مسئله اصلی اولیه ساده شده 

را هم  yهمچنین توجه شود که اگر خطی بودن در فضای . را نمایش می دهد( 52 )حل آن یک حد پایینی بر . است

 .تبدیل می شود  MILPبه یک مسئله  RMPفرض کنیم، مسئله 

 

 مسئله اصلی ساده شده لاگرانژ

د می تواند ، زیرمسئله همزاyخطی بودن در فضای  (ii)و   yو  xتفکیک پذیری بر حسب  (i)تحت فرض های 

می تواند یک ( xمحدب خطی شده بر حسب  MINLPیعنی )برای حل جهانی آن حل شود یا ساده سازی معتبر از آن 

 .بوجود آورد( 52 )حد  پایینی معتبر بر 

 :در نتیجه، مسئله اصلی ساده شده لاگرانژ با فرض کردن خطی بودن، شکل زیر را بخود خواهد گرفت

)(

0

,...,2,1),(..

min

1

1

,1

RLRMKkhtS k

C

C
C



























 

)()(])()[(که  1211111

kTkTkk ygxgycxfh    با یک تفاوت مهم است که حل آن یک حد بالای

 .است( 52 )معتبر بر 
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نتیجه می دهد  yو خطی بودن در فضای  x - yفرض های تفکیک پذیری بر حسب ( 5تبصره 

در این  GCD بنابراین گام های الگوریتم. بوجود می آورند( 52 )حدهای بالایی و پایینی معتبر بر   RLRMو  ---که 

و خطی  x-yتحت شرط های تفکیک پذیری بر حسب  GCDاما بسیار مهم تر اینست که . حالت می تواند ساده شود

 . خواهد رسید( 52 )به یک حل بهینه جهانی برای  yبودن بر حسب 

 

 مثال

 :بکار رفته بود و بشکل زیر است V2-GBDاین مثال به عنوان توضیحی برای 

1,0,,

12.0

0)1(2

2

025.02.1

03..

5min

321

321

321

32

21

2

321















yyy

x

yyy

yyy

yyx

yyxtS

xyyy

 

ما قیدهای اول و . اغنا شده اند yو خطی بودن بر حسب  x-yتوجه شود که فرض های تفکیک پذیری بر حسب 

1),(دوم را برای داشتن نامساویها بر حسب  yxg   و قیدهای سوم و چهارم را که تنها بر حسب متغیرy  هستند برای

2),(داشتن بر حسب  yxg در نتیجه خواهیم داشت. به بخش های کوچکتر تقسیم می کنیم: 

)]1(2,2[)(

),0,0()(

),25.01.0,()(

),,3()(

,)(

,5)(

32132122

21

322112

11

3212

2

1













yyyyyyyg

xg

yyyyyg

xxxg

yyyyf

xxf

 

 

 :1تکرار 

),,( 321

1 yyyy   وUBD  وLBD را قرار می دهیم. 

 :زیر مسئله اولیه بصورت زیر در می آید

12.0

035.0

023..

53min 2









x

x

xtS

x

 

 :این مسئله موجه بوده و دارای حل زیر است 
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,5.3

,0

6125.3,35.0

1

2,1

1

1,1

1











UBDx

 

1که 

2,1

1

1,1 ,   1),(ضرایب لاگرانژ برای قیدهای yxg با بکار بردن تست . هستندCTD خواهیم داشت: 









6125.395.006125.3

95.06125.3

)0()95.0(36125.0

)25.01.0()3()()(),(

1

1,1

1

2,1

1

1,1

1

3

1

1

11

2,1

1

2

1

1

11

1,1

1

2

1

1

1

2,1

1

1,1

1





 yyxyyxyfxfh

 

 .درست است  CTDو بنابراین تست 

5.3,0برای  1

2,1

1

1,1   زیر مسئله همزاد را حل می کنیم که شکل زیر را می گیرد: 

1,0,,

12.0

0)1(2

2..

]25.02.1[5.35min

321

321

321

32

2

321
,











yyy

x

yyy

yyytS

yyxxyyy
yx

 

 25x. در تابع هدف است 25xمحدب با یک بخش محدب  MINLPتوجه شود که زیر مسئله همزاد یک مسئله 

35.01را در اطراف  x خطی می  کنیم که نتیجه می شود: 

6125.035.0)]35.0)(35.0(2)35.0[(5 2  xx 

)(زیر مسئله همزاد خطی شده  1

klinD  بصورت زیر در می آید: 

1,0,,

0)1(2

02..

6125.0875.135.1min

321

321

321

321









yyy

yyy

yyytS

yyy

 

 :و دارای حل زیر است

7375.1,)0,1,1(2  LBDy 

 

 : 2تکرار 

2yyبرای  CTPبا بکار بردن تست   خواهیم داشت: 

6125.37375.1

06125)025.011.0(5.3011)(

,6125.0)25.01.0(5.3

,6125.0)35.0(5.3)(035.0)36.0(5

2

1

323211

11

2

3









UBD

yq

yyyyyq

xgq
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برای . درست است و با زیر مسئله اولیه ادامه می دهیم CTPبنابراین تست 

)0,1,1(2  yy زیر مسئله اولیه را حل می کنیم و بدست می آوریم: 

,0

,0

,2.0

2

2,1

2

1,1

2











x

 

 :داریم  CTDبا بکار بردن تست . است 2.2UBD,حد بالایی جدید  . است 2/2و تابع هدف 

,7375.12.2

)()(),( 2

2

2

12,11,1

2





LBD

yfxfh 
 

 .درست است CTDو بنابراین تست 

02برای 

2,1

2

1,1  زیر مسئله همزاد را حل می کنیم که بصورت زیر در می آید ،: 

1,0,,

12.0

0)2(2

02..

5min

321

321

321

2

321











yyy

x

yyy

yyytS

xyyy

 

25 x  2.0را در اطرافx خطی می کنیم و داریم : 

2.02]04.04.0[55 2  xxx 

 : پس زیر مسئله همزاد خطی شده بصورت زیر در می آید
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 :که دارای حل زیر است
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 .و بنابراین توقف می کنیم
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 9-  GCD گسسته-در بهینه یابی پیوسته و پیوسته 

در   GCDیک زیر دسته از مسائلی است که ( 52 )، ذکر کردیم که مسئله GCDاز بخش فرمول بندی  1در تبصره 

qYاین امر بسبب داشتن . آنها می تواند بکار رود }1,0{ بجای حالت کلی برای ( 52 )ر دy  که می تواند یک

هدف اصلی در این بخش بحث کردن در مورد . گسسته، ناتهی و فشرده باشد-مجموعه پیوسته، گسسته، پیوسته

تحلیل برای زیرمسئله اولیه، . است Yگسسته مجموعه -برای حالت های پیوسته و پیوسته GCDاصلاحات در تحلیل 

تنها تفاوت اینست که . ه اصلی اولیه و مسئله اصلی ساده شده لاگرانژ به همان صورت قبل استزیر مسئله همزاد، مسئل

 xپیوسته باشد، متعاقباً زیر مسئله همزاد و مسئله اصلی اولیه، مسائل بهینه یابی پیوسته غیر خطی بر حسب  Yاگر مجموعه 

 .هستند yو 

ان پذیری برای داشتن تعداد نامحدود بهبودهای همزاد و اولیه اما تست های همگرایی نیاز به اصلاح شدن بر اساسامک

برای حل این مشکل، . ، دارند و بنابراین در تعداد محدودی گام به توقف نمی رسیمYدر صورت پیوسته بودن 

Holmberg بهبودهای-   قویتر زیر را تعریف کرده است: 

 

در حد بالایی یا حد پایینی تعریف  بصورت یک بهبود به اندازه   -بهبود حد(:   -بهبود حد) 1-9 تعریف 

 .می شود

 

بهتر از تمام برش  ه به اندازه بصورت تولید یک برش جدید ک -بهبود بر ش (:  -بهبود برش ) 2-9 تعریف 

 .های شناخته شده در بعضی تکرارها تعریف می شود

Holmberg تستهای همگرایی- )  (CTD- را بصورت زیر  بیان کرد: 

 

)  (CTP-  :Kkf o rU B Dyq ck ,...,2,1)(1    و

Lkforyq ck ,...,2,1)(1    کهcy  مقدار فعلیy  است، سپسcy  بهبود حد بالایی را بوجود

 .اگر نه از یک مسئله اصلی استفاده شود. خواهد آورد

 

)  (CTD-  :KkforLBDh ck ,...,2,1)( 1    کهc

1  1مقدار فعلی  است، سپسc

1 

 .اگر نه از یک مسئله اصلی استفاده شود. بهبود حد پایینی را بوجود خواهد آورد

 

)  (CTDU-  :LlforLBDh cl ,...,2,1)( 1    کهc

1  1مقدار فعلی   است و بهبود برش

 .اگر نه از یک مسئله اصلی استفاده شود. را بوجود خواهد آورد
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(شرط اول از ( 1تبصره   (CTP- و)  (CTD-  همگرایی مقدار"به عنوان تستهای- " 

(دومین شرط از . دسته بندی شده اند، آنها هم ارز با مسائل موجه هستند  (CTP- و)  (CTDU- به عنوان تستهای

 .شناخته می شوند، چون هم ارز با مسائل موجه بودن هستند "همگرایی موجه بودن  "

 

یک شرط اضافی که فرض . کافی هستند اما لازم نیستند  -برای بهبود  -ی همگراییتستها( 2تبصره 

Lipschitz این شرط اضافی نشان می دهد که برای نقاط . معکوس است، نیاز به تعریف دارد تا شرط لازم را ثابت کند

این امر در قضیه زیر از . بودن باید در بعضی مقادیر متفاوت باشد دارای یک فاصله معین، مقدار برش موجه

Holmberg نشان داده شده است: 

 

 3-9 قضیه 

(از   -تستهای همگرایی مقدار  (CTP- تستهای موجه بودن از ،CTP و تستهای همگرایی-   از)  

(CTD- برای بهبود- تستهای همگرایی. لازم هستند-  برای یکی از موارد زیر کافی هستند: 

(i) بهبود حد-   

(ii) بهبود برش-   

(iii) 1 -بهبود حد  2و بهبود برش  که  21 

 :تناهی تستهای همگرایی را ثابت کرد که بصورت زیر نشان داده شده است Holmbergبا قضیه بالا به عنوان پایه، 

 

 .بعد از تعداد محدودی  گام شکست خواهند خورد  -تستهای همگرایی( 2-9 لم 

 

همچنین توجه . توجه شود که در ثابت کردن تناهی، نیاز به استفاده از مسئله اصلی اولیه ساده شده داریم( 3تبصره 

(شود کافیست که   (CTP-اما نمی توانیم نشان دهیم که تست . برای تناهی شکست بخورد)  (CTD-  بعد از

 .تعداد محدودی گام شکست خواهد خورد

 

داده شده در  ---برای هر  GCDباشد، الگوریتم  ---اگر زیر مسئله اولیه دارای یک حل موجه برای هر ( 4تبصره 

بدیهی است در این حالت تستهای همگرایی . خواهد رسید( ----یعنی )محدود   -تعداد محدودی گام به همگرایی

 .مورد نیاز نیست  -موجه بودن

 

داشته باشیم، به عبارت  asymptotic، سپس ممکن است برای برش های موجه بودن همگرایی  ---اگر ( 5تبصره 

دیگر، حل مسائل موجه بودن به صفر نزدیک و نزدیک تر می شوند که هم ارز با حل موجه است، اما هرگز بطور 

است که هم ارز با استفاده از یک   -یک راه برای غلبه بر این مشکل، تعریف یک حل موجه. واقعیموجه نمی شوند
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 Holmberg. است که برش های ناموجه را به برش های مقدار تبدیل می کند تابع جریمه خطی

ضعیفتر نسبت به  asymptotic، دارای همگرایی  -مجهز شده به تستهای همگرایی   GCD  نشان داده است که

GBD  نیست. 

 

 خلاصه

انگیزش و محیط های کاربرد مدلهای  1 بخش  .این بخش پایه های بهینه یابی غیر خطی ترکیبی را معرفی کرد

MINLP توصیف ریاضی برای مسائل  2 بخش . را معرفی کردMINLP  را معرفی کرد و در مورد مجادلات و

 . موجود، داد MINLPبحث شد و یک دید کلی ازالگوریتم   MINLPپیچیدگی محاسباتی مدلهای 

. را نمایش دادند GBDفرمول بندی و ایده پایه برای  2-3 و  1-3 بخش . را معرفی کرد GBDرویکرد  3 بخش 

یک  4-3 بخش . توسعه تئوریکی برای مسئله اصلی و اولیه را همراه با توصیف هندسی مئله اصلی بحث کرد 3-3 بخش 

معرفی کرد و   GBDرویکرد ساده سازی برای حل مسئله اصلی را بحث کرد، یک استراتژی الگوریتمی کلی برای 

را معرفی کرد و آنها را با مثالهایی ساده توضیح   GBDسه گونه مختلف  5-3 بخش . ی محدود آن را بحث کردهمگرای

و خطی بودن بر حسب  yو  xداد، روابط بین آنها و تأثیر در نظر گرفتن شرط های اضافی برای تفکیک پذیری بر حسب 

y 6-3 بخش . را بحث کرد GBD گسسته بحث کرد، قضیه همگرایی -یوستهرا برای بهینه یابی پیوسته و پ-   محدود

می توان به منابع  GBDبرای مطالعه بیشتر در مورد . را معرفی کرد و رویکرد را از طریق یک مثال ساده توضیح داد

--- : پیشنهاد شده زیر مراجعه کرد

را معرفی  OAندی، شرط ها و ایده اصلی فرول ب 2-4 و  1-4 بخش های . را بحث کرد OAرویکرد  4 بخش 

الگوریتم  4-4 بخش . توسعه مسئله اصلی و اولیه را بعلاوه توصیف هندسی مسئله اصلی ارائه داد 3-4 بخش . کردند

OA   و همگرایی-  محدود را معرفی کرد . 

 2-5 و  1-5 بخش های . را برای انجام دادن شرط های مساوی غیر خطی معرفی کرد OA/ERروش  5 بخش 

ساده سازی تساوی را بحث نمود و با یک مثال ساده آن  3-5 بخش . فرمول بندی فرضیات و ایده اصلی را ارائه کردند

بحث کرد و آن را با یک را  OA/ERالگوریتم  3-5 بخش . را توضیح داد و فرمول بندی مسئله اصلی را معرفی نمود

 . مسئله طرح ریزی کوچک توضیح داد

فرمول بندی و ایده اصلی معرفی شد در  2  و  1  در بخش های . را بحث کرد OA/ER/APرویکرد  6 بخش 

را نمایش داد و آن را با یک مسئله  OA/ER/APالگوریتم  4  بخش . مسئله اصلی بدست آمد 3  حالیکه در بخش 

 . دادنامحدب توضیح 

بعد از یک بحث مختصر بر فرمول بندی مسئله، فرمول بندیهای زیر مسئله . را  معرفی کرد  GBDرویکرد  7 بخش 

-worstتحلیل  5-7 در بخش . نمایش داده شد 4-7 در بخش  GOAاصلی و اولیه توسعه داده شدند و الگوریتم 

case  ازGOA  رویکرد  6-7 بحث شد در حالیکه در بخشGOA/EP و همگرایی محدودآن بحث شدند. 
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را با توجه به فرمول بندی، قابلیت انجام  OAو رویکردهای بر اساس  GBDرویکرد  8 بخش 

، مسئله اولیه، مسئله اصلی و کیفیت حدهای  x-yو اتصال  yبرای قیدهای مساوی غیر خطی، غیر خطی بودن بر حسب 

 .پایینی مقایسه کرد

را   GCDایده پایه در  2-9 فرمول بندی را بحث کرد و بخش  1-9 بخش . کرد را معرفی  GCDرویکرد  9 بخش 

توسعه تئوریکی زیر مسئله اولیه، زیرمسئله همزاد، مسئله اصلی اولیه و مسئله اصلی ساده شده  3-9 در بخش . بیان نمود

  GCDوریتمی، رابطه بین مراحل الگ 4-9 بخش . لاگرانژ ، همراه با تست های همگرایی و توقف محدو آنها بحث شد

  GCDبه بحث در مورد  5-9 بخش . را معرفی نمود  GCDو همگرایی محدود برای  GBDو  Dantzig-Wolfeبا 

. پرداخت  GCDهمراه با توضیحی برای  yو خطب بودن بر حسب  y و xتحت شرط های تفکیک پذیری بر حسب 

گسسته را بحث کرد و نتایج همگرایی -پیوسته و پیوسته Yبرای مجموعه   GCDاصلاحات مورد نیاز در  6-9 بخش 

، VanRoy(1986) ،Holmberg(1991)برای مطالعه بیشتر در این موضوع می توان به . متناظر را معرفی نمود

Holmberg(1992)   وVlahos(1991) مراجعه نمود. 

 


