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 هاي مستقيم شرو، (جستجو در راستا) رهمتغيّ چند نامقيدي بهگزین -7فصل 

 

يك ايده . ع و متكثر استهاي جستجوي چندمتغيره بسيار متنوّ در دنياي سيال انديشه، طرح روش – مقدمه

مستقيم يك متغيره نظير فيبوناچي را به چندمتغيره تعميم دهيم و يك ايده ديگر هاي جستجوي  اين است كه روش

هاي  كند كه متوسل به روش يك فلسفه عالي وسوسه مي. باشد رفسون مي –هاي مبتني بر مشتق نظير نيوتن روش تعميم

بگيريم و روش  گويد از طبيعت الهام شويم و يك فكر پست مدرن مي( گرافيكي -در حالت خاص، فضايي)هندسي 

 .هاي رقابتي، تكاملي، الگوريتم بقاي انواع، سردشدن فلز و نظاير آن را مطرح كنيم

بندي كلي ابتدا  هاي كلاسيك بپردازيم، در يك تقسيم بندي روش طور تاريخي، به تقسم هرحال، اگر همچنان به به

جستجو »هاي  و طايفه كلي، يعني روشتوان ميزان حركت مناسب از نقطه جاري جستجو به نقطه بعدي را به د مي

جستجو در )در فاميلي روشهاي نوع اول . تفكيك كرد « تقريبنواحي مبتني بر »هاي  ي مناسب و روش« در راستا

استفاده مزيد از )و غيرمستقيم ( استفاده از فقط مقادير تابع هدف)توان باز هم به دودسته مستقيم  ، مي(راستا

 .قائل شد( تابع هدف گراديان يا ساير خصوصيات

سازي را به كمك  بندي صدها روش كلاسيك بهينه يريم و دستهگ كمك مي( استدلال)در اين مقال، از هندسه  

هاي جستجو در  يعني روش)چيني و معرفي طائفه اول  براي مقدمه جستجو( امتداد)جهت و  گام بهينهدو مفهوم 

 .پردازيم ينظور ابتدا به دو مثال انگيزشي مدين مب. هيمد يانجام مو از نوع مستقيم آنها ( راستا

 
 :در نظر بگيريد( بدون ترم تداخلي)يك تابع دو متغيره كوادراتيك  .1مثال 
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21عبارت) تداخليباشد و چون ترم  هاي متحدالمركز مي صورت بيضي ههاي تراز اين تابع ب گراف كنتوري يا منحني xx  ) ،ندارد

),(و براي عبارت دوم، مينيمم در نقطه ( )0,0(يعني )عبارت اول، مينيمم در مبدأ براي  .هستندها افقي  بيضي 21
 xx قرار دارد. 

پيش رويم كه بر  اي اندازه هب، 1xمحور جهتشروع كنيم و در  x اوليه مثل( حدس)حال ايده به اين شكل است، اگر از يك نقطه 

مقدار ( 1xدر راستاي محور)قبل و بعد از نقطه مماس . برداريم گام بهينهيك  انتخابيايم در جهت  يك كنتور مماس شود، عملاً توانسته

 .دقت شود اين مينيمم جواب مساله نيست، بلكه فقط در اين راستا، بهينه است. مينيمم در نقطه تماس قرار داردتابع بيشتر است و 

راستايي بر اين قاعده استوار است كه جهت  يا جستجوي تك  ايده جستجوي متناوب. هر حال براي ادامه تكرار، بايد كاري كنيم به

براي . كنيم انجام دهيم و دوباره گام بهينه را انتخاب مي 2xجستجو را در جهت  ،ز نقطه تماسبعدي، عمود بر جهت قبلي باشد، يعني بعد ا

را  ]T]001، جهترشود، بطور مثال براي سه متغيره، اگر براي اولين تكرا ، راستاي جستجو متناوباً عوض مي(متغيرهnيعني )حالت كلي 

را انتخاب  ]100[Tو براي تكرار سوم، جهت]T]010نيد، براي تكرار دوم، جهتك بهينه را در اين راستا پيدا ميو گام  كنيد انتخاب مي

 .كنيد و هر بار عمل مينيمم سازي را تكرار كنيد

 
1 Line Search 
2 Trust Regions 
3  Alternating search or univariate search 
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 .(بدون ترم تداخل)مجذوري يا گراف كنتوري يك تابع درجه دوم  -1شكل 

 

 

هاي  براي پروراندن ايده و درك تحليلي ساير روش. روش يك روش جستجوي مستقيم است اينبينيد كه  لذا، مي

)0(نيم كه اگر ازك يقيم از اين نكته مشترك استفاده مجستجوي مست
x (نقطه اوليه ) شروع كنيم، براي نقطه بعدي

xxxيعني  
sx به شكل را xانتخاب كنيم؟ اگر را x، چگونه )1()0(  نمايش دهيم:    

 ؟(كدامستsامتداد خوب كجاست يا بهترين )م به كدام طرف رو كني( لاً، اوxّآنگاه براي محاسبه 

 (چقدر است؟ )قدر در جهت جستجو حركت كنيم اندازه چه هب( ثانياً

در بحث . عدي حركت كنيمعدي به چندبُشود كه از يك بُ از موقعي پديدار ميجهت لازم به ذكر است كه بحث 

كه به  مطرح است، درحالي( يا معادلاً چپ و راست، بالا و پائين يا كمتر و بيشتر)بزرگتر و كوچكتر عدي، مفهوم يك بُ

ميزان يا اندازه را قدر، د مگر اينكه به نحوي مساله نورم، نشو عدي، اين مفاهيم حذف ميمحض ورود به عالم دوبُ

 .دخيل كنيم
 كردن با آن ، بر اساس بازي( از طائفه جستجوي راستائي) رهسازي چندمتغيّ هاي كلاسيك بهينه تمامي روش: نكته

s (جهت جستجو )و  (طول گام )باشد مي. 
 3 نتايج تحقيقات . باشد مي (s)جهت جستجو  ،تر است تر و اولي ، آنچه كه مهمّ sو بين دو مفهوم: نكته

سازي  له بهينهأله يك مسأبهينه روشن و مس يكه مفهوم  سال اخير نيز روي اين مفهوم متمركز بوده است، چون

 .ره معروف به جستجوي راستا مي باشديك متغيّ

سازي يك  اين مفهوم همانطور كه در شرح و جزئيات مسائل خواهيد ديد، عملاً يك بهينه –جستجوي راستا 

 :مي باشد باشد و نوعاً بدين شكل ره ميمتغيّ

sx در نقاطي بر روي خطّ( رهر تابع اسكالر چند متغيّيك متغيّ)مطلوبست به حداقل رساندن تابع 
prv


يا ) )(.

)()(     (:باشد پارامتريزه شده كه بر حسب طول گام  راستاهر نوع نمايشي از 
.)(

  sxf
prv 

)(.اگر prv
x و s  معلوم باشند، تابع هدف مذكور، فقط تابع ره متغيّ اي معلوم يكه است، پس كافيست از تكنيك

توان حدس بعدي  ي، م opt.بديهي است بعد از معلوم شدن. كنيم يابي درجه دوم استفاده تقسيم طلايي و مياننظير 

sxx       :را به صورت زير پيداكرد optprvnxt ..)(.)(
 
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جستجو براي شود و عملاً جمله عمومي تكرار يا موتور  طور خودكار، حدس بعدي معلوم مي هعبارت ديگر ب هب

ه است، عدم نكته ديگري كه شايان توجّ. ودش ره به صورت بالا، طرح ميد چند متغيّهاي بهينه سازي نامقيّ روش

 !فافهم! ، مهم نيستopt.اشد، چرا كه لااقل در اوايل كار، محاسبه خيلي دقيقب مي opt.اصرار بر پيداكردن دقيق

ترين  ترين و متداول رايج“ جستجوي راستا“نويسي كامپيوتري، زيرالگوريتم  الگوريتميك و اصطلاح برنامه به زبان

 :باشد ره ميهاي جستجوي چندمتغيّ سازي و روش زيربرنامه كاربردي در بهينه

 

گراديان  جهتره، بيشترين رشد در متغيّ براي تابع اسكالر چند دانيم كه از آناليز مي. ره زير را در نظر بگيريدتابع چند متغيّ -2مثال 

 بعدرا محاصره كرده و  opt.پسسرا منفي گراديان بگيريد،  sتابع است، پس در جهت منفي گراديان، بيشترين كاهش را داريم، لذا 

 :را اختيار كنيد ]T]21و نقطه اوليه  05.0طول گام اوليه را . مقدار بهينه آن را محاسبه كنيد

522)( 1
2
1

2
22

2
1

4
1  xxxxxxxf 

كه در مثال قبلي، راستاي محورهاي متغيرهاي مستقل  در اين مثال، جهت جستجو را منفي گراديان انتخاب كرديم در حالي

 .گرفتيم يهر نوبت در نظر م را متناوباً در( گيري متغيرهاي تصميم)
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 .مقدار تابع كم شد 525.4)(
)1( xf 

 (:برابر باشد 1 كنند  برخي پيشنهاد مي)يك گام ديگر در همان جهت و با طول گام دوبرابر 












7.1)2)(1.0(

6.2)4)(1.0(
1.02

)1(
2

)2(
2

)1(
1

)2(
1)1()1(

xx

xx
 

 .مقدار تابع زياد شد 51.5)(
)2( xf 

سازي بايد در راستاي منفي  است و براي محاسبه آن بايد تابع زير را مينيمم كنيم و به لسان بهينه 1.0بين صفر و opt.نتيجه اينكه

 .تابع هدف را مينيمم كنيم  گراديان،
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.04875.0 سازي يك متغيره به جواب بهينهبعد از محاسبه  opt رسيم مي. 
بندي ذكر  ره بر حسب تقسيمهاي جستجوي مستقيم براي بهينه سازي توابع چند متغيّ در ادامه، به معرفي روش

 .ردازيمپ يو گام بهينه، م( جستوي راستا)جو شده، يعني جهت جست

)(.اگر ورودي زيربرنامه شامل بردار  prv
x (مفهوم نقطه و مختصات به ) وs (مفهوم جهت، امتداد و  به

اي باشد كه مقدار تابع هدف ( اسكالر)زيربرنامه بايد مقدار ( برگشتي)باشد، آنگاه خروجي ( راستا

)(
.)(

sxf
prv

 را مينيمم كند. 
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)0(در اين روش، اگر از : [1]  جستجوي تصادفي
x ،شروع كنيم x يعني هم . شود طور رندام انتخاب مي هب

شده و مورد ارزيابي   حساب( فراخواني)شوند، سپس مقدار تابع  جهت جستجو و هم طول گام، همزمان انتخاب مي

 .نهايت باشد تعداد تكرار بيكند كه  احتمال رسيدن به مينيمم وقتي به يك ميل مي. گيرد قرار مي

رود،  كار مي هدو اصطلاح براي اين روش ب. هاي آماري دارد اين روش ريشه در روش: [2]  اي جستجوي شبكه

وند و سپس نقطه شروع بعدي را ش ، مقدار تابع در نقاط طراحي حساب ميطرح ارزيابيو ديگري  نقطه شروعيكي 

هاي ارزيابي مختلفي وجود دارند كه  طرح. مقدار را در طرح ارزيابي داردكنيم كه كمترين  اي انتخاب مي نقطه

 .است آمده  شكل چند طراحي نمونه در . باشد مشخصه آنها سطح ارزيابي و نقاط طراحي مي

   

2-level factorial design 3-level factorial design Hexagon design 

 .(باشند ام ميkنشانگر نقطه شروع در تكرار  هاشورخوردهنقاط ) ابيچند طرح نمونه براي ارزي -2 شكل

 :آيد تعداد فراخواني تابع از فرمول زير بدست مي. يك عيب عمده اين روش تعداد زياد فراخواني تابع است

1)(  nlevelrecall 

طور مثال براي تابع هدف  هب. باشد گيري مي رهاي تصميمتعداد متغيّ nف سطح ارزيابي ومعرّ levelكه طوري هب

590481310نياز به  3 سطحاحي ره و طرّمتغيّ 10  فراخواني در هر تكرار جستجو داريم! 

 

 

هميشه يكي از راستاهاي محورهاست و در هر انتخاب يا تناوب،   sدر اين روش، :روش جستجوي متناوب

باشد، گرچه در  يك عيب عمده اين روش تعداد تكرار زياد مي. كنيم ييداكرده و نقطه بعدي را اختيار مبهينه را پگام 

يك فرم ( دف به فرم مجذوري بود و ثانياًتابع ه( لاًت آن اين است كه اوّعلّ. شد تعداد تكرار كم بود  مثالي كه زده

 صورت هشده در مثال ب ص فرم استفادهطور مشخّ هب. خاصي از توابع كوادراتيك بود




n

i

ii xcxf

1

يعني فاقد )(2

تر  صورت كلي ههاي تداخلي بود و اگر ب ترم
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jiij xxdxf

1 1

ند آنگاه روش جستجوي متناوب، بسيار كُباشد، )(

 .كند عمل مي

 .[3]آيد  مي باشد كه در ادامه مي  جيوز -هرحال يك اصلاح براي اين روش، روش هوك  هب

 

و زيركانه است كه از  تدوين شده ولي روشي كارآ  69 اين روش گرچه در سال  – جيوز –روش هوك  

روش جستجو بر مبناي يك رشته از مراحل اكتشافي . كند لاعات مقادير تابع در حدس هاي قبلي نيز استفاده مياطّ

 

1  Random search 
2  Grid search 
3  Hook-Jeeves 
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الگوريتم كامل . يابد دار ادامه مي بودن با حركات نقشه قباشد كه در صورت موفّ يحول يك نقطه مبنا م  و ارزيابي

 :روش به شرح زير است

)(.يك نقطه مبناي اوليه مثل  –گام اول  prv
x و يك طول گامh  متناظر با هر عنصر به شكل زير در نظر

 :بگيريد

 Tnhhhh 21 

هدف از اين كار، جمع آوري اطلاعات در مورد رفتار محلي تابع . دهيد ماكتشافي حول نقطه مبنا انجا –گام دوم 

گيرد،  دار مورد استفاده قرار مي براي يك حركت نقشه( sجهت)از اين معلومات براي يك جهت احتمالي . اشدب مي

)(.اكتشاف حول نقطه مبناي. بدين اميد كه كاهش بيشتري از مقدار تابع در اين جهت حاصل شود prv
x  به شرح زير

 :شود انجام مي

)(–مقدار تابع هدف را در نقطه مبنا ( الف
.)( prv

xf– فراخواني كنيد. 

مقدار لبدين ترتيب كه اوّ. اكنون هر متغير را به تناوب، با افزودن طول گام متناظر با آن تغيير دهيد( ب

)( 11
.)(

ehxf
prv

 1بردار ستوني  كنيم، كه در آن را حساب ميe، 1بردار واحد در جهت محورxهاست، يعني

 Te 000011  . 

اگر مقدار تابع بدين طريق كاهش يافت آنگاه
11

.)(
ehx

prv
  را جايگزين.)( prv

x ( آخرين نقطه مبناي در

)( در غير اينصورت. كنيد( دسترس 11
.)(

ehxf
prv

 ،را بيابيد و اگر تابع كاهش يافت
11

.)(
ehx

prv
  را جايگزين

.)( prv
xيك از اين مراحل به كاهش تابع منجر نشد، در صورتي كه هيچ. كنيد.)( prv

x  را تغيير نداده و تغييرات در

)(ها را دنبال كنيد، يعني مقدار 2xجهت محور 22
.)(

ehxf
prv

 2كه در آنe  بردار واحد در جهت محورهاست– 

معروف به Te 000102  پس از بررسي تمامي. را پيدا كنيد و الي آخرn  يك نقطه (متغير)جهت ،

nxt)(.مبناي جديد مثل 
x خواهيم داشت. 

)(.)(.اگر ( ج prvnxt
xx   نرسيده باشيم، اكتشاف حول همان نقطه مبنابود، يعني به هيچ كاهش در تابع (

.)( prv
x )تر از مقدار قبلي آن،  ا به يك مرتبه عددي پايينه كاهش طول گام. شود ولي با طول گام كمتر، تكرار مي

 .است توصيه شده

)(.)(.اگر( د prvnxt
xx موقعيت  نظرگرفتن لذا با در. ايم ، يعني موفق به يافتن كاهشي در تابع شده.)(nxt

x  نسبت

)(.به  prv
xجيوز، محاسبه –در روش ابداعي هوك . وي بهينه محلي را بيابيمج، بايد بتوانيم جهت جستs  موسوم به

 .باشد دار مي حركات نقشه

 :انتخاب كنيد، به عبارت ديگر جهت جستجو را –گام سوم 












1

.)(.)(
.)(.)(




prvnxt
prvnxt xxs

sxxx 

در غير . اي كوچكتر شد، عمليات را خاتمه دهيد شده تعيين از مقدار از پيش h رمنو، يعني (ها)اگر طول گام 

nxt)(.صورت، نقطه مبنا را اين
x قرار داده و به گام دوم الگوريتم برويد. 

 

ن اي، يك شكل هندسي معيّ اين روش، مشابه روش جستجوي شبكه ، در[4]  روش سيمپلكس متوالي

شده و فرض  عدي در نظر گرفتهبُ ث براي دوبعدي و چهاروجهي منتظم براي سهنظير مثلّ( معروف به سيمپلكس)

 

1  Exploration 
2  Sequential simplex 
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سپس با فراخواني تابع در رئوس سيمپلكس و ارزيابي آنها سعي . است بهينه را محاصره كرده (حدس)شود مقدار  مي

ثي زير را در نظر بگيريد و بطور مثال براي تابع هدف دو متغيره، سيمپلكس مثلّ. كند از بيشترين مقدار دور شود مي

را معلوم  sويم و بدين ترتيب جهت ش داراي بيشترين مقدار است، لذا با انعكاس از آن دور مي 1فرض كنيد رأس 

 .كنيم مي

 
 .يك سيمپلكس نمونه براي مسئله دومتغيره -3شكل 

 

به بالا خيلي  همتغير6است و براي توابع هدف  از مشكلات اين روش، انتخاب سايز سيمپلكس و چرخه تكرار

است كه سيمپلكس با  ارائه شده 693 در سال   و ميد  يك اصلاح براي اين روش توسط نلدر .كند يند عمل مكُ

 :الگوريتم كامل روش به شرح زير است. [5]باشد  ر ميسايز متغيّ

 براي مسئله)رأس  1nبناي فكري اين روش، مقايسه مقادير تابع در يك سيمپلكس داراي :ميد -روش نلدر

n- هاي  م بود ولي نلدر و ميد اصلاحيهشامل يك سيمپلكس منظّ ابتدائاًروش اصلي سيمپلكس . باشد مي( بعدي

حركت و تغيير . م باشندها نامنظّ دهند كه سيمپلكس دي از اين روش را پيشنهاد كردند كه اين امكان را ميمتعدّ

الگوريتم روش . پذيرد انجام مي« انقباض» و «انبساط»، «انعكاس»كارگيري سه عمل اساسي  بها ها ب سشكل سيمپلك

 :به شرح زير است

رئوس )در اين نقاط كنيم و مقادير تابع هدف را  بعدي شروع ميnنقطه در فضاي 1nبا  –ل گام اوّ

)(,)(,,)(             :آوريم بدست مي( سيمپلكس 112211   nn xffxffxff  

كه داراي بيشترين مقدار است، نقطهhfبا مقدار  hxكنيم،  يان نقاط بالا سه نقطه را ركورد ماز مي –گام دوم 

gx  با مقدار gfَعدي كه بيشترين مقدار ب(كمتر ازhf )را دارد و نقطه.)( prv
x با مقدار.)( prvf كه داراي كمترين

 .باشد مقدار مي

)(مقدار و متناظراً(  x)، اين نقطه منيك را پيدا مي hx مركز تمام نقاط به جز –گام سوم   xff   را

 :كنيم محاسبه مي





n

ni
i

ix
n

x

1

1
 

نقطه. دور شويم hxكنيم از رسد كه سعي معقول به نظر مي -(انعكاس)گام چهارم 
rxمنعكس نقطه ،hx 

)(را پيدا كرده و مقدار x نسبت به  rr xff  عدي براي يك مسأله دوبُ(  8- )انعكاس در شكل . كنيم  را محاسبه

     :كنيم را ضريب انعكاس تعريف 0اگر .است نشان داده شده( سيمپلكس سه رأسي)
h

r

xx

xx









     

 

1  cycling 
2  Nelder 
3  Mead 
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آنگاه
rx ايم را باين شكل يافته: 

hrhr xxxxxxx    )1()( 

 

 

 .نمايش عمل انعكاس در فضاي دومتغيره -4شكل 

 

)(.را با rfحال مقدار -(انبساط)گام پنجم  prv
x نيمك مقايسه مي. 

)(.اگر( وهله اول prv
r ff  آيد كه از ميبه نظر . ايم يعني كمترين مقدار تابع تا حال را بدست آورده ،بودx  به 

rx لذا، آن را در اين جهت بسط مي دهيم و. جهت خوبي براي حركت باشد
ex را پيدا كرده و)( ee xff   را

      :كنيم را ضريب انبساط تعريف 1اگر. كنيم محاسبه مي




xx

xx

r

e




 

آنگاه
ex ايم را با اين شكل يافته:    xxxxxxx rere )1()(   

)(.  (حال اگر، الف prv
e ff   آنگاه ،hx را به جاي

ex  1قرار داده و همگراييn سيمپلكس به نقطه س أر

به گام  الاّ باشد، عمليات را خاتمه دهيد و  اگر همگرايي حاصل شده(. به گام نهم رجوع كنيد)مينيمم را بيازماييد 

 .دوم برگرديد

)(. (ب prv
e ff آنگاه ،

ex بديهيست كه زياد در جهت. نيمك را رها ميx بهrx در عوض . ايم حركت كرده 

hx را به جاي
rx سپس آزمون همگرايي را (. اولوهله  /ششم گام)ي بدست داد هتركه مي دانيم نتيجه ب قرار دهيد

 .كه همگرا نباشد به گام دوم برگرديد در صورتي. دهيدم انجا

)(.اگر( وهله دوم prv
r ff   بود وليgr ff  آنگاه

rx از بدترين دو نقطه سيمپلكس بهتر است وhx  را به

جاي 
rx برويد( ب)قسمت ل همين گام، آزمائيم، در صورت عدم همگرايي به وهله اوّ دهيم و همگرايي را مي قرار مي. 

)(.اگر( وهله سوم prv
r ff  وgr ff  به گام بعدي برويد. 

 :را مقايسه كنيد hfو rf - (انقباض)گام ششم 

hrاگر: لوهله اوّ ff  ولي اگر( همين گاموهله دوم )را انجام دهيد « انقباض»، آنگاهhr ff  ،بودhx  را به

جاي 
rx وhf را به جايrf وهله سوم داريم/ باشيد كه طبق گام پنجم به خاطر داشته. قرار دهيد gr ff  . سپس

 .بعدي همين گام برويدبه وهله 

hrدر اين حالت داريم: وهله دوم ff يعني انگار از ،x به سمتhx كنيم با  پس سعي مي. ايم هدش  زياد دور

انقباض آن را تصحيح كرده و 
cx (رجوع كنيد 3به شكل : )را بيابيم 

10اگر   صورت زير و به اسم ضريب انقباض تعريف كنيم هرا ب:   




xx

xx

h

c




 

)()1()(  آنگاه cchchc xffxxxxxxx    

hrكرد، اگر بايد دقت ff   ابتدا(همانطور كه در بالا اشاره شد)بود ،rx  را به جايhx  قرار داده و سپس

 (: رجوع شود 3به شكل )كنيم  منقبض مي
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 .رهنمايش عمل انقباض در فضاي دومتغيّ -5شكل 

 

 .كنيم با هم مقايسه مي را hfو cfحال -گام هفتم

hcاگر( وهله اول ff  ، گاه آن
cx را به جايhx  در صورت عدم همگرايي به . آزمائيم همگرايي را مي داده وقرار

 .گرديم گام دوم بر مي

hcاگر ( وهله دوم ff   جهت پيداكردن ( انعكاس، انبساط و سپس انقباض)آيد كه تمام تلاشمان  ، به نظر مي

ف جستجو اميدوار به همگرايي و رسيدن به تولرانس خطا و توقّ ،، لذااست عقيم مانده hfمقداري كوچكتر از 

 .برويد( كاهش سايز سيمپلكس)هستيم، لذا به گام هشتم 

)(.سيمپلكس از نقطه( رأس)كردن فاصله هر نقطه  سيمپلكس را با نصف در اين گام سايز –گام هشتم  prv
x 

 .دهيم ، كاهش مي(نظير كمترين مقدار تابع هدف)

بنابراين به جاي
ix، نقطه )(

2

1 .)(.)( prv

i

prv
xxx   ًيا معادلا )(

2

1 .)( prv

i xx   سپس به . دهيم را قرار مي

2,1,,1 ازاي   ni   ،ifآزمائيم، در صورت عدم همگرايي به گام دوم  ها را محاسبه كرده و همگرايي را مي

 .برگرديد

مقدار تابع است كه بايد از يك مقدار كوچك از قبل  1nآزمون همگرايي بر اساس انحراف معيار  –گام نهم 

 :كوچكتر باشد، بنابر اينتعيين شده مثل 

 



 




1

1

2

2

1

n

i

i

n

ff
 

كنيم كه در آن  را محاسبه مي
1



n

f
f

i (متوسط )مي باشد. 

    اگر       ايم اند و به خاتمه جستجو رسيده نزديك به هم، تمام مقادير تابع خيلي. 

و  1 ،5.0 نلدر و ميد به ترتيب معادل پيشنهادي خود و   ،لازم به ذكر است كه مقادير

2آمده است 9ميد در شكل  –لدر نفلوچارت روش پيشنهادي . باشند مي. 
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   Start with

   Input

Evaluate

Find

Find

Find

Is

Is

Replace

11 ,, nxx 
 ,,

Evaluate

Find

Is

Replace

Test for

Convergence

Stop

Replace

Is

Set all

Find

Is

Set

121 ,,, nfff 

hglhgl fffxxx ,,,,,

00 , fx

rr fx ,

lr ff 

gr ff 

rh xbyx

121 ,,, nfff 

ch xbyx 2/)( 1 lxx 
ix

hc ff 

hr ff 

cc fx ,

rh xx 

ee fx ,

le ff 

eh xbyx

Yes

Yes

Yes

Yes

Yes

Yes

No

No

No

No

No

No

 
 .ميد –رنلدفلوچارت پيشنهادي الگوريتم  .6شكل 

 [5] 2هاي جستجوي مزدوج يا جهت 1روش پاول

طوريكه منجر  هاست، ب بنا شده( مجذوري)اين روش بر پايه مطالعات نسبتاً عميق و جدي روي توابع كوادراتيك 

ت يّنظر به اهمّ. است ريزي مجذوري شده سازي موسوم به برنامه هاي بهينه و رايج در روش به يك كلاس بسيار مهمّ

طور نسبتاً مفصل و در تمام مقدمات و  هسه نكته مهم در ترمينولوژي روش پاول را ب ،وافر اين بحث، در ادامه

 :كنيم مات روش پاول مطرح ميسلّم

شكل زير  ي بهطور كلّ همتغيره ب يك تابع كوادراتيك  –روش پاول، نمايش فرم مجذوري چندمتغيره  - 

xHxbxax                    .شود نمايش داده مي
TT

2

1
)(  

 

1  Powell method 
2  conjugate search directions 
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ل شامل يك ثابت است و شد، عبارت اوّبا طور كه مشهود است عبارت مجذوري داراي سه جمله كلي مي همان

بودن عبارت  يو غيرخطّ صه مهمّعبارت سوم كه مشخّ. رهاي مستقل استي از متغيّتركيب خطّعبارت دوم يك 

مقطع مخروطي و   هاي تداخل ترم، به زبان هندسه تحليلي  ترم دوخطيمجذوريست، به لسان هندسه ديفرنسيالي، 

 :باشد يك تابع پيوسته با بسط تيلور زير مي تقريب غيرخطي و مرتبه دومدر قاموس آناليز، 

        )()(),()()()()()1(

2

1
.

kkTkkTkkkk
xxHxxfxfxxxf 


  

 :باشد ايده اساسي اين طرز نمايش، برگرفته از بسط تيلور يك تابع اسكالر چندمتغيره مي

  










i j

ji

ji

i

i

xx
xx

f
x

x

f
xfxf 

2

0 )()( 
 (نمايش جبري)

0

0

2

0 ,

( ) (1/ 2) ,

( ) , ,

T T

i jx
i j

x

f x a b x x H x

f
a f x b f H

x x

   

 
           

 

 (نمايش برداري)

 

در مثال انگيزشي  منظور از جستجو در راستاي يك خط را -روش پاول، جستجو در راستاي مشخص - 

بطور تحليلي توان  را ميopt. واهيم بگوئيم براي توابع كوادراتيك، مقدارخ ايم، در اينجا مي قبلي ديده

 :خواهيم تعميم دهيم يابي درجه دوم را مي نبدست آورد، يعني ميا
)()()()()1(

,
kkkkk

sxxxx 
 

k)(حال اگر رفتار تابع هدف را در حوالي حدس
xطور مجذوري و درجه دوم تقريب بزنيم ه، ب: 

            

      
 

    

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

( ) ( ) ( )

1

2

0 0

T
k k k k k k k k kT

k kT
T

k k k k kT opt

T
k k k

f x f x s f x f x s s H x s

f x sdf
f x s s H x s

d s H x s


       


      



 

ره با رابطه بالا متغيّ كف يتوابع هد( رفسون -)به شباهت بسيار زياد ميزان تغيير يا بهبود حدس در روش نيوتن 

( طول گام)هم واحد است، پس ميزان تغيير  بيشتر نداريم و آن( s) ره يك راستادر حالت يك متغيّ. ت كنيددقّ

ffمعادلاً، و مشابهاً مي شود   در رابطه فوق نيز، افزون . شود يآخرين حدس در دسترس، فراخواني م كه در/

ج با نمادي از مشتق و در مخر( ره، گرادياندر حالت چند متغيّ)تابع  از مشتقّ ينشانزبابر علامت منفي، در صورت 

 .روبرو هستيم، فافهم( ره، ماتريس هسياندر حالت چندمتغيّ)مرتبه دوم 

نسبت به    yو  x رداهندسي، دوبر –به لسان جبري  –مزدوج ( بردارهاي)هاي  روش پاول، جهت - 

0yQx            مزدوجند اگر Qنماتريس مربعي و مثبت معيّ
T 

 :گيرد ، شكل زير را مي(فيزيكي) د، به لسان برداريهمين مفهوم مجرّ

xدو بردار


yو  


0   :متعامدند اگر Q نسبت به تبديل مختصات  yx
  طوريكه هب؛x


yو 

 همان

xبردارهاي 


yو 


 .، نشانه ضرب داخلي دوبردار است(1)در مختصات جديد هستند و علامت نقطه  

 

1  Bilinear 
2  Interacting term 
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اند و  يدو مزدوج باشند، آن بردارها مستقل خطّ عدي، دوبهبnُتايي از بردارهاي nاگر در يك مجموعه : نكته

 .توانند تشكيل يك دستگاه پايه بدهند مي

 .ودن، تعميم مفهوم تعامد است مستقل از مختصات دستگاه موردنظر، فافهمب مفهوم مزدوج: نكته

 .زن دار، فافهمبودن، تعميم استقلال خطي است با ضرائب و مفهوم مزدوج: نكته

IQدر حالت خاص : هتنك  بطوريكه ،I  (عناصر روي قطر همه واحد و بقيه عناصر صفر)باشد ماتريس يكه ،

 .شود مفهوم مزدوج بودن، تبديل به متعامد بودن مي

طور  استفاده از بردار گراديان و ماتريس هسيان، بههاي مزدوج را با  توان جهت براي توابع كوادراتيك، مي: نكته

 .دست آورد تحليلي به

 !!!بدست آورد( مشتق)هاي مزدوج را بدون استفاده از گراديان  مي توان جهت: نكته

منحصر به روش پاول نيست و (  s)هاي مزدوج براي كانديداتوري جهت جستجوي بهينه  مفهوم جهت: نكته

 .كنند هاي مزدوج كار مي ره بر اساس جهتهاي مدرن جستجوي چندمتغيّ بسياري از روش

از سؤال و انتزاع متناظر  شايدهاي مزدوج به جاي گراديان،  گيري از جهت ايده اساسي كار پاول براي بهره: نكته

ديفرانسيل تابع هدف  مقداردانيم كه  رياضي مي آناليزفرم زير برگرفته شده باشد؛ از قضاياي  و هندسه به( آناليز)جبر 

معناي صفربودن همزمان تمام عناصر بردار  و اين از نظر هندسي به 0dfدر نقطه مينيمم بايد صفر باشد، يعني 

دار تابع، چه ف شديدترين تغيير مقدر طرف مقابل، راستا يا جهت گراديان، معرّ. 0fگراديان ميباشد، يعني 

يعني مقدار ) طور كلي فيلد برداري  انگيز است اگر بخواهيم بدانيم به بنابراين وسوسه. باشد كاهش و يا افزايش مي

را مجذوري بگيريم، آنگاه  fكند؟ پس اگر ساختار در يك راستاي دلخواه چگونه تغيير مي( تك عناصر بردار تك

bxHfن شكل است؛ گراديان تابع به اي   (ّدستگاه  ت كنيد نقطه اكسترمم از حلّدقbxH  دست  به

xHfشود؛   فرم زير محاسبه مي و ميزان تغييرات به( 0fآيد، چون  در اكسترمم  مي  حال فرض . )(

uxايم، يعني  ايم و نقطه مينيمم را در اين راستا يافته حركت كرده uكنيد در يك جهت مثل    از طرفي ،

، به گرافهاي كنتوري تابع دومتغيره رجوع كنيد)بايد عمود بر جهت گراديان باشد (  xو چه  uچه ) اين راستا 

حركت  vخواهيم در يك جهت ديگر مثل  حال فرض كنيد مي(. باشد چون اين راستا مماس بر ترازها يا كنتورها مي

vx) كنيم    ) ولي ( يعني يك مماس ديگر بر كنتور رسم كنيم) در آن راستا برسيمو به يك نقطه مينيمم

دقت شود در نقطه ) :بماند، يعني شرط زير حفظ شود uهمچنان گراديان عمود بر اين قيد را داشته باشيم كه

به همين خاطر بردار تغييرات  - يك بردار بديهي صفر است -اپتيمم محلي، بردار گراديان مقدارش صفر است 

 (گيريم گراديان را در نظر مي

000)(0)(0)(   vHuorvHuvHuxHufu
T

 

 .باشد مي Hنسبت به ماتريس  vو uبودن دو بردار شرط مزدوج ر معروف بهشرط آخِ

و ديگري محاسبه « مفهوم جهت مزدوج»تر، به دو مثال انگيزشي، يكي  ي مأنوس شدن و فهم عميقرادر ادامه ب

 .پردازيم مي( پاولاساس كار )هاي مزدوج بدون نياز به مشتق  جهت

)(32 تابع هدف مجذوري -3مثال 2

2

2

1  xxxf  را با نقطه اوليه Tx 11
)0(
 را  جهت اوليه. در نظر بگيريد

 Ts 24
)0(

 در نظر گرفته و يك جهت مزدوج با فرض معادل ماتريس هسيان، نسبت به آن پيدا كنيد. 
 .عدم وجود ترم هاي تداخلي مي باشد ،غيرقطريعلت صفر بودن عناصر 




















20

04
)(,

2

4)0(
xHs 

:فرض مي كنيم جهت مزدوج مورد سوال، به شكل زير باشد









)1(

2

)1(

1)1(

s

s
s 
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)1(دو مجهول در نتيجه هدف و مطلوب مساله،

1s و
)1(

2s باشد مي. 

 :نويسم بودن را مي شرط مزدوج

  0
20

04
24,0)()(

)1(

2

)1(

1)0()0(



















s

s
HQsQs T 

يا گيريم  نهايت جواب روبرو هستيم، لذا يكي از مجهولات را فيكس مي  ايم، عملاً با بي چون به دستگاه معادله جبري همگن برخورده

(1)كار  براي اين .كنيم مي معادلاً، يكي را بر حسب ديگري حلّ

1s  (1)در نظر گرفته و ( محض سهولت)را معادل واحد

2s  را محاسبه

 :كنيم مي

  (1)(1)

2(1)

2

14 0 1
4 2 0 4

0 2 4
s s

s

    
          

    
 

 

 .همان مسأله مثال قبل را در نظر گرفته و جهت هاي جستجو را متناوباً بصورت مزدوج در نظر بگيريد تا مينيمم را پيدا كنيد -4 مثال

از: حل
)0(

x شروع كنيد و در جهت
)0(

s جستجو كنيد تا مينيممf 0(را بيابيد، يعني( از رابطه تحليلي محاسبه طول . را بيابيد

 :گام بهينه اگر استفاده كنيم

 

 
72

20

2

4

20

04
24

2

4
24

)0( 




































 































 

4444.0

1111.0

2

4

72

20

1

1)0()0()0()1(
sxx  

در گام بعدي، بايد از
)1(

x   شروع كرده و در جهت مزدوج 
)0(

s  يعني ،
)1(

s  را بيابيم  م تا مينيمميجستجو كن. 

 

 
1111.0

4

1

20

04
41

4

1
8888.04444.0

)1( 

































 

 





























 

0

0

4

1
1111.0

4444.0

1111.0)1()1()1()2(
sxx  

 

 :گويد را مي قضيه پاول نيز همين. يعني در دو تكرار به جواب رسيديم

به جواب ( سعي و خطا)تكرار  nهاي مزدوج استفاده كنيم، حداكثر تا عدي، اگر از جهتبُ nسازي توابع مجذوري براي مينيمم

 .رسيم مي

 

شدن با قضيه، براي حالت  پذيريم ولي براي مأنوس شده آن را مي گنجد و اثبات اثبات قضيه پاول در اين مقال نمي

دهيم كه جهات مزدوج  كنند و همزمان نشان مي طور عمل مي دهيم كه چرا جهات مزدوج اين دو متغيره نمايش مي

نيز بر ( كارگيري جهات مزدوج به) انگيزه پاول براي ابداع اين روش  اصولاً .توان بدون مشتق نيز بدست آورد را مي

 يا هاي وتري، اي روش لازم به يادآوريست كه به مثال مقايسه .است مبتني بوده!( يريگ عدم نياز به مشتق) اين نياز 

 !متغيره است nخواهيم بگوئيم كه روش پاول، عملاً تعميم روش وتري به حالت مي. نيوتن برگرديد روش شبه
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اگر تابع هدف . است زير نمايش داده شدهي در شكل طور كلّ ههاي تراز يك تابع هدف دومتغيره مجذوري ب منحني

ي شوند ولي در حالت كلّ هاي افقي يا عمودي ظاهر مي شامل جملات تداخلي نباشد، منحني هاي تراز بصورت بيضي

محض يادآوري ذكر دو روش انگيزشي براي انتخاب جهت مناسب جستجو . شوند ظاهر مي  كج و صورت زاويه دار هب

 هاي تراز افقي يا عمودي  ورتي كه منحنير صدر روش تغيير جهت به تناوب، د. دخالي از فايده نخواهد بو(  sجهت)

 تر با تغيير متناوب  ييا كلّ( رهدر حالت دومتغيّ)محورهاي افقي و عمودي يا حركت در باشند، با تغيير 

در روش . حدس اوليه به جواب نهايي برسيمتوانستيم با مينيمم تكرار و مستقل از  ، ميعمود بر همهاي  جهت

نظر  ههرحال، ب هب. ي، حدس زديم كه بهترين جهت جستجو، جهت منفي گراديان باشدطور شهودي و حسّ هگراديان، ب

هاي  ها، كج بودند، آنگاه جهت د كه پاول همان ايده جستجو به تناوب را در نظر گرفت و گفت اگر بيضيسر مي

عبارت رياضي مزدوج باشند، چون با  هيافته يا ب بايد كج باشند ولي در عين حال متعامد تعميمجستجوي مناسب نيز 

 .ي از هم باشندد مستقل خطّهاي مولّ شود كه پايه تشكيل مي  تغيير مختصات موقعي فضاي برداري محقق

 
 .كليفرم  يك تابع مجذوري به( گراف كنتوري)هاي تراز  منحني. 7شكل 

 

)0(از نقطه. به شكل دقت كنيد
x هت جستجوي دلخواهي مثلجشروع كرده و درs  مينيمم تابع را پيدا ،

aاين مينيمم مياني در نقطه. )opt.با)كنيم  مي
x  1(ديگر مثل حال فرض كنيد از يك نقطه. افتد اتفاق مي(

x كه

)0(مخالف
x مم تابع را در جهت ياست شروع كنيم و مينs فرض كنيد اين نقطه بهينه مياني . پيدا كنيمb

x باشد .

در شكل با )كنيم براي توابع كوادراتيك، اگر نقطه بهينه نهايي  حال ادعا مي
x روي خط ( است نمايش داده شده

aفاصل
x وb

x باشد، آنگاه جهت  قرار داشته  ab
xx    نسبت به ، s است كه اين اتفاق برقرار  همزدوج بود

 .است شده

 .لباشد، فتأمّ اين طرز برخورد بسيار شبيه روش وتري مي: نكته

 بود، آنگاه در حلّ( كوادراتيك)نيوتن، وقتي تابع هدف يك متغيره از نوع درجه دوم  در روش وتري يا شبه: نكته

)(0يغيرخطّ  xfّنقطه مينيمم روي خط ،)(xf  وجود داشت، فافهم. 

 

1  skewed 
2  Realized 
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و ( بدون نياز به روش نيوتن)گيري  ايم بدون نياز به مشتق عاي بالا را ثابت كرد، آنگاه توانستهاگر بتوان ادّ: نكته

درست شبيه روش وتري )، نقطه بهينه را با مينيمم تكرار بدست آوريم (كوادراتيك)ه فقط براي فرم درجه دوم البتّ

 .وا، فاصبر(يدآ براي توابع درجه دوم مثل روش نيوتن، با مينيمم تكرار، بهينه نهايي بدست ميكه 

aنيم، گراديان تابع در ك ل، اثبات مياوّ
x (است ي شدهي كه تابع هدف، مينيمم محلّا نقطه )بر جهتs  عمود

aدانيم نقطه  مي. است
x   يا b

x  سازي تابع هدف در جهت از روي مينيممs  است دست آمده هب: 

مي توان در اين شعاع همسايگي با درجه دوم تقريب زد، پس با بسط    را  xf)( فرض كنيد در حالت كلي،

 :تيلور

      )0(),0()0()0()0(

2

1
. xHxxxfxfxf

TT  

 :آورد بهينه را بدست  توان  طور تحليلي مي هايم كه ب ماتريس هسيان است، قبلاً ديده Hطوريكه هب

sHs

sxf
T

T

opt )(
)0(

. 
 

 .رابطه بالا باشيمنويسيم تا قادر به جايگزيني در  حال تابع را به شكل يا به زبان كوادراتيك مي

 xHbxfxHxbxaxf
TT

)()2/1()( 

0)(

)(
)(

.)0(

)0(

.)0()0(








optTT

T

T
opt

sHssxHb

sHs

sxHb
xHbxf




 

از طرفي با توجه به اتحاد  TTT
ABAB  حد زير را نوشتتوان عبارات متّ ، مي: 

)()(
)0()0(

xHbssxHb
TT  

 :داريم(  opt.  محاسبه)همچنين از تعريف جستجو در راستا 
)0(. xxs

aopt  
 :در نتيجه با تركيب تعريف فوق و اتحاد مافوق، آخرين عبارت را مي توان به شكل زير نوشت

0)(
)(

0)(

0

0)()(

)0()0(

)0()0(














aT
aT

TaTTT

aTT

xfs
xHbxf

xHbs

xHsxHsxHsbs

xxHsxHbs

 

a و اين يعني گراديان تابع در نقطه
x حاصل از مطالعه  لين نتيجه يا لمّلذا، اوّ. بر جهت جستجو عمود است

 :توابع كوادراتيك به اين شكل درآمد

 

bاي نقطه توانيم بر در ادامه، همين نتيجه بالا را مي
x  نيز بگيريم: 

0)()(
)(0)(

)(0)(










 abT

aTaT

bTbT

xxHsnsubtractio
xHbsxfs

xHbsxfs
 

 .عاي اخيرالدعوي اثبات شدو ادّ

 .باشد و مطالعه توابع كوادراتيك چندمتغيره به شكل زير مي يا نكته در بررسي هرحال، دومين لمّ هب 

در نقطه حداقلش در  xf)(يك تابع به فرم مجذوري باشد، آنگاه گراديان xf)(اگر

 .باشد ، عمود مي sيك جهت جستجو مثل 
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را دنبال كرد، كه اگر از  ايدهاخير، مي توان اين ( ذكرشده دو نتيجه يا لمّ)طور خلاصه از همين شكل و بحث  هب

 sشروع كنيم، آنگاه بهترين جهت جستجوي بعدي، جهت مزدوج با  sو دلخواه مثل  ليهاوّيك جهت جستجوي 

abاين جهت مزدوج را براي توابع كوادراتيك مي توان از روي. است
xx  اين ايده بعداً به شكل . دست آورد هب

ترين روش  عنوان قوي ها شد و امروزه بسمّمپژوهشگر آن، يعني پاول با افتخار ن و الگوريتميك درآمده و به مدوّ

 .شود بدون نياز به گراديان از آن نام برده ميمتغيره مستقيم و چندجستجوي 

هاي  كند و در هر مرحله تكرار، در راستاي جهت شروع مي( ليهحدس اوّ)در اين روش از يك نقطه  -روش پاول

دونكته . كند تا به مينيمم تابع هدف برسد قدر اين كار ادامه پيدا مي آن. مزدوج جستجو كرده تا به نقطه بعدي برسد

 :در اين روش وجود دارد مهمّ

لين مرحله تكرار، روش باشد، يعني در اوّ ليه، محورهاي مختصات ميهاي مزدوج اوّ در اولين مرحله، جهت - 

 .باشد پاول، يك روش جستجوي متناوب مي

صفر باشد، لذا نزديك به   opt.آيد، ممكنست متناظر با  هاي مزدوج كه در هر مرحله بدست مي برخي جهت - 

 .كردن اين نكته برقرار است در روش پاول، يك آزمون براي چك. كنيم عاقلانه نيست كه جهت جستجو را عوض

 رره را نيز مورد بررسي قراطور موازي تابع دومتغيّ هبراي تبيين روش و همچنين مأنوس شدن با روش پاول، ب

)0(ليه مثلفرض كنيد يك نقطه اوّ. دهيم مي
x  رهبراي حالت دو متغيّ)داريم:  Txxx )0(

2

)0(

1

)0(
) 

)0()0(صورت ليه را بهجهت هاي اوّ

2

)0(

1 ,,, nsss   گيريم يا براي راحتي، ماتريس  يدر نظر م 
)0(R هاي  كه ستون

 :كنيم هاي جستجو هستند را تعريف مي آن، جهت

 )0()0(

2

)0(

1

)0(

nnn sssR  

)0(هاي جستجو عبارتند از ره، جهتبراي حالت دو متغيّ

1s 0(و(

2s  .هاي چون در مرحله صفرم هستيم، جهت 

 :گيريم را در راستاي محورهاي مختصات مي( يمستقل خطّ)مزدوج  Ts 01
)0(

1   و Ts 10
)0(

2  

 :براي حالت كلي و





















100

010

001

)0(









nnR 

 :كنيم براي طي كردن مرحله تكرار صفرم و رسيدن به مرحله يكم، بدين شكل عمل مي

)0(از نقطه 
x  0(شروع كرده و در جهت(

1s كنيم تا به نقطه مياني بعدي برسيم ، تابع را مينيمم مي: 
)0(

1

)0(

)1(

)0(

)0(

)0(

)1( sxx   

( اصلي)ف مراحل تكرار ها، معرّ كه بالانويس ف تكرارهاي مياني هستند، در حاليها، معرّ ذكرست كه زيرنويس لازم به

 .الگوريتم است

)0(آمده در جهت  سپس از نقطه جديد بدست

2s  كنيم تا به نقطه مينيمم بعدي برسيم حركت مي. 
)0(

2

)0(

)2(

)0(

1

)0(

)1(

)0(

)0(

)0(

2

)0(

)2(

)0(

)1(

)0(

)2( ssxsxx    

)0(ره، در حالت دو متغيّ

)1(x  همانa
x 0(باشد و مي(

)0(

)0(

)2( xx   همانb
x ره، بايد لذا براي حالت دومتغيّ. باشد مي

)0( جهت بعدي كه مينيمم در آن قرار دارد، در راستاي 

)0(

)0(

)2( xx   بوده و به اندازه طول گام.opt
x   باشد، يعني 

)0(

)0(

)0(

)2(

)0(

)0(

)0(

)2(

)0(

)2(

)1(

)0(

.)0()1(

2 xxxxxx

xxx
opt




 

ab دو جهت
xx   و  s     به ماتريس هسيان مزدوج هستندنسبت. 
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opt.ي، دقت كنيدبراي حالت كلّ
x آيد اين شكل بدست مي به: 







n

i

ii

opt
sxxx

1

)0()0(

)(

)0(

)1(

)0(

)2(

.
 

مياني مرحله تكرار بدست گيريم كه در مراحل  اي مي ت شود كه نقطه قبلي را هميشه آخرين نقطهدقّ: نكته

)0( ايم، يعني در مثال بالا، آورده
x   0(را با(

)0(x  دهيم، يعني گيريم، بلكه آخرين نقطه را مورد توجه قرار مي نمي 

)0( نقطه 

)2(x . بطور كلي در روش پاول داريم:  )1(

)(

)(

)0(




k

n

k
xx 

 :توان به اين شكل بيان نمود ي ميل روش پاول را بطور كلّخلاصه گام اوّ پس بطور

 ليه قبلي به نقطه اوليه بعديحركت از نقطه اوّ، (روش پاول)گام اول 

)(از

)0(

k
x شروع كرده و در جهت)(

1

k
s  جستجو كنيد و مينيمم تابع را بيابيد()(

)1(

k ):  
)(

1
)(

)1(
)(

)0(

)(

)1(

kkkk
sxx


  

)() دست آمده هاز نقطه مينيمم ب

)1(

k
x ) شروع كرده و در جهت دوم()(

2

k
s)جستجو كنيد و مينيمم تابع را بيابيد: 

)(

2
)(

2
)(

1
)(

1
)(

)0(

)(

2
)(

2
)(

)1(

)(

)2(

kkkkk

kkkk

ssx

sxx












 

 .باشد طور اين كار را ادامه دهيد تا همه جهات جستجو انجام شده و همين





 

n

i

k

i
k

i
kk

n
k

n
k

n

k

n sxsxx

1

)()(
)(

)(

)0(

)()()(

)1(

)(

)( 



 

)(در حال مقدار تابع را 

)(

k

nx (ايم اي كه در اين مرحله رسيده آخرين نقطه )كنيم و با محك اختتام  فراخواني مي

)( كنيم، اگر به مينيمم رسيديم كه هيچ، يعني را امتحان مي آن

)(

)( k

nxx 
 ،بعد ازk ايم  بار تكرار به مينيمم رسيده

)( :ايم، يعني ، آنگاه نقطه شروع تكرار بعدي همانست كه الان رسيدهارضاء نشدولي اگر محك اختتام، 

)(

)1(

)0(

k

n

k
xx 

 

دانيم، ولي جهات جستجو چه؟ آيا همان  ه در اينجاست كه در حال حاضر نقطه تكرار بعدي را مينكته قابل توجّ

با توجه به مباحث قبلي، جهت . صورت روش همان روش جستجو به تناوب است هداريم؟ اگر بلي در آنها را نگ قبلي

)(مزدوج 

)0(

)(

)(

kk

n xx  اگر تابع كوادراتيك باشد، بايد مينيمم مسأله در . كنيم را براي شروع تكرار بعدي انتخاب مي

)(جهت

)0(

)(

)(

kk

n xx  اين، اگر بخواهيم همچنان جهات جستجو را مزدوج نسبت به هم افزون بر . قرار داشته باشد

ها، مستقل sبدين ترتيب، مجموعه . ها نزديك به صفر درآيندبگيريم، امكان دارد در برخي مراحل مياني، بعضي

لذا، پاول پيشنهادكرد كه قبل از ورود به مرحله . شود مي  راي نقص رتبه، داRن ماتريس آعبارتي  هنخواهند بود و ب

)(باندازه )، يك گام ديگر نيز (لااقل يكي از آنها)تكرار بعدي و حفظ جهات جستجو يا تغيير آنها 

)0(

)(

)(

kk

n xx  ) و مقدار

)(تابع را در 

)0(

)(

)(2
kk

n xx  براي  كانديداه البتّ و نسبت به آخرين جهت جستجوود جهت مزدوج جديد ش بيابيم كه مي

اين آزمون . اند يا خير ي ماندهمستقل خطّ ،جستجو قديمِ آيا جهاتِ( گام سوم)سپس يك تستي انجام دهيم . گام دوم

 :طور خلاصه گام بعدي به شرح زير است هپس ب. كرد لاً در گام سوم بررسي خواهيمرا مفصّ

)(حركت در راستاي -گام دوم

)0(

)(

)(

kk

n xx  و محاسبه مقدار تابع در)(

)0(

)(

)(2
kk

n xx هاي  ، جهت سهولت، نمادگذاري

 :دهيم يزير را انجام م

)(:امkمقدار تابع در نقطه شروع تكرار 
)(
)0(1

k
xff  

)(: امkمقدار تابع در نقطه آخر تكرار 
)(

)(2
k

nxff  

 

1  Rank Deficiency 
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)2(: امkتابع هدف در تكرارمحتمل مينيمم مقدار تابع در نقطه 
)(

)0(

)(

)(3
kk

n xxff  

 .معيار و يا تست براي تغيير دادن يا ندادن جهات جستجو: گام سوم

 :را بيابيم fرويم، مقدار كاهش نقطه ديگر ميام، هر بار كه به kفرض كنيد در مراحل مياني مرحله تكرار

 (.اين كار را در گام اول بايد انجام دهيم و در حافظه ذخيره كنيم)

)()(

)()(

)()(

)(

)1(

)(

)(
)(
)(

)()(
)(

)(

)1(

)(

)(

)(

)1(

)(

)2(
)(
)2(

)(

2
)(

)2(
)(

)1(

)(

)2(

)(

)0(

)(

)1(
)(
)1(

)(

1
)(

)1(
)(

)0(

)(

)1(

k

n

k

n
k
n

k

n
k

n
k

n

k

n

kkkkkkk

kkkkkkk

xfxfsxx

xfxfsxx

xfxfsxx























 

 :اند بيشترين كاهش را داده يك كنيم، تا ببينيم كدام هاي فوق جستجو ميآنگاه روي همه 

 
ni

k

i

k

i
k xfxf

,,1

)()1(
)( )()(max



 
 

k)(را با k)(جهت جستجوي متناظر با اين

ms دهيم نمايش مي. 

 :است كه دو شرط زير را چك كنيم حال پاول پيشنهاد كرده

13اگر ff  2 يا
31

)(2)(
21321 )(5.0))(2( fffffff kk  ايم و خطر  آنگاه به مشكل برخورده

وليه پاس بعدي بايد تصميم بگيريم؛ پاول ي هست، لذا براي جهات جستجوي بعدي و همچنين نقطه اّخطّوابستگي 

ايم  اي كه رسيده ليه را آخرين نقطهها را در نظر بگيريم و نقطه اوّ است كه جهات جستجو همان قبلي پيشنهاد كرده

)(                         :در نظر بگيريم

)(

)1(

)0(

)()1(
,

k

n

kk

i

k

i xxss 
 

در صورتي كه شرط بالا برقرار نباشد، يعني مسير تكرار به اشكال برنخورده باشد، آنگاه جهت جستجوي جديد را 

)( موازي

)0(

)(

)(

kk

n xx  كنيم انتخاب مي: 





























































)(

)(

)(

1

)(

2

)(

1

)1(

)1(

2

)1(

1

k

new

k

n

k

m

k

k

k

n

k

k

s

s

s

s

s

s

s

s






 

 

)1(ليه بعدي و نقطه اوّ

)0(

k
x ( يا همان  )(

)(

k

nx) يا )(

)0(

)(

)(2
kk

n xx   ،را  بدهد تابع هر كدام كه مقدار كوچكتري از 

 .كنيم انتخاب مي

سومي است كه پاول در مطالعات  ت انتخاب جهت جستجوي بعدي به شكل بالا، بخاطر نتيجه يا لمّعلّ: نكته

پاول اثبات كرد كه براي توابع كوادراتيك، اگر جهات جستجو نرماليزه باشند . است خود به آن رسيده ساله بيست

: نرماليزاسيون نسبت به ماتريس هسيان)    1
)()(


k
i

Tk
i sHs آنگاه دترمينان ماتريس جهات جستجو ،(همان R) ،

k)(گيرد اگر و تنها اگر  بيشترين مقدار خود را مي

is دو نسبت به دوبهH لازم به ذكر است كه در اين . مزدوج باشند

 .سازي شده است، كه خيلي فرض درستي نيست، فافهم قضيه، سايز ماتريس با دترمينان آن مشخصه

پاول پيشنهاد كرده هرحال،  هب. اي دارد باشد كه نوعاً جنبه سليقه آخرين گام، معيار اختتام مي –گام چهارم 

 تك متغيرها از يك حدي كمتر باشد، است كه براي اختتام، ميزان تغيير تك

nixx i
k

i
k

i ,,1)1()(     

 .اشدب  مي xمولفه يا عناصر بردارixطوريكه  هب
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 :باشد بعدي در آخر هر مرحله تكرار ميnيك پيشنهاد ديگر، اندازه گيري نورم نقطه 

)1(
)0(

)(
)(




kk
n xx 

 

 :بكار ببريد، حدس اوليه  روزنبروك  روش پاول را براي تابع نمونه آزمون .5مثال









0.1

2.1)0(
x 

2
1

22
12 )1()(100)( xxxxfMinimize  

 (دقت كنيد، تابع روزنبروك كوادراتيك نيست)

 :گام اول: حل

2.24)(,
1

0
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0

1
,
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2.1 )0()0(

2

)0(
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


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





















 xfssx 

990.3)(
000.1

995.0 )0(

)1(

)0(
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 .، برخي از مراحل مياني كارآورده شده استزير در جدول
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  تعداد فراخواني تابع = 1562 (3تقسيم بر)تعداد تكرار  500

  01034.1)(,0000.10000.1 16  
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