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Notations et Définitions

le plan complexe.

le disque : {z € C | |z]| < p} avec p < 1
{v(t)|t=0,..,00}

{v(t) | v(t) e R,t=0,..,N}

la matrice Toeplitz triangulaire inférieure définie comme :

w 0 - 0
Tv é U1 () e 0
N UN-1 0 U0 d (N x (V1)

les premiéres 7 + 1 colonnes de T},
I'opérateur de troncation défini comme : IIyv = vy pour une
séquence infinie, v.
I’espace de toutes les séquences réelles v avec norme bornée
et définie comme : ||v]|o = sup |v(?)].

>0

{vele||vlle <o}
{vels] 1tlim v(t) =0}
—00

I’'espace de toutes les séquences réelles, g avec norme définie

o
comme : [|g[ly =) _ |g(t)|

t=0
I’espace de toutes les séquences réelles, v avec norme définie

oo

1

comme : [[v]l, = D [o(®)[F]?,p=1,2,---.

t=0
la fonction de transfert d’un systéme LTI est définie comme :

A(z) = Z dpz kvt e Dy

k=0
siq,p € loo et p(t) = Aq(t) alors ||Al|; = sup IPlloe
470 [[qloc
si q,p € 1, et p(t) = Aq(t) alors la norme induite I, — [, de A
[l

est définie comme : ||Al;,—ina = sup :
a0 [lgllp
I’espace de toutes les fonctions de transferts rationnelles avec

norme H., bornée.
soit A(z) une fonction de transfert stable sans aucun pole sur
le cercle unité, alors norme Ho, de A(z) est définie comme :

|A]lo = sup |A(e™)].
weER
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BHeo(p, M)
P,

Fu(p)

Qaaebaﬁi

b

Rgm,n

LTI
NL
LTV
SISO

{G e RHw | G(2) = > gz, |ail < Mp',0 < p<1}
=0

Pespace de tous les modéles & réponse impulsionelle finie (FIR)
d’ordre m.
I'espace de tous les FIR d’ordre n comme : A(z,0,) = 1+

n
> a2z avec les zéros dans D,.
k=1

les vecteurs de coefficients des A(z,6,), B(z,0;) et A;(z,9),
respectivement définis comme : 0, = [ag,a1,---,a,), O, =
[bo, by, -+ by] et 9 = [do,dy, -, d;]'. De plus, 82 [0, 6]
ou ’ indique transposition.

I’espace de toutes les fonctions de transfert rationnelles avec
norme [; bornée.

I’espace de tous les systémes avec norme [; bornée.

~ . B
{Ge£1|G:Z,Aefn(p),Ber,p<1}

le nombre de données expérimentales.
Linéaire et invariant dans le temps.
Nonlinéaire.

Linéaire et variant dans le temps.
Mono entrée-mono sortie.

Si X est un espace vectoriel de Banach |[LUE 69|, X* est I’espace de toutes les

fonctionnelles linéaires et bornées dans X. L’action d’un élément de X™* sur un

élément de X est représentée par : (z,z*).

Si A est un opérateur linéaire et borné qui transforme! I'espace X en 'espace

Y, V'opérateur adjoint A* transforme Y* en X* comme suit : (z, A*y*) = (Az,y*).

Pour deux opérateurs linéaires et bornés, A et B, (AB)* = B*A*.

Six* €l et x € [y, action de z* sur x est uniquement représentée comme

suit :

map

(o,2%) = S (t)a* (8)

t=0



Notations et Définitions 9

V(t)l y(t)

r(t) + u(t) + p
—»_ G —»%——»
r(t)

Figure 1. Schéma général du systéme en boucle fermée

On dit que x est aligné avec z* quand :

27 ()] < l2* [l = () = 0 [1]
z(t)z*(t) > 0 2]
r1(t) et ro(t) : Signaux de consigne.
v(t) : Signal de perturbation
S(G,C) :  Fonction de sensibilité en sortie définie par : S(G,C) =
(I+GC)™
S.(G,C) : Fonction de sensibilité en entrée définie par : S, (G, C) =
CS(G,0)
Sy(G,C) . GS(G,0)
S(G,C) : Fonction de sensibilité nominale en sortie définie par :
S(G,C)= I+ GC)!
e Pour simplifier la notation, une matrice comme l B | sera écrite comme

5 el )
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1. Le probléme de commande

Un procédé réel est sous I'influence de plusieurs sources de signaux comme
le bruit, le signal de commande, le signal de consigne, etc. L’objectif d’une loi
de commande est de produire un signal de commande, en utilisant des signaux
de mesure pour obtenir une certaine performance désirée comme par exemple
le rejet de perturbations ou la poursuite désirée. Ces performances sont souvent
représentées par des signaux d’erreur et 'objectif de la loi de commande est décrit
comme la minimisation d’une certaine norme du signal d’erreur. Des exemples
de normes sont 1’énergie de l'erreur, 'amplitude de l'erreur ou la variance de
Perreur. En résumé, en se référant a la figure 1.1, 'objectif est de trouver une loi
de commande stabilisante qui minimise I'effet du bruit e(¢) ou de la consigne r(t)
dans le signal d’erreur z(¢). Cette loi de commande utilise évidemment le signal

de mesure y(t) pour produire le signal de commande u(t).

Alors que la majorité des méthodes nécessitent un modéle pour construire la loi
de commande, trouver un modéle exact pour un procédé nonlinéaire ou variant
dans le temps est rarement possible. Pour obtenir un modéle du procédé on a
besoin de données expérimentales et d’'un algorithme d’identification. Bien qu'un
grand nombre de lois de commande utilisent des modéles linéaires et invariants
dans le temps (LTI), une description exacte d’un procédé nonlinéaire ou variant
dans le temps par un modéle L'TT n’est pas possible. De plus, la présence du bruit
dans les signaux de mesure et la limitation du nombre de données expérimentales

sont d’autres raisons pour 'absence d’un modéle exact du procédé.

On peut donc considérer une classe de systémes incertains contenant le procédé
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e > 7
e—» P
T y
C

Figure 1.1. Le procédé réel dans la boucle de commande

réel. Dans cette classe l'incertitude est souvent exprimée par une certaine classe
de perturbations. Deux types de perturbations peuvent étre considérées :

— perturbation non-paramétrique : il s’agit des opérateurs bornées en une cer-
taine norme. Ces opérateurs sont soit linéaires invariants dans le temps
(LTT), représentants la sous-estimation de l'ordre de la fonction de trans-
fert, soit nonlinéaires ou variants dans le temps, représentant la nonlinéarité
ou la variation dans le temps du systéme

— perturbation paramétrique qui exprime ’existence d’incertitudes sur les pa-
ramétres du modéle.

Le schéma général pour une classe de modeles incertains est montré dans la
figure 1.2. La loi de commande utilise donc la connaissance d’'un modéle nominal
P et d’une borne connue de Pincertitude A afin d’assurer la stabilité du systéme
incertain (stabilité robuste) et de minimiser I'effet du bruit e(t) ou du signal de
consigne 7(t) dans le signal d’erreur z(t) en présence de I'incertitude (performance
robuste). Voir [YOU 95| et [KHA 91a] pour 'analyse des problémes de stabilité

et de performance robuste.

Pour minimiser I'effet du bruit ou du signal de consigne dans le signal d’erreur,

le choix d’une norme des signaux est important. Par exemple, si 1'objectif de
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A
P q
c—=x P >z
u y
C

Figure 1.2. Ensemble des modéles incertains

commande est de minimiser le dépassement ou de rejeter 'effet de la perturbation
persistante ' dans le signal d’erreur, la norme I, est préférable. Dans ce cas une
approche pire des cas pour le probléme de commande est de trouver un correcteur
C' tel que la norme [; de systéme entre z(t) et r(t) ou entre z(t) et e(t) soit
minimale ([DAH 87|, [DAH 95|, [KHA 96]). Cependant, pour minimiser 1’énergie
du signal d’erreur, la minimisation de la norme H., de la fonction de transfert
entre z(t) et r(t) est nécessaire ( [BOY 87|, [ZHO 96], [YAM 98| ). Pour minimiser
la variance du signal d’erreur (quand le signal de bruit est blanc) il est préférable
de minimiser la norme H, de transfert entre z(¢) et e(f) qui minimise également
I'énergie de la réponse impulsionelle de cette fonction de transfert [GRE 95|. On
sait aussi [DAH 95| que la norme Hj de la fonction de transfert entre z(t) et r(t)

(ou e(t)) est le gain dans le pire des cas entre 'amplitude de de z(t) et I’énergie
de r(t) (ou e(t)).

Pour assurer la robustesse en stabilité une approche est de minimiser une
norme de la fonction de transfert en boucle fermée entre ¢(t) et p(t) (voir la figure

1.2). Le choix de la norme dépend de celle utilisée pour exprimer I'incertitude A.

Iperturbation bornée en amplitude
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Parfois il est encore nécessaire de minimiser une norme d’une certaine fonction de
transfert en boucle fermée sous réserve q’une autre norme d’une autre fonction
de transfert en boucle fermée soit bornée par une certaine valeur (Commande

multi-objectifs, voir [KHA 91b| [ELI 97], [SCH 97], [CHI 96]).

1.2. Le probléme d’identification pour la commande

L’identification pour la commande consiste a trouver dans un ensemble des mo-
déles un modéle qui a une distance minimale avec le vrai systéme et a quantifier
I'incertitude du modéle dans une norme compatible avec celle de la commande.
On peut considérer deux approches générales pour 'identification des systémes
dans la littérature. Dans ’approche probabiliste le modéle est considéré comme
un élément aléatoire qui appartient & une classe paramétrique de distributions
probabilistes et 'objectif est d’identifier asymptotiquement le vrai systéme consi-
déré comme un élément de cette classe [LJU 87|, |[GEV 92|, [DUG 80]. Dans cette
approche I'erreur du modéle est souvent quantifiée par des bornes probabilistes 2
tandis que la commande robuste nécessite plutot une borne dans le pire des cas

et déterministe 2.

Au contraire, 'approche ensembliste pour l'identification * souvent suppose
que le vrai systéme appartient a un ensemble connu de modéles et que les don-
nées expérimentales sont contaminées par une perturbation inconnue mais avec
une borne connue ([WAL 97|, [MIL 91], [GIA 97b], [GAR 98|). Contrairement au
cas probabiliste, on présume trés peu sur la perturbation et par conséquent on
n’établit pas la convergence exacte du modéle vers le vrai systéme. On peut donc
seulement parler de la convergence asymptotique du modéle vers un voisinage du
vrai systéme. La convergence exacte dans le sens pire des cas peut étre rétablie

bien évidemment avec les hypothéses supplémentaires sur le signal de perturba-
tion et le signal d’entrée [VEN 97|, [VER 91|, |GIA 97a|. Voir aussi la section 2.5

2g0ft bound

3hard bound
4set-membership
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pour une discussion supplémentaire. En général, la convergence d’'un modéle vers
le vrai systéme dépend des éléments suivants :

— choix de 'ensemble du modéle (s'il est compact, borné, ...),

— signal d’entrée (persistance, périodicité, indépendance de signal de pertur-
bation ...),

— algorithme d’identification,

— hypothéses sur le signal de perturbation (stationnaire, quasi-stationnaire,
blanc, la precision de la connaissance a prior: sur une borne pour le signal
de perturbation, les hypothéses sur autocorrélation du signal, ...).

Néanmoins, dans I’approche ensembliste on peut quantifier 'incertitude avec une
borne dans le pire des cas en plusieurs normes. Ceci rend cette approche plus

appropriée pour la commande robuste.

1.2.1. Contenu de la thése

Cette thése propose différents algorithmes quasiment optimaux qui identi-
fient un modéle nominal et quantifient ’erreur de modélisation dans les diffé-
rentes topologies de systémes. Plus particulierement nous considérons la topo-
logie de graphe, H.., et [;. Notre approche est plutot dans le contexte de "set-
membership" ot nous considérons les modéles rationnels et non-affines en les
paramétres. Ceci nous donne la possibilité d’identifier des modéles avec un ordre
fixe et faible. Il faut noter que la plupart des approches classiques traitent des
modéles affines en les paramétres [WAH 96|, [HEU 95a|, [WAH 94] ou [GEV 92|
et l'utilisation de ces modéles pour la commande donne des correcteurs d’ordre
éleve [ZHO 96|, [DAH 95|, [LAN 97h|.

Nous considérons surtout le cas ol le vrai systéme n’appartient pas a I’ensemble
des modéles. Notre démarche est alors de trouver le meilleur modéle ayant une
distance minimale au vrai systéme et de trouver les bornes pire des cas pour
lerreur de modélisation. Ces distances sont exprimées dans les topologies de

graphe, H, et [;.

Les algorithmes d’identification sont basés sur la résolution des problémes d’op-
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timisation convexes de type programmation linéaire (LP) ou LMI °. Pour traiter
la non-convexité de certains problémes, nous proposons des algorithmes itératifs

ou dans chaque étape on résout un probléme convexe.

Nous adoptons deux stratégies générales pour résoudre le probléme d’identifi-
cation pour la commande. Dans la premiére stratégie que nous appelons la mé-
thode simultanée, I'identification des paramétres du modéle et la quantification
de l'incertitude sont réalisées dans une seule étape, tandis que dans la deuxiéme
stratégie (non-simultanée) I'identification du modeéle et la quantification de I'in-
certitude sont réalisées dans deux étapes différentes. Nous démontrons aussi que
ces stratégies sont applicables pour I'identification en boucle fermée ou I'objectif
est de minimiser la distance (Ho, ou ;) entre les fonctions de sensibilités nominale

et réelle.

1.2.1.1. Organisation de la these

Le chapitre 1 est une introduction générale et une présentation des notations.

Dans le chapitre 2 nous formulons le probléme d’identification d’'un modéle
et de quantification des incertitudes LTI dans le sens pire des cas. L’effet d’une
possible nonlinéarité ou la variation du systéme est considéré dans le signal de
perturbation pour lequel une borne est supposée disponible. Nous présentons

deux stratégies générales qui seront appliquées dans les chapitres 3, 4 et 5.

Dans le chapitre 3, Nous étudions 'identification des modéles avec ordre fixe
et non-affines en les paramétres dans la topologie H,,. Nous présentons les algo-
rithmes itératifs traitant des problémes non-convexes. Dans la section 3.4 nous
présentons aussi une méthode pour l'identification des modéles non-affines mais
avec des ordres non-fixes. Les algorithmes sont basés sur I'application de deux
stratégies générales présentées au chapitre 2. Voir [NAM 01b] pour une discussion

supplémentaire.

Le chapitre 4 propose de résoudre le probléme d’identification des modéles

avec ordre fixe et non-affines dans la topologie [;. Ce probléme est posé par la

®Inégalité matricielle linéaire
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| dentification pour la commande

v \i
Chapitre 2 Chapitre 6

Incertitude LTI Incertitude LTV
Formulation du problémég ou/et NL

D

Y
Chapitre 3
n Hooll

i Y
R »| Chapitre7

Identification en
e » boucle fermée

Figure 1.3. L’organisation de la thése

programmation convexe en dimension nfinie. Ce probléme est ensuite dualisé
ce qui permet d’obtenir plus d’information sur la structure d’incertitude LTI
et de signal de résidu. La dualisation permet aussi de présenter une méthode
pour évaluer I'estimation initiale de 'amplitude du signal de perturbation. Une
discussion plus détaillée ainsi que la démonstration des résultats peuvent étre
retrouvées dans [NAM 0la].

Dans le chapitre 5, I'identification des facteurs premiers et normalisés d’un
modéle est étudiée et les bornes pire des cas exprimées dans la métrique de gap
(écart distance) ou v-gap sont obtenues. Nous adoptons les stratégies générales

présentées dans le chapitre 2.

Le chapitre 6 traite de identification des modéles linéaires avec incertitude
LTV ou nonlinéaire (NL) dans les topologies [; et [y des systémes. L'effet de la
nonlinearité ou la variation du systéme est représenté par un opérateur borné,
indépendamment du signal de perturbation. Ceci nous permet de quantifier les
incertitudes LTV ou NL.
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Dans le chapitre 7, nous étudions l'identification [y et Ho, en boucle fermée ou
I'objectif est d’identifier les modéles de telle maniére que la distance en norme
Ho, ou Iy entre les fonctions de sensibilités réelle et nominale soit minimale. Ces
modéles seront ensuite utilisables pour I'identification-commande consécutive. Les
algorithmes sont techniquement basés sur les résultats obtenus dans les chapitres

antérieurs.

Enfin, le chapitre 8 est la conclusion générale de la thése et les perspectives.



Chapitre 2

Formulation du probléme d’identification
des modéles linéaires et de quantification
des incertitudes LTI

Résumé : Dans ce chapitre, nous formulons le probléme d’identification des
modeles linéaires et de quantification des incertitudes linéaires et invariantes
dans le temps (LTI), dans le sens du pire des cas. Nous considérons des in-
certitudes de type additif. Les stratégies présentées dans ce chapitre seront
appliquées dans les chapitres 3, 4, 5 et 7.

2.1. Introduction

Supposons que le systéme inconnu G appartient a I’espace Banach des systémes
LTT et SISO, muni de la norme Ho, ou /; ou par la métrique gap (écart distance) .
Supposons aussi un ensemble ' de modéles G auquel G appartient. Cet ensemble
est supposé connu. Quelques exemples pour G sont : l'ensemble des systémes
stables avec une borne sur le taux d’amortissement, ’ensemble des fonctions
de transfert rationnelles avec le degré de McMillan n, I’ensembles des systémes

stables ayant la structure FIR 2, etc.

Le signal d’entrée u(t) appartient a I'ensemble des signaux connu U. Des
exemples pour U sont les espaces des signaux [, ou ly. Le signal de sortie y(t)
s’écrit :

y(t) = Gu(t) + v(t) [2.1]
ou v(t) est le signal de perturbation borné en une certaine norme, |[v|| < o,. On

suppose que o, est a priori connue.

'Model set
2Finite Impulse Response
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Plus précisément le signal de sortie y(t) s’écrit :
y(t) = Gu(t) + Anu(t) + e(t) [2.2]

ou A, est un opérateur borné, ||A,,|| < 1, représentant les effets :

— de la nonlinéarité,

— de la variation du systéme dans le temps.

Le signal e(t) représente les effets :
— de la quantification des signaux continus
— de la condition initiale non-nulle,
— du bruit de mesure.
Le signal e(t) est aussi supposé borné. D’aprés [2.1] et [2.2] on constate que le

signal de perturbation v(t) contient 'effet de I'opérateur A,; et du bruit e(t).

Dans ce chapitre nous nous intéressons seulement a identifier un modéle [i-

néaire® du systéme G. L’effet de A, est inclus dans la perturbation v(¢).

Un algorithme d’identification ¢ utilise N échantillons des signaux d’entrée-
sortie Y] et uy] ainsi que la connaissance de I'ensemble des modeéles G, pour
identifier un modéle linéaire dans G. Nous appelons ce modéle G. Ce modéle
appartient a ’ensemble des modéles G, comme le systéme G et s’écrit comme
suit, :

G= ¢(U[N}, Z/[N})

2.2. Erreur dans le pire des cas d’un algorithme d’identification

Définition 2.1 Pour un signal d’entrée fixe u(t), pour un ensemble connu de
modeéles G et pour une borne o, de la perturbation, I'erreur asymptotique dans

le pire des cas * d’un algorithme ¢ est définie comme :

eoo(0,G,u,0,) = sup sup limsup ||¢p(Ily[u, Gu +v]) — G|| [2.3]

Geg |lv||<oy N—oo

3Par rapport & I'entrée
“Worst case
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Dans la littérature [GIA 97a], e (¢, G, u, 0,) est aussi appelé erreur dans le pire
des cas globale.

Le modéle G, identifié en utilisant N — oo données temporelles est en effet

une approximation de G' avec un degré de précision e (¢, G, u, 0,).

Définition 2.2 Sion a :

sup sup limsup ||¢(IIy[u, Gu+v])—G|| = limsupsup sup |¢(Ily[u, Gu+v])—G||
GEG ||v||<oy N—oo N—oo GEeG ||v||<oy
[2.4]

alors on dit que le modéle G converge asymptotiquement vers une boule de rayon

eoo(?, G, u,0,) autour de G et la convergence est appelée uniforme.

Parfois, bien que lerreur asymptotique dans le pire des cas e (¢, G, u,0,) soit

finie, I’erreur dans le pire des cas pour N fini, n’est pas finie.

Si lim,, .0 ex(.) = 0 alors lalgorithme ¢ est appelé robustement convergent
[MAK 91].

Définition 2.3 Un algorithme optimal ¢° est un algorithme qui minimise 'erreur
asymptotique dans le pire des cas [TRA 88|, |[TSE 93] :

Eo(G,u,0,) 2 inf eoe(6. G, u, ) [2.5]

Définition 2.4 Etant donné les signaux d’entrée-sortie u[n] et yn, et une borne
pour le signal de perturbation o,, nous appelons Sy I’ensemble des modéles non-
falsifiés jusqu’au temps N :
A — —
Sn(G,u,y,00) ={G € G | [[linly — Gul|| < 0} [2.6]

L’ensemble Sy contient tous les modeéles dans G qui sont consistants avec

les données un) et y;v) ainsi qu’avec la connaissance a priori de o,. Dans la
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littérature |GIA 97a| et |[MIL 91|, Sy est parfois appelé l’ensemble des modéles
admissible®. Une caractérisation possible de cet ensemble (qui n’est pas néces-
sairement convexe) conduirait a trouver le meilleur élément dans cet ensemble,

c’est-a-dire celui avec le minimum d’erreur dans le pire des cas.

Avant de présenter les algorithmes optimaux identifiant cet élément, la défini-

tion du diametre d’information est nécessaire :

Définition 2.5 Le diamétre d’information D(G,u,0,) est le diamétre du plus
grand ensemble des modéles non falsifiés :

D(g,u,av)é sup sup diam(S.(G,u,y,0,)) [2.7]

Geg |lv||<ow

ot diam(S) est la plus grande distance entre deux éléments dans S.

Le diameétre d’information est en fait la plus grande distance entre deux modéles
dans G qui, en présence de signal de perturbation peuvent produire la méme
sortie (en supposant que le signal d’entrée pour les deux modéles soit le méme).
Si de plus I’ensemble des modéles G est convexe et équilibré ¢, on peut démontrer
[TRA 88| que le diamétre d’information est la plus grande distance entre deux

modeéles nonfalsifiés produisant la sortie y =0 :

D(g, u, O'v> = dlam(soo<gu u, 07 UU))

On peut démontrer que I'erreur asymptotique dans le pire des cas est toujours

plus grande que la moitié¢ du diamétre d’information :

Proposition 2.1 /TSE 93] Pour chaque algorithme ¢,

;D(g> u, UU) S 6°°(¢’ g’ U, UU)

Pour tout algorithme utilisé pour 'identification, la moitié du diamétre d’infor-

mation est toujours le minimum d’erreur dans le pire des cas qu’on peut obtenir.

SFeasible Model Set
Geg=-Geg
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2.3. Algorithmes quasiment optimaux

La question principale que l'on peut se poser est : Est ce qu’il existe un al-
gorithme optimal ¢° tel que son erreur dans le pire des cas es, puisse atteindre
sa borne inférieure ¥ Dans la littérature un tel algorithme est appelé [’algorithme
central. Néanmoins, comme la synthése des algorithmes centraux est normale-
ment trés difficile, d’autres algorithmes comme [’algorithme de projection ou [’al-
gorithme interpolateur sont souvent appliqués. Particuliérement, on peut démon-
trer que si I'ensemble des modeéles G est compact, alors on peut construire un
algorithme interpolateur tel que 'erreur dans le pire des cas de cet algorithme
soit bornée par le diamétre d’information. Evidemment cet algorithme n’est pas
optimal mais si on oublie le facteur 2, on peut dire que cet algorithme est quasi-

optimal :

Théoréme 2.1 [TSE 93/ Supposons que l’ensemble des modéles est tel que G =
U:G: avec G; C G;11, Vi et G; compact. De plus, la convergence des éléments dans
chaque G; implique la convergence des réponses impulsionelles. Alors, il existe un

algorithme d’identification quasi-optimal ¢° tel que :
600(¢0’ g? u’ O-'U) S D(g’ u? O-'U)

Pour N données temporelles, cet algorithme choisit un modeéle G' dans Sy N G;
ou ¢ est le plus petit ¢ tel que Sy N G; ne soit pas nul. Autrement dit, I'algorithme
quasi-optimal identifie le modéle nonfalsifié le plus simple.

Quelques exemples pour les ensembles des modéles G; du théoréme 2.1 sont :

=0

oo

BHoo(p, M) 2 {G € RHo | G(z) =S gz, |l < MpLo<p<1} |29
=0
_ _ B
GE{GeB|G="+A, BEP,, A€ Fulp), Ai €Pi |Ai] <~} [2:10]

A

On constate que les ensembles des modéles [2.8] and [2.9] sont convexes, mais que

'ensemble des modéles [2.10] n’est pas convexe.
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Un autre algorithme quasi-optimal est :
¢ (wny, y)) = argmin [y [Gu — y]] [2.11]

L’erreur dans le pire des cas de cet algorithme est également bornée par le dia-
meétre d’information. On constate que dans cet algorithme, la connaissance a
priori de o, n’est pas nécessaire. La convexité de cet algorithme dépend de la

structure du modéle et des propriétés de I’ensemble des modéle G.

Dans le cas ou la norme utilisée pour les signaux est la norme 5, cet algo-
rithme correspond a la minimisation de la variance de l'erreur de sortie ([LJU 87],
|[LAN 97b]).

2.4. Signaux optimaux d’entrée

La probléme qui reste dans le théoréme 2.1 est de trouver un signal d’entrée
optimal 4 minimisant le diamétre de I'information . Ceci implique la minimisa-
tion de l'erreur dans le pire des cas. Pour une grande classe des ensembles des
modéles, le signal d’entrée optimal (de durée infinie) contient toutes les séquences
possibles de 1 et —1 de durée finie. La séquence SBPA7 et la séquence de Galois®
[MAK 91] ont cette propriété.

Théoréme 2.2 [TSE 93] Si I'ensemble des modéles G est équilibré et convexe et
contient seulement des systémes stables (G € {1), et si le signal d’entrée optimal
u®(t) contient toutes les séquences possibles de 1 et —1 et le signal de perturbation

v(t) est borné en amplitude ||v||s < 0y, alors :

D(uo7 617 UU) < 20—1}

Remarque 2.1 Selon ce théoréme, pour identifier précisément un systéme en
limite N — oo, il suffit de savoir que le vrai systéme appartient a ¢;. Aucune
hypothése est nécessaire sur le taux d’amortissement du systéme, comme indiqué

dans [GU 92|, [HEL 91].

"Séquence Binaire Pseudo Aléatoire
8Contenant toutes les séquences possible de -1 et 1
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Remarque 2.2 Ce théoréme s’applique pour la topologie ¢; des systémes. De
plus, la perturbation v(t) appartient a l,.. Evidemment ce théoréme est correct
pour toutes les classes des signaux qui sont inclus dans [, comme Iy ou l,. Selon
le théoréme 2.2, si on choisit un signal d’entrée optimal et un algorithme quasi-
optimal (défini dans le théoréme 2.1 ou [2.11]), pour G un sous-espace de ¢; et

pour v(t) dans [, 'erreur asymptotique dans le pire des cas sera bornée par 20, :
exo(9?,G,u% 0,) < 20, [2.12]

On peut aussi démontrer la convergence uniforme de I'algorithme [2.11].

2.5. Convergence robuste et convergence exacte

L’erreur dans le pire des cas d’un algorithme quasi-optimal ou d’un algorithme
interpolateur, est bornée par le diamétre d’information D(G,u,0,). Si le signal
d’entrée est suffisamment informatif?, le diamétre d’information tend vers zéro
quand o, — 0 [GIA 97a|. Ceci démontre que cet algorithme est robustement
convergent, i.e. I’erreur dans le pire des cas tend vers zéro quand o, — 0. Pour
v(t) € l, cette propriété intéressante n’existe pas pour algorithme des moindres
carrés. En effet, pour certains signaux d’entrée, l'erreur dans le pire des cas de
cet algorithme tend vers infini quand N — oo [MIL 95|. Une condition suffisante
pour la convergence robuste de 'algorithme des moindres carrés est que le systéme
soit stable et que le signal d’entrée soit persistant et que le signal de perturbation

soit quasi-stationnaire.

Néanmoins, pour assurer la convergence exacte, i.e. la convergence vers zéro de
I'erreur dans le pire des cas en présence de perturbation (o, # 0), des hypothéses
supplémentaires sur le signal de perturbation et sur le signal d’entrée doivent
d’étre considérées.

9Cette condition beaucoup moins restrictive que d’optimalité de signal d’entrée dans le sens
du Théoréme 2.2
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Par exemple, dans Papproche probabiliste de [LJU 87| pour assurer la conver-
gence exacte, on suppose que le systéme est stable et est un élément de I'en-
semble des modéle. De plus, il est supposé que le signal de perturbation est

quasi-stationnaire et indépendant du signal d’entrée persistant.

Dans [VER 91|, pour assurer la convergence, le signal de perturbation est
supposé borné en amplitude, mais une borne exacte est supposé connue!®. De
plus, le signal d’entrée est considéré suffisamment informatif!! et indépendant du

signal de perturbation.

Dans [VEN 97| des conditions moins exigeantes sont proposées pour la conver-
gence exacte. Il est supposé que 'autocorélation de signal de perturbation satisfait
certaines conditions (ou que le périodogramme de ce signal soit plus petit qu'un
certain seuil) et que le signal d’entrée soit persistant et périodique. Donc, pour
la convergence exacte il n’y a pas de contrainte sur I'indépendance du signal de

perturbation et du signal d’entrée.

Dans cette thése nous somme intéressés seulement a la convergence de 'erreur

dans le pire des cas vers 20,.

2.6. Quelques exemples d’ensembles des modéles non falsifiés, Sy

La caractérisation de I'ensemble des modéles non falsifiés dans les différentes
topologies a été étudiée par plusieurs auteurs. Excepté le cas [o, la caractérisation
analytique de Sy est trés complexe. De plus, cet ensemble n’est pas nécessaire-
ment convexe. Dans cette section nous considérons les modéles affines en les

parameétres comme :
G(z) =Y U fu(2) [2.13]
k=0

ou fi(z) sont des fonctions de base connues [HEU 95b|, [WHA 96|, [HEU 95a,
[WHA 94|, [GEV 92] et [} sont les paramétres du modéle. Le vecteur des para-

métres 6 est défini comme suit :

0 = [107“'7171]/

¢t de plus la perturbation doit toucher sa borne avec une probabilité non-nulle
M Omnidirectional
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Exemple 2.1 Le cas ly :

Prenant le modéle affine en les paramétres comme [2.13], I'ensemble des mo-

déles nonfalsifiés devient :
Sk ={0 € R | ly) — TuF"0|o < 0}

ou T, est une matrice LT construite a partir de uy). La k-iéme colonne de Flnl ¢
RWNFDX(+1) est constituée des N premiéres réponses impulsionelle de fi(z). Dans
ce cas, Sy est un polyédre dans RY. Si Sy est borné alors il est appelé un polytope
[BOY 99]. On peut également considérer I'effet d’une condition initiale non nulle
sur Sy [HAK 94].

Le probléme intéressant qui peut se poser est de trouver la valeur minimale de
0, qui rende non-nul Sy. Ce probléme peut étre formulé par une programmation
linéaire qui traite o, comme une variable d’optimisation et la minimise. Alors
que la programmation linéaire est résolue plutot par les méthodes non-récursives,
'algorithme récursif présenté dans |[WAL 96| peut étre appliqué pour 'estimation

en temps-réel des paramétres.

Exemple 2.2 Le cas ls :

Supposons que le modéle G est affine en les paramétres comme dans [2.13].
Dans ce cas, 'ensemble des modéles non falsifiés Sy est représenté par un ellip-

soide dans RY :
Sk ={0eR"| (0 —0,)F"' T, T, F"(0 - 0,,) < 02}
ot le vecteur ;5 est calculé par un algorithme de moindres carrés comme :

0, = (F[n]/T[LTuF[n])_IFMIT{LZU[N]

Exemple 2.3 La norme s :

La norme s d’un signal v(t) borné et quasi-stationnaire (voire [LJU 87]) est

définie comme :

A
[v]|s = sup @, (w) [2.14]



28 Interaction entre Identification et Commande

est le spectre de v(t). Dans ce cas 'ensemble Sy est caractérisé par :
Sy ={0 € R"| llymy — TLE™0|; < 0.}

Dans la section 3.2 nous démontrons que S% est un ensemble convexe en les

parameétres 6.

Le choix du meilleur paramétre dans S% dépend de la définition de I'erreur
dans le pire des cas [GAR 98].

2.7. Méthode non-simultanée d’identification d’un modéle linéaire et

de quantification des incertitudes LTI

L’algorithme d’identification [2.11] est un algorithme quasi-optimal et la conver-
gence du modéle G vers le vrai systéme G est uniforme si G contient le vrai
systéme G. Donc, pour identifier un modéle G et pour assurer la convergence
asymptotique et uniforme, il faut parfois considérer une structure de modéle trés
complexe. Comme un modéle complexe n’est pas souhaitable pour la commande,
on est obligé de choisir une structure simple du modéle. Alors, 'ensemble des
modeéles G doit étre défini avec une condition supplémentaire sur [’ordre du mo-
déle. Dans ce cas I'ensemble des modéles G ne contiendra pas le vrai systéme et
la convergence du modéle vers G ne sera pas établie. Néanmoins, dans une autre
étape, en utilisant les signaux de résidus obtenus dans I’étape d’identification de
@, la possibilité de I'identification de I'erreur de modélisation existe. Plus préci-
sément, dans ’étape d’identification de G on suppose une structure du modéle '
comme :

y(t) = G(O)u(t) + (t,0) [2.15]
oil le modéle G appartient a I'ensemble des modéles RG™". En comparant [2.15]
avec [2.1], on constate que le signal du résidu, ' £(t) représente I'effet de Popéra-
teur A, le bruit e(t) et la dynamique linéaire et non-modélisée **, G — G créée
mmre

3Residual signal
14Unmodeled dynamics
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a cause de la sous estimation de 'ordre de G :
£(t,0) = (G — G))u(t) + v(t) 2.16]

avec ||v]| < o,. La procédure suivante est alors proposée pour l'identification
d’un modéle nominal G € RG™" et d’un modeéle Ag de sa dynamique linéaire

non-modélisée G — G :

Stratégie 2.1 Méthode en deux étapes

1. Dans la premiére étape 'objectif est de trouver un modéle nominal G e
RG™™ qui soit la meilleure approximation du vrai systéme G qui n’appar-
tient pas nécessairement a RG™". Autrement dit, on identifie un modéle
G(0) € RG™" pour minimiser ||(G — G(0))W (u)|. Cet objectif est atteint

via la résolution du probléme d’optimisation suivant :
0° = argmin ||e(t,0)||, = arg min ||Ix[y — G(0)u]|l, [2.17]
6 GeRGmn

ou la norme z est une norme des signaux. Le choix de cette norme dé-
pend de la topologie des systémes dans laquelle on veut minimiser |[(G —
G(O)W (u)]| :
— Dans la topologie Hy, utiliser la norme s définie comme dans [2.14].
— Dans la topologie ¢; utiliser la norme [, des signaux.
— Dans la topologie H utiliser la norme [ des signaux.
La fonction de pondération, W (u) démontre la dépendance de cette optimi-
sation du signal d’entrée. Par exemple dans I'identification en boucle ouverte
W (u) est le facteur spectral du spectre de signal d’entrée. (Voir le chapitre
3).

2. Apres avoir identifié G(6°), calculer e(t, 6°) = YIN] — ; (6°)uny et utiliser la

g

structure du modeéle suivante pour identifier Ag (1)) €
e(t,0°) = Aa(D)u(t) + ex(t, V)

De cette structure et de [2.16] on constate que le terme €1(¢,1) représente
leffet du signal de perturbation v(t). C’est dans cette étape que pour iden-

tifier Ag(?) on choisit un ensemble des modéles G contenant la dynamique
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linéaire négligée, G — é(@o). Si toutes les conditions des théorémes 2.1 et
2.2 sont satisfaites et le signal d’entrée est optimal et si de plus on utilise
un algorithme quasi-optimal :

V° = arg n%in llei(t, 9)]|. = arg rning~ len (0°) — A (P)un oo [2.18]

AGE

alors le modéle As converge uniformément vers une boule de rayon 20,

autour de la vraie dynamique négligée, G — G(6°).

On constate que c’est dans la deuxieme étape de cette méthode que la conver-
gence asymptotique et uniforme est assurée. Cette méthode sera appliquée dans
les topologies Hoo, ¢1 et la topologie de graphe dans les sections 3.2, 4.2, 5.3 et

7.3, respectivement.

Remarque 2.3 Les problémes d’optimisation présentés dans les étapes 1 et 2,
ne sont pas nécessairement convexes en les paramétres € et . La convexité de
ces problémes dépend du choix de la structure du modéle. Pour les modéles avec
une structure fraction rationnelle qui appartient a RG™", notre démarche dans
les chapitres suivants est de résoudre ces problémes par un algorithme itératif o

dans chaque itération on résout un probléme d’optimisation convexe.

Remarque 2.4 Quelques approches dans la littérature comme [GIA 97b| carac-

térisent I’ensemble des erreurs du modéle non-falsifié modéle non-falsifié 1° :
Sv ={A¢ | llepy) — Acup|| < 00}

Pour la norme [l des signaux et pour une structure affine en les paramétres
comme [2.13] pour Ag(?), cet ensemble devient une ellipse et 1'élément ayant

une distance maximale de Porigine (0) détermine une borne pour G — G.

15Feasible Error Set
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2.8. Méthode simultanée d’identification d’un modéle et de quantifi-

cation des incertitudes LTI

Dans la méthode simultanée, on considére un modéle G exprimé par :
G=GO)+A

ol G(G) est la partie du modéle d’ordre fixe appartenant a RG™"™, appelé le
modéle nominal et A représente la partie de G qui n’est pas modélisée par G. En

bref, la dynamique négligée du systéme, G — G(@), peut étre modélisée par A.

2.8.1. Ensemble des modéles

Définissons ’ensemble suivant des modéles :

GE{Gen| inf [G-Gl|l<n} [2.19]
€

gm,n
Chaque élément dans G est a une distance minimale, pas plus grande que v de

RG™™. On peut également exprimer G par :
G={Gelh |G=G+A, Act, |A|<~, GeRG™}
On suppose que I'ensemble des modéles G contient le vrai systéme G.

L’ensemble des modéles G peut aussi se décomposer comme G = |J; G; avec
Gi C Gy et

G 2{G et |G=0G0)+AW), GeRG™, AW)eP: |A] <7} [2.20]

Notre méthode pour la construction d’un algorithme quasi-optimal est basée sur
le principe du Rasoir d’Occam |[TSE 93] qui trouve le plus petit ¢ (disons ) tel
que Sy N G; ne soit pas nul. Comme on a expliqué dans le théoréme 2.1, 'erreur

dans le pire des cas de cet algorithme est bornée par le diamétre d’information .

2.8.2. Description de la stratégie d’identification

On choisit une structure du modéle qui est conforme & G comme :

y(t) = [G(0) + Ai(0)]ult) + (1) [2.21]



32 Interaction entre Identification et Commande

Manifestement £(t) représente le signal de perturbation v(t) dans [2.1]. Etant
donnée une borne du signal de perturbation v(t), ||v|l« < 0y, on choisi o, comme

une borne pour amplitude du signal de résidu e(t).

Selon le théoréme 2.1, un algorithme quasi-optimal ¢° existe tel que son esti-
mation G' converge (uniformément) vers une boule de rayon D(u,G,0,) autour

de G. Alors, I'erreur de modélisation devient :

IG-G| < [IG=G|+ A [2.22]
< eos(0%,G,u,00) + || A ()] [2.23]
< D(u,G,0,) +72 00,9, 0,) [2.24]

Notre stratégie d’identification est alors :

Stratégie 2.2 .

Trouver un modéle nominal, G' dans G; Sy # 0

Dans les sections 3.3, 4.3 et 5.2 cette stratégie sera appliquée aux topologies

H, {1 et de graphe, respectivement.

Remarque 2.5 Comme 'ensemble G est un sous-ensemble de ¢; alors
D(G,u,0,) < D(ly,u,0,)

Mais selon le théoréme 2.2, si le signal d’entrée contient toutes les séquences de

1 et —1, alors D({y,u,0,) < 20,, ce qui implique que la borne [2.24] devient

G —GO)| <20, +7 [2.25]

[ X ]
Evidemment cette borne est facilement calculable.

Remarque 2.6 En général, quand le modéle G posséde une structure fraction
rationnelle (G € RG™"), G; et Sy sont des ensembles non-convexes. Alors, pour
trouver un modeéle G dans SyNG;, on a besoin de résoudre un probléme d’optimi-
sation nonconvexe. Dans les chapitres suivants nous proposerons des algorithmes

itératifs pour traiter ce probléme.
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Le terme O(6°,9, 0,) est une borne pour le pire des cas constante par rapport
a la fréquence pour |G — G(6°)]|. Obtenir une borne dépendante de la fréquence
est immédiat, [NAM 01a] :

2

G(w) — Gw,09)] < 20, + Aw, 99| 2 0w, o) [2.26]

2.9. Conclusion

L’identification des modéles avec des incertitudes LTI a été briévement pré-
sentée. La nécessité d’avoir un modéle nominal avec un ordre fixe et faible nous
améne dans une situation ou le vrai systéme G ne se trouve pas dans I’ensemble
des modéles RG™". La quantification de l'incertitude LTI ou de la dynamique
négligée linéaire est réalisée soit dans la méme étape que l'identification de G soit
dans une autre étape. Les bornes dans le pire des cas pour 'erreur de modélisa-
tion sont aussi obtenues. L’effet de la nonlinéarité ou de la variation du systéme

est considéré seulement dans le signal de perturbation v(t).
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Chapitre 3

Identification en H.,

Résumé : L’identification des modéles linéaires et la quantification des incer-
titudes LTT est étudiée dans la topologie Ho. Suivant les stratégies proposées
dans le chapitre 2, nous proposons des algorithmes d’optimisation de type LMI
ou LP permettant de résoudre ces problémes.

3.1. Introduction

L’identification des systémes dans la topologie H, a été étudiée par plusieurs
auteurs dans les derniéres années. L’objectif de ce type d’identification est de
trouver un modéle nominal dans RG™"™ ayant la distance minimale, en norme
Hs, de G. 11 existe deux approches générales dans la littérature pour I'identifi-
cation H., des systémes : I'approche fréquentielle et 'approche temporelle. Nous
indiquons quelques approches existantes dans la littérature qui sont plus reliées

A notre travail :

3.1.1. Approche fréquentielle

Dans cette approche il s’agit de I'identification des systémes avec des données
fréquentielles, soit des échantillons de la réponse fréquentielle du systéme soit
des échantillons de la transformée de Fourier des signaux expérimentaux (entrée-

sortie).

Cette approche est présentée d’abord dans [HEL 91| comme une introduction
a l'identification pour la commande. Dans cette approche un modéle d’ordre

2n — 1 est identifié en utilisant N échantillons de la réponse fréquentielle du vrai
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systéme perturbé par un bruit inconnu mais avec une borne connue. L’erreur dans
le pire-des-cas entre le modéle et le vrai systéme dépend directement du niveau
de bruit et aussi de N% Pour établir la décroissance vers zéro de I'erreur dans
le pire-des-cas quand N tend vers l'infini (et quand le niveau de bruit tend vers
7éro), Pordre du modéle doit étre approximativement N3, ce qui est trés élevé. De
plus, la fonction de transfert du modéle identifié n’est pas nécessairement propre.
Par contre, I'algorithme fournit une borne de l'erreur de modélisation dans le

pire-des-cas.

Une autre approche fréquentielle est également étudiée dans [GU 92|. Iei N
échantillons de la réponse impulsionelle du systéme sont utilisés et par un algo-
rithme linéaire, un modéle avec une structure FIR d’ordre n est identifié. Bien
que dans cet algorithme n < N, la convergence robuste n’est pas atteinte. Al-
ternativement, les auteurs proposent un algorithme nonlinéaire qui assure une
convergence robuste. Néanmoins, le modéle identifié posséde une structure parti-
culiere (G = Gy(2) + X0 diz¥) qui n’est pas souhaitable pour la commande.
Finalement, pour trouver un modéle dans R'H., I'application du théoréme de

Néhari est proposée.

Dans |[MIL 98] en considérant les modéles affines en les paramétres (comme
[2.13]) et avec des ordres fixes, un algorithme linéaire est proposé qui dans une
premieére étape, identifie un modéle de telle maniére que la variance de 'erreur
entre le vecteur de paramétres du vrai systéme et celui du modéle soit minimisée.
Cet algorithme utilise aussi la connaissances a priori sur la borne de la dynamique
négligée. Dans la deuxiéme étape de cet algorithme, en utilisant le modéle identifié
dans la premiére étape et en utilisant certaines connaissances a prior: sur la suite
de la dynamique négligée, une borne probabiliste! de I'erreur de modélisation est

calculée.

Dans |[ZHO 97a|, en utilisant des échantillons de la réponse fréquentielle du
systéme qui ne sont pas nécessairement uniformément distribués sur le cercle
unité, une structure générale du type LFT 2 est identifiée. Le vrai systéme est

supposé dans BH(p, M). De plus, la perturbation sur la réponse impulsionelle

1Soft Bound
2Linear Fractional Transformation



Identification en Ho 37

du systéme est supposée faible. En appliquant le théoréme de Nevanlina-Pick,
un modéle avec une structure LFT est identifié, qui posséde une dimension de
8N + 1 et le degré de chacun des éléments dans cette structure est 2/N. De plus,
les éléments de la structure LFT ne sont pas nécessairement réels (pour z réel,
@(z) n’est pas réel). Alors, ces inconvénients rendent la structure LFT identifiée

difficilement utilisable pour la commande robuste.

Un algorithme interpolateur ® présenté dans [CHE 95] identifie un modéle SISO
en utilisant des échantillons de la réponse impulsionelle du systéme et la connais-
sance a priori de la borne de la perturbation. D’abord en appliquant le théoréme
de Nevanlina-Pick et en résolvant un probléme d’admissibilité convexe, les don-
nées sont vérifiées d’étre compatibles avec la connaissance a priori sur le systéme
réel (supposé dans BH(p, M)) et sur la borne du bruit. Ensuite, une classe de
modéles d’ordre N est identifiée. On présente aussi une borne pour I'erreur dans
le pire-des-cas de l'identification. Une approche similaire est aussi étudiée dans
[NAM 99| pour la structure générale LFT.

L’identification parameétrique des structures générales LF'T est aussi étudiée
dans [SMI 90] et [SMI 92a. Ici les paramétres d’une structure LET sont identi-
fiés de telle maniére que cette structure soit non-falsifiée par rapport aux données
expérimentales (fréquentielles). Les résultats sont présentés soit dans la topologie
Ho, soit ¢1. L’identification des paramétres de la structure LFT est transformée
en le probléme de la validation du modéle déja formulé et résolu dans [SMI 92b]
et INEW 98] & partir de la résolution d’un probléme de p [ZHO 96|. Dans cette
approche les paramétres optimaux ne sont pas nécessairement uniques et la di-
mension du probléme d’optimisation est grande. De plus, I'identification n’est
pas au sens du pire-des-cas. Néanmoins, ’avantage de cette méthode est qu’on

ne suppose aucune hypothése sur le vrai systéme.

3.1.2. Approche temporelle

Dans cette approche il s’agit de l'identification des systémes en utilisant des

données temporelles. Nous étudions briévement quelques méthodes plus récentes

3interpolatory
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dans ce domaine.

Un cas similaire & celui traité dans [ZHO 97a| mais dans le domaine tempo-
rel est étudié dans [ZHO 95| ou l'on suppose que le vrai systéme appartient &
BHs(p, M) et quune borne a priori connue pour le bruit de mesure est dis-
ponible. En utilisant le théoréme d’extrapolation de Carathéodori-Féjér et en
supposant que le niveau du bruit est faible, une structure LFT et non-falsifiées
est identifiée. La dimension de cette structure est 4(N + 1)* + 1, ce qui est trop
élevé. Ces articles démontrent aussi que pour trouver une structure avec une di-
mension plus faible, il est encore nécessaire de résoudre un probléme de p-synthése
de dimension 4(N + 1)* + 1. Le méme probléme est étudié en boucle fermée dans
[ZHO 97b].

Dans [GIA 97b| et dans le contexte de "set-membership" (voir [MIL 91| pour
le survey) en utilisant la connaissance a priori sur la borne du bruit et celle de
la dynamique négligée, g, un modéle affine en les paramétres comme [2.13] est
identifié par un algorithme de moindres-carrés. Ensuite, le rayon de 'information
locale dépendant de g est calculé pour cet algorithme. Dans la deuxiéme étape,
en utilisant le signal de résidu obtenu dans la premiére étape et la connaissance
a priori sur la borne de la suite de dynamique négligée, une nouvelle borne de
la dynamique négligée est identifiée. Cette borne est ensuite comparée avec celle

qui était supposée dans la premiére étape.

La caractérisation de l’ensemble des modéles non-falsifiés est réalisée dans
ou 'on démontre que pour la structure es paramétres de ces mo-
KOS 92| ou 'on dé t la struct ARX'] otres d

déles se trouvent dans I'intersection d’un nombre infini d’ellipses ou d’hyperboles.

3.1.3. La démarche suivie dans ce chapitre

Nous constatons que les approches non-paramétriques pour l'identification
comme (|[HEL 91], [GU 92|, [ZHO 97a|, [CHE 95|, |ZHO 95|) identifient des mo-
déles trés complexes et les méthodes paramétriques ([MIL 98], [GIA 97b]) iden-
tifient des modéles avec ordre fixe mais affines en les paramétres qui peuvent

étre relativement complexes. Dans le chapitre 2 deux stratégies générales pour
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le probléme de l'identification des systémes et la caractérisation des incertitudes
de types LTT ont été présentées. Dans ce chapitre nous adoptons une approche
temporelle et appliquons ces stratégies pour la topologie H,, des systémes. Les
modéles non affine en les paramétres sont plus particuliérement considérés pour
I'identification. Nous proposons aussi les algorithmes itératifs pour traiter la non-

convexité de certains problémes d’identification.

3.2. Méthode non-simultanée

Nous adoptons la stratégie 2.1 pour l'identification d’un modéle nominal G e
RG™™ et le calcul d’'une borne dans le pire-des-cas pour I'erreur de modélisation
G — G dans la topologie H... Rappelons que les donnes expérimentales sont
produits comme [2.1]. Selon la remarque 2.3, pour résoudre le probléme [2.17],

nous considérons une structure du modéle affine en les paramétres comme :

y(t) = G(O)ult) + £(t,0) |3.1]

F
A(ba)

ou G € RG™", le filtre F € P,(p) est indépendant de 6 (6 = [0,',6,']) et (¢, 0) est
le signal de résidu. Nous résolvons d’abord un probléme d’optimisation convezxe

comme :

minsup ¢ (w, ) = min |A(0a) G (0)ury, — A(a)yry s [3.2]
w GeRGm:n

ot la norme s est définie comme [2.14]. up(t) et yp(t) sont aussi produits comme :
up(t) = F~u(t), yr(t) = F~ly(t)

Ensuite par un algorithme itératif, nous trouvons une solution pour le probléme

original [2.17].

On présente d’abord un résultat concernant la minimisation de sup,, . (w, 6) :

Théoréme 3.3 [MAS 93] Considérons une séquence bornée comme gy € RV !

avec Ty (e) € RMHANFTDMHD définie comme :

o [eli—j) 0<i—j<N
Tvw (i, j) = { 0 Ailleurs
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pour 1 <7 < M + 1. Alors

, 1
le(t.O)lls = Jim <

2 (T (e)) = sUp O, (w) [3.3]

ot d(Tya(e)) est la plus grande valeur singuliére de la matrice Ty (€).

Dans ce théoréme N tend vers l'infini toujours plus vite que M. On constate
que la minimisation de 6%(Ts(g)) par rapport & € implique la minimisation de

sup ®.(w), pour des grandes valeurs de N et de M.

Dans le résultat suivant le probléme d’identification |3.2] est formulé comme

la résolution d’un probléme semi-défini convexe (SDP?).

Théoréme 3.4 ([NAM 00b], Theoreme 4.2) Etant donné les séquences tempo-
relles up, et yp,, et une structure comme [3.1], alors le probléme d’optimisation

suivant minimise la norme s du signal de résidu, ||e(t,0)]|s :

min & [3.4]
0a,0p
G € RG™" 3.5]
o2l *

>0 3.6
Ey(Iny1 ®0a) — Eu(Iy1 ®6) 1 13.6]

ou F, et I, sont des matrices de transformation définies comme :
B, =[BT BT ... EvT

E, =[BT BT .. By

Yr F

avec
Or(N+1)
Ey = Inta
Or—k)(N+1)
Ty est une matrice LT construite a partir de up,,. Ici ® est la multiplication de

Kronecker.

4Semi-Definite Problem
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Ce probléme d’optimisation peut étre résolu par le Toolbox de LMI en MATLAB.

Voir I’annexe III pour un exemple.

Remarque 3.7 Pour obtenir G e RG™™" il faut placer les poles du polynéme A
dans D,,. Cet objectif est atteint a travers une contrainte sur ¢,. Voir le théoréme

4.14 pour une discussion supplémentaire.

[ 1
3.2.1. Analyse de biais
En comparant le systéme réel [2.1] avec la structure [3.1] avec F' = 1 (la
structure ARX), on calcule (voir [NAM 00b]) le spectre de (¢, 6) comme :
2 a Doy 1o 2 |(Dvu|2
D.(0,0) = |AW1C — CO) + 2P+ |AG 0, 2T 37

Dans [3.7], le biais %T est dii a 'existence d’une corrélation entre le signal d’entrée

u(t) et la perturbation v(t). Cette corrélation peut étre due a :

e l'opération en boucle fermée du systéme réel.
e |’existence d’une non-linéarité ou d’une variation du systéme représentée par

Ay en [2.1] et inclue dans v(t).

Dans le chapitre 1.2.1.1, le signal de perturbation v(f) est seulement sup-
posé borné en une certaine norme, ||v|| < o,. Si le vrai systéme, G appartient
a 'ensemble des modeéles RG™", Dapplication d’'un algorithme quasi-optimal
comme [2.11] garantit la convergence uniforme du modéle vers une boule de
rayon D(u, RG™", 0,) autour de G. Pour avoir la convergence exacte nous de-
vons prendre une hypothése supplémentaire sur le signal de perturbation : il est
nécessaire que ce signal soit (quasi)stationnaire [LJU 87| et de plus ®,, = 0.
On constate de [3.7] que méme si ®,, = 0, la présence du terme A(f,) a deux

conséquences :
e Comme le deuxiéme membre du coté droit de [3.7] dépend aussi de 6, la
minimisation de ||e(¢, )]s par rapport a 6, par le théoréme 3.4, n’implique

pas la minimisation du premier membre.
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e L'erreur additive de modélisation |G — G(0)[>®,, est pondérée par le terme
|A(0)|* qui dépend des paramétres que nous ne maitrisons pas. Il est préfé-
rable que cette erreur soit pondérée par un filtre connu traduisant le cahier

des charges.

3.2.2. Algorithme itératif

Considérons la j-éme étape de cet algorithme ou 'on utilise la structure sui-

vante : S
B (6,’)

A0,
= — =1 —_—
A7(07)

A1(0,7)

(t) + e(t,67) 3.8]

y(t)

Ici {A7}, {B7} et {67} sont les séquences produites par algorithme. On constate
aussi que F' = A7~ Avec cette structure affine en paramétres on peut appliquer
le théoréme 3.4 pour minimiser ||e(¢,6”)||s. Noter que dans chaque itération on
suppose que G(67) € RG™" ce qui implique que 1/A7 et 1/A7~! sont stables.
Cette condition est satisfaite a travers 'application du théoréme 4.14 dans la
section 4.3.2.1.

Dans 'algorithme suivant on définit 'erreur relative entre les dénominateurs
des modeles identifiés dans les itérations consécutives, €¢; comme :

& S 147 (0.7) = A (0|0 [[L/A7 (07|, Vg > 1 [3.9]

ol ¢ = ||A° —1]|;.

Algorithme 3.1 .

1. Poser j =0 et F = 1. Utiliser u(t) et y(t) et la structure [3.1]. Résoudre le
probléme d’optimisation du théoréme 3.4, ensuite calculer A7(z) et B’(z).
Poser j =7 +1

2. Poser F' = A’~! et construire ur(t) et yr(t) et résoudre le méme probléme
d’optimisation en utilisant la structure [3.1] avec la contrainte supplémen-

taire pour assurer la convergence de 1’algorithme :

€; <G.€j_1 pour j >1 [3.10]
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avec

0 <¢ < min(1,e?) [3.11]

3. Si gep < Kk pour une précision xk donnée alors s’arréter, sinon 7 = j + 1 et
aller a I’étape 2.

Une version de cet algorithme est aussi présentée dans [NAM 00b|. Cet algorithme
est un algorithme de variable instrumentale adaptatif comme l'algorithme de
Steiglitz-McBride [STO 81]. Néanmoins, 'avantage de cet algorithme est que dans
chaque étape la stabilité du modéle est garantie, ce qui implique que 'algorithme

ne diverge jamais.

Le choix de ¢ détermine la vitesse de convergence de cet algorithme. Pour ¢
petit, la convergence vers un point stationnaire est rapide mais il y a le risque de

perdre 'optimalité au sens global.

Théoréme 3.5 La séquence des modeéles générée par 'algorithme 3.1, {GJ}
converge vers un élément, G* dans RG™" et minimise ||(G — G)xullco OU Xu

est le facteur spectral de ®,(w).

Démonstration : Voir 'annexe I1.

3.2.3. Quantification de l’erreur de modélisation

Supposons que 'algorithme itératif s’arréte a l'itération j;. De [2.1] et de la
structure [3.8] on a pour le résidu filtré :
(L, 097) = (G — G(0°N))u(t) + v(t) 3.12]
Jf

Adr—1

avec e4(t,071) = £(t,677). Nous choisissons maintenant la structure de mo-

déle suivante :

er(t,077) = Ag(9)u(t) + &1 (t, V) [3.13]
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pour identifier un modéle Ag(¥) de lerreur de modélisation G — G(87r). Si le
signal d’entrée et 'ensemble des modéles G auquel Ag appartient, satisfont les
conditions des théorémes 2.2 et 2.1 et si on applique ’algorithme quasi-optimal

[2.18], alors Ag tend vers une boule de rayon 20, (||v]|s < 0,) autour de Perreur
du modele G — G(6f) et on a :

|G = G(67) = Ag(9°) || < 20,
ce qui implique :
1G(w) — Gw, 077)] < |Ag(w, 9°)| + 20, 3.14]
Ceci donne clairement une borne dans le pire-des-cas dépendante de la fréquence

pour 'erreur de modélisation.

Remarque 3.8 Siv(t) et u(t) sont indépendants de telle maniére que @,,,(w) =0
pour tout w et si v(t) est (quasi) stationnaire, la convergence de Ag vers G — G
sera exacte. Pour des systémes en boucle fermée ou avec des non-linéarités et des

variations dans le temps, cette condition n’est pas satisfaite.

3.3. Méthode simultanée

Dans cette section nous appliquons la stratégie optimale 2.2 pour I'identifica-
tion des modéles d’ordres fixes et non affines en les paramétres dans la topologie
Hoo.

Redéfinissons ’ensemble des modéles G dans la section 2.8 comme :
G={Gel|G=GO)+A, Act, |[Alo<~, GeRG™
et décomposons le comme G = |J; G; avec G; C G, ou :

Gi2{G el |G =G0)+ M), GeRG™, A € Py, | 80| <7}
[3.15]
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D’aprés la remarque 2.6, pour un ¢ fixe et pour G e RG™" le probléme de l'iden-
tification d’un modéle G dans Sy N G; n’est pas convexe. Donc nous choisissons
d’abord une structure de modéle affine en les paramétres (au lieu de [2.21]) ce
qui permet de construire un algorithme itératif pour résoudre le probléme non-

convexe.

3.3.1. Structure de modéle affine en les parameétres

Pour i et 7 fixes (dans [3.15]), définissons une structure de modéle affine en

parameétres comme :

e(t) [3.16]

avec G € RG™", F € Fu(p), A; € Pi, || Ailloe <7 et ||e]los < 00 Ici F € Frlp)

est un filtre donné. Notre objectif est de trouver G et A; qui satisfasse [3.16].

Supposons ug,, et Yry,, N échantillons de données expérimentales produits

comime :

wp(t) = F7u(t), ye(t) = Fy(t) 3.17)

et soient 1,,,.,T,, € RWADIN+D) des matrices LT construites avec Upy, €t Yry,

respectivement. On définit aussi

=

Ty _lm] ln] —In41]

up ? YR’

Supposons que ey € RN+ [ ¢ RXWNFD ot By ; € RW=IX(N+D) gont

obtenus par la partition de la matrice d’identité Iy, comme :

ey
Inyi=1| E;
Eni
o . , - 0 0 .
Définissons aussi e; = [1,0,---,0] € R' et A; = I 0 . Si les colonnes de
-l ixi

la matrice V e RWHmHnt3)(min+3i) opoendrent Pespace nul de Ex_T'T,,, on

uys
définit W comme W £ T,'T,,V.
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Théoréme 3.6 [NAM 01b] Fixer i, n et m et supposer que u(0) # 0. Les
contraintes suivantes caractérisent un probléme d’admissibilité convexe qui iden-
tifie un modele G € RG™" et A; € P; avec || Aifle < 7 o0l Q; > 0 € R,
X >0€eR™ et ( € R™H+3 sont considérés comme les variables d’optimisa-

tion :

Q. AQ, EW(¢ 0

QiA; Qi 0 Qiei
CW'E, 0 1 W >0 [3.18]
0 €Qi (Wey o
73V oo < 0 3.19]
(1]

Ici w3 € RWADmAn+N+3) oot yne matrice de projection définie comme : w3 =
[07 07 ]N-f—l]‘

On peut aussi vérifier que le nombre de variables d’optimisation dans ces

contraintes est
(1 4+ 1 1
N, = 1t )—I—Qn(n+ ) imantits

qui est indépendant de V.

3.3.2. Algorithme itératif

Dans cette section nous proposons un algorithme itératif qui pour un 7 fixe,
produit une séquence de modéles {G’}. Dans chaque itération de cet algorithme
un probléme d’admissibilité convexe est résolu. Nous démontrons que si tous ces
problémes sont admissibles, alors {G?} convergera vers un élément dans 1'en-
semble non-convere Sy N G;. Nous considérons une séquence d’erreurs relatives

{€¢,} produite comme dans [3.9].

Algorithme 3.2 .
1. Poser j = 0, F' = 1 et considérer I’ensemble des modéles G;. Résoudre le

probléme d’admissibilité convexe du théoréme 3.6 et calculer €.
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2. Poser j = j+1et FF = A7!(6,). Résoudre le probléme d’admissibilité
convexe du théoréme 3.6 en imposant la contrainte supplémentaire [3.10].
Répéter I'étape 2 jusqu’a ce que €ys/ < k, pour un x donné.

Théoréme 3.7 /[NAM 01b] Si chaque probléme d’optimisation de ’algorithme
3.2 est admissible, alors, {G’} converge vers un élément dans l’ensemble non-

convexe Sy N G;.

Si un de ces problémes d’admissibilité convexe n’a pas une solution, il faut aug-

menter soit ¢, soit 7y, soit .

3.3.2.1. Algorithme quasi-optimal

La derniére étape dans la méthode simultanée est de trouver le plus petit ¢
(disons 7) tel que Sy N G; # 0. Par exemple, si pour une valeur de i on réussit a
trouver un élément dans Sy NG;, on pose ¢ =i — 1 et on trouve un autre élément

dans Sy N G;. On diminue 7 jusqu’a ce que cet ensemble soit nul.

Aprés avoir identifié un élément dans Sy NG, # (0, on obtient les bornes [2.24]
et [2.26] pour Derreur de modélisation |G — G(6*)||s. Evidemment, pour le cas
ol les poles de G sont fixes, I’ensemble des modéles G sera convexe et équilibré et
si le signal d’entrée est optimal dans le sens du théoréme 2.2, on peut retrouver

une borne simple de erreur de modélisation comme [2.25].

3.4. Méthode simultanée d’identification d’un modéle sans restriction

sur ’ordre
Dans cette section nous considérons une autre décomposition de ’ensemble
des modéle G comme G = |J; G; avec :

_ _ . . B
Qi = {G - El | G = GZ(0)+A, A - 61, ||A||Oo S v, Gz = X, BZ - PZ‘, Al - ]:,(,0)}

)
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Evidement dans cet ensemble A est considéré comme un opérateur et I'ordre du
modeéle nominal G; dépend de i. La stratégie simultanée 2.2 se traduit dans ce

cas par trouver un élément dans Sy N G;.

Pour un 7 fixe, on constate que I’ensemble Sy N G; n’est pas convexe. Pour
trouver un modéle dans cet ensemble il faut d’abord introduire une structure de
modeéle affine en les paramétres qui permette de construire un probléme convexe.
Ce probléme est ensuite résolu itérativement pour identifier un modéle dans Sy N

Gi.

3.4.1. Structure de modéle affine en paramétres

Pour v donné et pour ¢ fixe définir une structure du modéle affine en parameétres

comme :

F F
A0 MO g

avec G; € RGH, F e Fi(p), A € by, |Alle <7 et ]l < 0w

y(t) = (Gi(6) +

13.20]

Ici F' est un filtre donné. L’objectif ici est de trouver Gi et A qui satisfasse
[3.20]. Ce probléme sera appliqué itérativement pour trouver un modéle dans
Sy NG;. En comparant [3.20] avec [3.16], nous constatons que dans [3.20] I'ordre
du modéle G; nest pas a priori fixe et que A est un opérateur dans RH,, sans
contrainte sur son degré. En effet, ici le principe de Rasoir d’Occam est appliqué

sur G; tandis que dans le cas de la structure [3.16], ce principe a été appliqué sur
A,.
Nous rappelons d’abords un résultat qui impose une contrainte temporelle sur

les signaux d’entré-sortie de A dont la norme H,, est bornée par 7 :

Théoréme 3.8 [POO 9// Etant données les séquences temporelles PN]s q(v]s il
existe un opérateur LTT stable et causal, A avec ||Al|_, < tel que p = Ag ssi :

T,T, <~¥°T,T, [3.21]

ou T, et T; sont les matrices LT construites a partir de pyj et gy, respectivement.
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Supposons maintenant la structure [3.20] et les signaux up(t),yp(t) qui sont

construits comme dans [3.17].

Théoréme 3.9 /[NAM 00b] Etant données les séquences temporelles UNT, YIN]> Y
et pour un ¢ fixe, le probléme d’admissibilité convexe suivant identifie un modéle
Gi(0) € RG" et A € ¢, satisfaisant [3.20] tel que ||[Alls < 7 :

le]loo < 00 [3.22]
VT!'T, *

T, Ta —To Ty, — T 1 >0 [3.23]

N+1)

Les matrices (variables d’optimisations), T,, T,, T. € RN+ sont des ma-

trices LT construites a partir de [ag, a1, ..., a;,0, ..., 0], [bo, b1, ..., b;,0, ..., 0],e(n] €
RN*L respectivement. T, T}, € RWHDW+ gont aussi les matrices LT construites

a partir de uny, yn], Tespectivement.

Aprés avoir résolu ce probléme d’optimisation, les N + 1 premiers coefficients

de la réponse impulsionelle de A° sont calculées comme :
00 =T, (T, — Tmey — efy) [3.24]

Le résultat suivant donne une représentation générale pour A :

Théoréme 3.10 Etant donnés les N + 1 premiers coefficients de la réponse im-

pulsionnelle de A, cet opérateur peut étre exprimé comme :

Z]]gvzo ﬁkz_k + Zi;v:() OékZ_(N+1_k)A(Z)

A(z) = AR < 1 3.25
avec a(z7) = SN gz Fet B(z71) = S0, Bez . Les vecteurs a = |ag, - - -, ay]’
et = (0o, -, n| sont calculés comme :

a =7V Ing1 — TATA) ey

et
B = TlTA(’YzIN-H - T/ATA>_1€1
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ou Ta est une matrice LT construite par le vecteur 9° et T3 est définie comme :

0 --- 1
T, =

avec e; = [1,0,---,0] € RN*L,

Démonstration : Voir 'annexe I1.

Remarque 3.9 Le théoréme précédant démontre qu’a travers la solution d’un
probléme d’admissibilité convexe de dimension finie, tous les opérateurs comme

A qui satisfont [3.20] avec ||All < 7y sont caractérisés.

3.4.2. Algorithme itératif

Dans cette section nous proposons un algorithme itératif qui peut produire une
séquence de modéles comme {G?} qui converge vers un élément dans Sy N G;.
Nous considérons une séquence d’erreur relative comme {e;} produite comme

dans [3.9].

Algorithme 3.3 .
1. Poser j = 0 et F' = 1. Résoudre un probléme d’admissibilité convexe du
théoréme 3.9 et calculer ¢, (voir annexe III pour un exemple).
2. Poser j = j+ 1 et F = A7'(0,°71). Résoudre un probléme d’admissibilité
convexe du théoréme 3.9 en imposant la contrainte supplémentaire de [3.10].

Répéter I'étape 2 jusqu’a ce que eys/ < &, pour une précision x donnée.

Théoréme 3.11 Si chaque étape d’algorithme posséde une solution admissible,

alors, {G?} converge vers un élément dans Sy N G;.
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Figure 3.1. Pdles et zéros du systéme G de
Vezemple 3.5

La démonstration de ce théoréme est exactement comme celle du théoréme 3.7.
Si un de ces problémes d’admissibilité convexe, n’a pas une solution, il faut aug-

menter soit ¢, soit vy, soit o,.

Aprés avoir identifié un élément dans Sy NG;, l'erreur de modélisation pour le
modele G; € RG satisfait [2.24] et [2.25].

3.5. Exemple

Nous supposons que les données expérimentales soient produites comme [2.1]

avec
Glz) = 0.12% +0.0922 + 0.0262 + 0.0024
- 24— 1.923 + 1.8422 — 0.866z + 0.148
et v(t) = e(t) un signal de bruit avec ||e]|o. = 0.0906 tel que ”;HOO = 7.4%. Les

poles et les zéros de G sont montrés dans la figure 3.1.

L’objectif est d’identifier un modéle optimal G dans RG™" avec n = 2 et m = 3
et de trouver les bornes dans le pire-des-cas de ’erreur additive de modélisation.
Le signal d’entrée est un SBPA d’amplitude 1 avec un nombre de registres égal &

6. Nous choisissons N = 60 échantillons des signaux d’entrée-sortie.



52 Interaction entre Identification et Commande

Figure 3.2. Méthode non-simultanée :
Convergence de l'algorithme 3.1. €; ob-

tenu : — et I ey = €; : prévu - -’

3.5.1. Méthode non-simultanée

Nous avons choisi la méthode non-simultanée expliquée dans la section 3.2
(algorithme 3.1). A chaque itération cet algorithme résout un probléme convexe
(théoréme 3.4) avec M = 10. Avec ¢ = 0.5 et aprés j = b itérations de I'algorithme
3.1 quand €; = 0.00165, le modéle identifié devient :

Gz) = 0.125722 + 0.0763z + 0.3010
© 2(22 —0.96742 + 0.5811)

et a(Tya(e?)) = 1.1932. La figure 3.2 montre la convergence de cet algorithme.
Nous constatons que les valeurs de ¢; obtenues sont encore inférieures a celles

prévues.
La figure 3.3 compare la réponse fréquentielle de G avec le modéle G.

Pour trouver une borne dans le pire-des-cas pour I’erreur de modélisation, nous
avons utilisé la structure de modéle [3.13] ot Ag est un FIR de degré 40. Nous

trouvons alors une borne comme [3.14]. La figure 3.4 compare I'erreur du modéle

|G(w) — G(w, 097)] et sa borne |Ag(w,¥°)| + 20,.
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Figure 3.3. Méthode non-simultanée : Figure 3.4. Méthode noq—simqltanée :
Réponse fréquentielle de G : =" et celle du  Erreur du modéle |G(w) — G(w, §7F)] : ™=’
modele G - - -’ et sa borne |Ag(w,9°)| + 20, : - -".

3.5.2. Méthode stmultanée

Suivant la stratégie 2.2 et la méthode présentée dans la section 3.3 nous iden-
tifions un modéle optimal G dans RG™" avec n = 2 et m = 3. Nous suppo-
sons o, = 0.12 (choisi intentionnellement différent de ||v| ). Nous choisissons
~v = 0.1692 et nous trouvons le plus petit ¢ tel que Sy N G; # 0 comme 7 = 14
(N, = 129). Evidemment quand 7 est choisi grand, I'erreur de modélisation sera
grande et si nous choisissons un petit 7, la valeur de ¢ et le nombre des variables
d’optimisation, N, seront grands. Avec ¢ = 0.5 et dans l'itération 5 = 5 de l'al-
gorithme 3.2 quand ¢; = 2.8 X 107°, nous identifions le modéle comme :

G’(z) _ 0.13192% + 0.06552 + 0.3286
2(2%2 — 0.9736z + 0.6483)

La figure 3.5 montre la convergence de cet algorithme.

Figure 3.6 compare la réponse fréquentielle de G avec celle du modéle G.

3.6. Conclusion

Nous avons appliqué les stratégies 2.1 et 2.2 pour l'identification des modéles
non affines en les paramétres dans la topologie H.,. Comme ce probléme est en gé-

néral non-convexe, nous avons proposé des algorithmes itératifs pour le résoudre.
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Les bornes dans le pire-des-cas de I'erreur de modélisation sont aussi calculées.
Ces bornes dépendent de choix de o,. De plus, dans la stratégie simultanée ces
bornes dépendent aussi de . Dans la méthode non-simultanée, le nombre des
variables d’optimisation est équivalent au nombre des parameétres dans le modéle
@, tandis que dans la méthode simultanée nous avons souvent certains variables
d’optimisation supplémentaires. Donc, en général, pour seulement identifier un
modeéle nominal, le temps de calcul pour la méthode non-simultanée est plus faible

que pour la méthode simultanée.
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Chapitre 4

Identification en [;

Résumé : Nous présentons des algorithmes optimaux suivant les stratégies
2.1 et 2.2 en topologie ¢;. Les algorithmes d’identification sont basés sur la
résolution des problémes d’optimisation formulés par la programmation linéaire
ou la programmation semi-définie. On utilise quelques concepts de ’analyse
fonctionnelle et de la théorie de dualité pour obtenir le dual de chaque probléme
d’identification. La dualisation de ces problémes nous permet d’obtenir plus
d’information sur la structure des solutions optimales. Elle permet aussi de
présenter une méthode pour estimer la valeur de o, .

4.1. Introduction

Le probléme de commande dans la topologie ¢; est d’abord présenté par Vi-
dyasagar |VID 86| comme un probléme de rejet de perturbation persistante (lo)
qui n’est pas nécessairement bornée en énergie (l). Soit n Pordre d’un systéme
LTI, on démontre [BOY 87| que la norme [; de ce systéme est bornée par 2n + 1
fois sa norme H.,. Ceci implique que pour les systémes de grande dimension un
correcteur optimal H., n’est pas optimal dans le sens [; et ce correcteur peut avoir
une mauvaise performance vis a vis des perturbations persistantes (l,). Le pro-
bléme de commande [; a été résolu d’abord dans [DAH 87| [DIA 93| et développé
dans [KHA 00]. La synthése des correcteurs optimaux pour assurer la robustesse
en performance et pour le cas SISO et pour des incertitudes non-structurelles est
présenté dans [KHA 96].

Comme la norme [; d’'un systéme borne sa norme H,,, I'identification et la

commande [; peuvent étre considérées acceptables au sens H.

Le probléme de l'identification [; étudiée dans [JAC 92| suppose le vrai sys-

téme dans BH(p, M) et une borne pour la perturbation. Cet article présente un
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algorithme ayant une convergence robuste et qui identifie un modéle FIR de degré
N. Cet algorithme est globalement optimal dans le sens qu’il minimise I'erreur
dans le pire-des-cas e (¢, {1, u,0,) (voir [2.3]). L’autre algorithme présenté, est
un algorithme interpolateur qui n’utilise pas la connaissance de ,. Dans ces algo-
rithmes le signal d’entrée est considéré comme une impulsion et comme ce signal
n’est pas optimal dans le sens du théoréme 2.2 alors la convergence de ces algo-
rithmes dépend de I’hypothése que le vrai systéme appartienne au BH . (p, M)(

voir la remarque 2.1).

Dans [WAN 99|, une approche paramétrique est présentée pour lidentifica-
tion des modeéles a structure rationnelle et fixe. [’algorithme suppose que I'ordre
du vrai systéme n est connu. On suppose aussi que les poles du vrai systéme
se trouvent dans un disque de rayon p < 1. En connaissant une borne pour la
perturbation et les données temporelles, on identifie un modéle de degré nm ou
m = {mingez+ | (1 + p*)" < 2}. Evidemment pour p proche de 1, (un sys-
téme faiblement amorti) les valeurs de m et nm serons grandes (beaucoup plus
grandes que n). On démontre que 'algorithme a une convergence robuste quand
N > 2nm. Une borne dans le pire-des-cas est aussi calculée pour l'erreur de

modélisation.

Dans ce chapitre nous présentons des algorithmes quasi-optimaux suivant les
stratégies 2.1 et 2.2 en topologie ¢;. Notre objectif est surtout l'identification
des modéles avec structure rationnelle d’ordres fixés et la quantification des in-
certitudes LTI. A travers la formulation d’'un probléme dual pour le probléme
d’identification en dimension infinie, nous présentons une méthode pour ’estima-

tion de o,. Nous étudions aussi la structure des parameétres quasi-optimaux.

4.2. Méthode non-simultanée

Nous adoptons la stratégie 2.1 pour l'identification d’un modéle G e RGm™™
et le calcul d’une borne dans le pire-des-cas pour ’erreur de modélisation dans
la topologie ¢;. Selon la remarque 2.3, pour résoudre le probléme [2.17|, nous

considérons d’abord une structure de modéle affine en les paramétres.
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4.2.1. Structure de modéle affine en parameétres

Prenant en compte la structure affine en paramétres |3.1] nous résolvons le

probléme d’optimisation suivant :

mein ||€(t, 9)“00 = Inein ||AGUF[N] - AyF[N] ||OO [4'1]

Ce probléme est facilement formulé comme un probléme de programmation li-
néaire :

min |76, — T30, o [4.2]

G € RG™™ [4.3]

ou 1y, et T,, sont des matrices LT construites a partir de up et yp, respective-

ment. Rappelons que les signaux up(t) et yp(t) sont produits par :
up(t) = F~lu(t), yr(t) = F~y(t)

Voir ’annexe III pour un exemple de programmation.

4.2.1.1. Analyse de biais

A partir de [2.1] et la structure [3.1] avec F' = 1, on peut vérifier que :
1A(6a).(G — G(O))ulloo — 140GV ]loo < [t 0) oo [4.4]

On constate que, méme pour le cas ou le signal de perturbation v(t) est négli-
geable, la minimisation de ||e()||o par rapport a 6, implique la minimisation de
lerreur de modélisation G — @(9) pondérée par un terme dépendant du para-
métre, A(6,). Pour traiter ce probléme et pour éliminer 'effet de la pondération

de A(f,), nous proposons dans la prochaine section un algorithme itératif.

4.2.2. Algorithme itératif

Un algorithme similaire a celui proposé dans la section 3.2.2 peut étre construit,
excepté qu’a chaque itération on résout un probléme LP comme [4.2]. La conver-

gence de cet algorithme peut étre démontrée.
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Théoréme 4.12 Supposons un algorithme itératif comme celui de la section
3.2.2 ou dans chaque itération, un probléme d’optimisation convexe comme [4.2]
est résolu. Soit {CAT” } la séquence des modéles produite par cet algorithme. Alors,
cette séquence converge vers un élément G dans RG™" tel que ||(G — G°)ul|oo
soit minimal. Si de plus le signal d’entrée contient toutes les séquences de 1 et de

—1, la valeur de ||G — G°||; sera minimale.

Démonstration : voir ’annexe 11.

4.3. Méthode simultanée

Dans cette section nous adoptons la stratégie 2.2 pour construire un algorithme
quasi-optimal basé sur le principe du Rasoir d’Occam, présenté dans le théoréme
2.1.

Considérons d’abord un ensemble de modéles comme [2.19], défini dans la

topologie /1. L’ensemble G peut étre aussi exprimé comme :
G={Gel|G=G+A, Acty, |A|, <~, GeRG™} [4.5]

On suppose que le vrai systéme G appartient aussi & G. L’ensemble, G peut étre

décomposé comme : G = J; G;, G; C G;41 avec
G={Gel|G=G+A;, AP, AL <y, GeRG™}  [4.6]

Un algorithme quasi-optimal trouve le plus petit ¢ (disons i) tel que Sy NG; # 0.
Selon la remarque 2.6 pour un ¢ fixe, Sy N G; n’est pas convexe en général. Nous

présentons un algorithme itératif pour traiter le probléme.

Remarque 4.10 Pour trouver un élément dans Sy N G;, notre démarche est :

1. 2 =1.
2. Trouver G = G+A,; dans SyNG; en minimisant IIA;]|1. Sila valeur optimale

de [|A;||; est plus grande que ~, poser ¢ =i + 1 et répéter 2.
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3. Poser 7 = 1.

On constate que dans cette démarche on résout un probléme d’optimisation au
lieu d'un probléme d’admissibilité. Ceci nous permet de construire les duaux des
problémes d’optimisations.

Voir [LUE 69|, [ELI 97], et [BOY 99| pour une étude supplémentaire sur I’opti-

misation dans ’espace vectoriel linéaire et la théorie de la dualitée.

4.3.1. Modéle nominal G avec structure FIR

Supposons ’ensemble des modéles, G dans lequel G a une structure FIR comme
G = S gz " avec 0 = [go, -, gm). Considérons aussi la structure de modeéle

suivante
y(t) = (G(0) + Ai(¥"))ult) + (1) [4.7]

avec ||€||o < 0. Pour i fixe, le théoréme suivant donne une représentation primal-

dual pour le probléme d’identification d’un modéle G dans Sy N G; :

Théoréme 4.13 [NAM 01a] Soient u,y € co, et la structure du modéle [4.7]
avec ||€]loc < 0,. Supposons que T, est une matrice LT de dimension infinie
construite & partir de u et 7™ ses m + 1 premiéres colonnes. Nous supposons
aussi que v € ¢g. Alors le probléme d’identification d’un modéle G € Sy NG; avec
la minimisation de ||A;||; peut étre exprimé comme un probléme d’optimisation

primal-dual, sans distance de dualité ! :

Pb. Primaire Pb. Dual [4.8]

min, [| Al max{(y,d) — 70y} [4.9]

y(t) = (G + Ay (9))u(t) + e(t) >0, 0€l [4.10]
€]l < 00 [T50]loe <1 [4.11]

18], < 7 4.12]

™5 =0 [4.13]

! Duality gap
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ou T est I'opérateur adjoint de T, (voir la section pour la définition ). Quel que

soit, le signal d’entrée v on a :

;O

V(t) =0, Vt<m [4.14]
De plus, les variables optimales Ai(ﬁio) et 2 ont les propriétés suivantes :
(Tu(t),0%)] < 1= v°(t) =0, V() (T, (t),0%) >0 [4.15]

0°(t) #£ 0= |°(t)| = o, §°(t)e’(t) > 0 [4.16]
Ici T,(t) est le tieme colonne de T,.

Une fois le probléme dual résolu, les conditions d’alignement [4.14], [4.15] et
[4.16] donnent la structure de toutes les solutions optimales pour le signal de
résidu € et pour A;. On constate aussi que [4.14] est satisfaite pour tout type de
signal d’entrée. Ceci démontre que l'incertitude AY agit sur le signal d’entrée u
avec un retard plus grand que m. De plus, [4.16] démontre que quand §°(t) # 0,

la valeur optimale du résidu °(t) est soit —ao, soit .

Remarque 4.11 Quand N échantillons de u et de y sont disponibles on a
§ € RYN. Alors, les problémes primaire et dual sont résolus par programmation
linéaire. Dans ce cas, 'opérateur adjoint TF devient simplement 7, € RN et
on a 70 = T)9. Dans le théoréme 4.17 nous démontrerons que méme lorsque N

tend vers l'infini et on considére i = N, A;(9%) reste un FIR avec un degré fini.

4.3.1.1. Estimation de o,

Bien que dans la formulation du probléme au chapitre 2, la valeur de o, soit
supposée connue, dans cette section nous présentons une méthode qui permet
d’évaluer ou de corriger I'estimation initiale de o,. Cette méthode est basée sur

lobservation du signal de résidu optimal € et des coefficients de AY.
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Rappelons que ||ul < 1. De [4.12] et en considérant la structure de la matrice

LT, T, on constate que :

(TZ0) ()] < [|ofly < 7, Wt 4.17]

Si on choisit une valeur grande pour o,, alors :

— Comme 7 > 0 on peut déduire de [4.9] que la valeur optimale 7° de 7, qui
maximise I'objectif [4.9], devient petite.

— Selon [4.17], ceci rend |(T)(t)| petit et par conséquent plus petit que 1
plus souvent.

— Alors, la condition d’alignement [4.15] implique que pour un grand o,, le

nombre des coefficients nuls dans AS, (97 (t)) augmente.

Dans le cas extréme ot la valeur de o, est choisie trés grande, tous les 9% (t)’s
deviennent nuls et A? = 0. Dans ce cas seul le signal de résidu €°(t) explique la

différence entre le vrai systéme G et le modéle G.

Au contraire, si 0, est choisi petit, d’aprés [4.9], 7° qui maximise [4.9] peut
prendre une grande valeur (telle que 0,7 reste encore petit). Alors, de [4.12] on
déduit que, pour 7 grand, les |6(¢)| peuvent prendre des valeurs élevées et par

conséquent |4(t)| # 0 plus souvent. Donc :
— De la condition d’alignement [4.16], on déduit que |£°(t)| = o, plus souvent.
Cette discussion, nous donne une régle pour [’estimation de o, :

¢ Quand o, est choisi grand, le nombre des coefficients nuls dans A;(9),
(appelons-les za) augmente. De plus, selon la proposition 4.17, 'ordre de
A(9"), (appelons-le na) diminue.

& Quand o, est choisi petit, |£°(t)| = o, plus souvent et £°(t) aura une varia-

tion rapide ? entre —o, et o,.

Enfin il faut ajouter que pour le choix de o0,, la connaissance a prior: sur le

signal de perturbation v(¢) a aussi un role important.

2chattering
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4.3.1.2. Algorithme quasi-optimal

Selon le théoréme 2.1 un algorithme quasi-optimal choisit un modéle G €
SnNg;. Dans ce chapitre cet objectif est atteint & travers une démarche présentée
dans la remarque 4.10. Pour G avec une structure FIR, 'ensemble des modéles, G
défini en [4.5] devient convexe et équilibré. Alors, si le signal d’entrée est optimal
dans le sens du théoréme 2.2, I'erreur dans le pire-des-cas de cet algorithme sera

bornée par 20, et on a (voir [2.22] et la remarque 2.5) :

|G — Grir(0°)|l1 < 20, +7

4.3.2. Structure de modéle affine en paramétres pour le cas G e RGm™™

Dans cette section nous supposons que G e RG™"™. Rappelons que notre
objectif est toujours de trouver un modéle G € Sy N G; mais pour un i fixe,
cet ensemble n’est pas convexe. Nous présentons d’abord les résultats pour une
structure du modéle affine en les parameétres et ensuite, par un algorithme itératif,

nous résolvons le probléme non-convexe.

Considérons une structure du modéle affine en paramétres comme [3.16] avec
GeRG™, FeFup) (p<1),A el AL <7etlello < 0p. Ici F est
un filtre donné. Selon la remarque 4.10, I’objectif ici est de trouver G et A, qui

satisfassent [3.16] et minimisent ||A;]];.

4.3.2.1. Contrainte garantissant la stabilité de G

Pour garantir la stabilité de G' ou garantir que les zéros de A(z) se trouvent

dans une région convexe de D, avec p < 1, nous présentons le résultat suivant :
Soit P4 Pensemble des zéros de A(z). Définissons une région * de D, convexe
et symétrique par rapport a l'axe réel comme :
A
D={zeD,| fpo(z) <0} [4.18]

3LMI region
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ot fp(z) = a+ 28+ zZB7 ( Z est le complexe conjugué de z). La matrice o est
symétrique et 3 est une matrice arbitraire (Voir [CHI 96| pour les différents types
de régions convexes). Le résultat suivant donne une condition suffisante pour que

les zéros de A(z) ou les poles du modéle G se trouvent dans D.

Théoréme 4.14 [NAM 01af

Une condition suffisante pour que P4 C D est qu’il existe une matrice définie

positive () telle que :
Mp(0,Q)=aX+8Y +8 YT <0
avec

Y:[M%}’ X:[l O] [4.19)

Si on construit le vecteur ¢ par empilement des éléments de la matrice (), Mp

peut étre représenté affinement par rapport a € et ¢ par :
Mp (0, Q) = > Ma(k)0a(k) + > Mq(K)q(k)
k=1 k=1

ou M, (k) et My(k) sont les matrices de base correspondant a 6,(k) et g(k),

respectivement.

4.3.2.2. Formulation du probléeme d’optimisation

Considérons une structure de modeéle affine en les paramétres comme [3.16]
avec G € RG™™, F € Fu(p), Ay € Py, et ||glse < 0u. Le théoréme suivant

identifie G et A; tels que ||A;||; soit minimisé. Dans ce théoréme on suppose que
up(t) = Fu(t)

yr(t) = Fy(t)

et que la matrice T}, est obtenue par la décomposition de 7}, comme

TZJF = [yF, Tyl]
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Théoréme 4.15 [NAM 01a/ Soient u,y € ¢y et une structure du modéle |3.16]

avec ||g]|s < 0y. Alors, le probléme de lidentification d’un modéle, G € Sy N G;

avec ||A;||; minimal peut étre exprimé comme un probléme d’optimisation primal-

dual, sans distance de dualité :

min, [[Aif];
A; € Pi, P,CD
(3.16)

lelloo < 0

max{(y,d) — 7o,}
7>0,0€l;, LSO

[Tl < 7

|17 0lloe <1

Timls =0,

(T(1),8) = Te(LM,(1)), 1<t<n
Tr(LM,(t)) =0, 1 <t <n,

A;(9°) et €° ont les propriétés suivantes :

[(Tup(£),0%)] <1 =0°(t) =0 0°(t){Tup(t),0°) = 0

(Tr, 0°(t)) # 0 = [°(t)] = o (Tr, 6°(1))e°(t) = 0

4.3.3. Algorithme itératif

[4.20]

[4.21]
[4.22]
[4.23]
[4.24]
[4.25]
[4.26]

[4.27]

[4.28]

Suivante la stratégie 2.2, nous proposons un algorithme itératif qui pour un ¢

fixe, produit une séquence de modéles comme {G”} qui converge vers un élément

dans Sy N G;. Nous considérons une séquence {¢;} produite comme :

A i i
e = 1102 — 02 I

Nous définissons aussi le vecteur d par :

d2

|

di | | gal4+6271
do o ej—ll — 92‘1
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Algorithme 4.4 .

1. Poser j = 0 et F' =1 et considérer I’ensemble des modéles G;. Résoudre un
probléme d’optimisation convexe dans le théoréme 4.15 et calculer €. Voir
I’annexe III pour un exemple de programmation.

2. Poser j = j+1et F = A771(f,). Résoudre un probléme d’optimisation

convexe dans le théoréme 4.15 en imposant la contrainte supplémentaire :
€5 S €j—1

Répéter I'étape 2 jusqu’a ce que ¢; < k, pour x donné.

La convergence de cet algorithme vers un modéle GY dans Sy N G; peut étre
démontrée comme pour le théoréme 3.7. De plus, comme dans chaque itération

un probléme d’optimisation est résolu, la convergence est garantie.

4.3.3.1. Analyse de ’algorithme itératif

Dans le résultat suivant, on obtient le dual du probléme d’identification a
I'itération j. Pour simplifier la notation, la condition sur la stabilité de %, ou
P,; C D n’est pas prise en compte. Evidemment, cette condition peut étre faci-

lement ajoutée dans I'algorithme. Rappelons que dans litération j, F' = A7~1,

Théoréme 4.16 [NAM (1a/ Etant donné u,y € ¢y et la structure du modéle
[3.16] avec ||| < 04 et Ay(9') € P; et F= A77! le dual du probléme d’optimi-

sation a l'itération j, sans distance de dualité, est exprimé par :

m}n A, = max{{y,d) — 10, — 0¥ d; — 6 dy} [4.29]
ed,A7,GI

(316) T Z O, ) S ll, (51,(52 Z 0e R" [430]

e7]s < o 1T 0lloe <1 [4.31]

€ S €i—1 ||T2j—15||1 S T [432]

M6 =0, Ty =06—6 4.33]

1
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Al et &7 3 litération j ont les propriétés suivantes :

(Tup(1),0))] < 1= 9 (t) =0, 9 (T, (t),67) >0 [4.34]
(Thi-1(t),0%) # 0= |&(t)| = o, eI (t)(Th-1(t),07) >0 [4.35]
de plus,
02(t) # 01(t) = [65(t) — 0271 (D) = €5
[4.36]
(2(t) — 61.(1))-(65(t) — 0371(t)) = 0

A la limite quand j — oo les bornes pour 'erreur de modélisation [2.22] et
[2.26] deviennent

|G — G(0°)|y < D(G,u,0,) +~ = O(0°,9°) [4.37]

et
|G(w) — G(w,6°)| < D(G,u,0,) + |Ai(w, 9°)| = Ow) [4.38]

Comme I’ensemble des modéles G est un sous espace de /1, alors
D(g7 u, UU) S -D(glu u, UU)

Mais selon le théoréme 2.2 pour un signal d’entrée optimal, D(¢,u,0,) < 20,,
ce qui implique :

IG = G(#°)|l1 < 200+ [4.39]

et
1G(w) — G(w,0°)] <20, + |Ay(w, 9°)]| 4.40]

4.3.3.2. Optimisation en dimension infinie

Le résultat suivant démontre que le degré de A;(¥°) est en fait fini, i.e. méme
dans le cas ou le nombre des données temporelle est infini et on considére ¢ =

N — 00, le nombre des coefficients non-nuls dans A;(9°) est fini :
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Théoréme 4.17 [NAM 01a/ Soient u,y € ¢ les signaux d’entrée-sortie expéri-
mentaux avec u € Bly(1). Supposons que i = N — oo alors A;(9°) des théo-
rémes 4.13, 4.15 et 4.16 est un FIR (de degré fini) avec le nombre des coefficients

non-nuls fini.

Selon ce théoréme, dans la topologie /1, un FIR peut exactement représenter I'effet
de la dynamique linéaire non-modélisée, ce qui n’est pas le cas dans la topologie
Hoo. (voir [ZHO 95] et la section 3.4).

4.4. Exemple

L’application de la stratégie non-simultanée est simple. Nous nous concentrons
donc sur un exemple d’application de la stratégie simultanée d’identification d'un
modele G € RG™™ avec n = 2 et m = 3 pour le systéme GG donné dans I’exemple
3.5. Nous utilisons les mémes données utilisées dans 'exemple 3.5. Comme le
nombre de données est N = 60, nous avons choisi = 60 et appliqué I'algorithme
4.4.

Selon la méthode présentée dans la section 4.3.1.1, le nombre de coefficients
nuls dans A; (za) est une fonction de o,. Soit na le degré qu’on obtient pour
A; ie. si Aj(¥) € P; avec ¥ le vecteur des paramétres, ¥(t) = 0,Vt > na.
Evidemment, la valeur de na est aussi une fonction de o,. On définit aussi n,
comme le nombre de fois ot le signal de résidu est saturé (||e°|| = 0,). La figure
4.1 montre les variations de za, na et n. par rapport a o,. Cette observation est

en accord avec la discussion de la section 4.3.1.1.

La figure 4.2 montre la variation de la borne v°+ 20, par rapport a o,. Sachant
que la valeur réelle de 'amplitude du signal de perturbation v est 0.09, on constate
que la borne est minimale quand o, est choisi égale & 0.1. A partir de ces figures

et de la discussion de la section 4.3.1.1 on peut corriger l'estimation de o,.

Pour permettre de comparer le modéle obtenu dans cette section avec celui

obtenu dans les autre exemples, nous avons choisi la méme valeur pour o, (0.15).
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Figure 4.1. za (le nombre des coeffi-
cients nuls dans N;(97) ) : =7, na (le de-
gré de N;(97)) : - -7 et n. (le nombre de
toule?(t)| =0y) . -7
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Figure 4.2. Borne de Uerreur de modé-
lisation [4.39]

1.5 0.7
0.6F
/
S 0.5F
17 \
| RN ~
\\ 0.4r 4<>_(//’ ~. // N
- \ - -~ -7 N / i
”””””””” - \ o
\\
0.51
\
\
\
\
\
\
0- = ‘ - 0 ‘ ‘
10 10" 10° 10° 10™ 10°
rad/sec rad/sec

Figure 4.3. Réponse fréquentielle du sys-
teme |G| : -7 et celle du modeéle |G| - -7

Figure 4.4. Comparaison entre ['erreur

du modéle : "=’ et sa borne [4.40] : - -’

Aprés j = 2 itérations de l'algorithme 4.4, quand ¢; = 0.019 et ||A2—;1||1 = 1.08,

le modéle G devient :

~0.0036z% 4- 0.0872 — 0.1345z + 0.1855

G(z)

2(22 —1.0391z + 0.6162)

La figure 4.3 compare le modéle identifié et le systéme. La figure 4.4 compare

I'erreur du modéle et sa borne [4.40].
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4.5. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons adopté les stratégies 2.2 et 2.1 pour l'identifica-
tion des systémes d’ordre fixe et pour la quantification des incertitudes LTI dans
la topologie ¢;. Nous avons constaté que quand les modéles nominaux ont des
structures fraction rationnelle, les problémes d’optimisation sont non-convexes.
Nous avons donc présenté des algorithmes itératifs pour traiter ce probléme. Ces
problémes d’identification sont de dimension infinie et la dualisation de ces pro-
blémes est réalisée sans distance de dualité. Concernant I’ensemble des modéles,

G défini en [4.6] et la structure du modéle [3.16], cette dualisation nous a permis :

— d’avoir plus d’information sur la structure de Ay et £°.
— de présenter une méthode pour corriger ’estimation de o,.
— de déduire que méme quand N — o0, le nombre de coefficients actifs et

non-nuls dans AY ainsi que 'ordre de AY restent finis quand ¢ = N — oo.
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Chapitre 5

Identification en Métrique Gap

Résumé : Dans ce chapitre nous adoptons la stratégie non-simultanée 2.1
ainsi que la stratégie simultanée proposée dans la section 3.4 pour identifier
les facteurs premiers et normalisés d’un modele G (méme instable) et pour
minimiser le gap (v-gap) entre le vrai systéme G et G. Les bornes de lerreur
de modélisation dans ces métriques sont aussi présentées. Nous adoptons une
approche temporelle pour I'identification.

5.1. Introduction

Il est connu que des perturbations non-structurelles sur les facteurs premiers
d’un modéle peuvent caractériser les incertitudes pour des systémes instables
[ZHO 96]. La métrique gap [GEO 90, GEO 92| ! est donc une métrique appro-
priée pour identifier les systémes instables. La topologie dite de graphe générée
par la métrique gap [VID 84]* est la meilleure topologie pour étudier la robus-
tesse en boucle fermée. Autrement dit, I'identification des systémes en métrique
gap est la démarche minimale qu’on doit adopter pour réaliser des régulateurs
robustes. Donc, dans ce chapitre notre objectif est d’identifier les facteurs pre-
miers et normalisées d'un modéle et de quantifier 'erreur de modélisation dans

la métrique gap.

5.1.1. D¢éfinitions

Comme la métrique gap ou la métrique v-gap [VIN 93] sont définies par
rapport aux facteurs premiers normalisés, dans cette section nous présentons
quelques définitions de base concernant les facteurs premiers et normalisés.

LGap metric
2Graph topology
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Définition 5.6 Soit G(2) = N(2)D(2)7! avec N(z), D(2) € RH tel que
D(2)X(z2) = N(2)Y(z)=1

pour X (2),Y(2) € RH, nous appelons N(z) et D(z) les facteurs premiers a
droite de G(z).

Définition 5.7 Soit N(z) et D(2) € RH« les facteurs premiers a droite de G(z)

avec G(z) = N(z)D(z)™!, alors une factorisation particuliére qui satisfait
Nz )N(2)+ Dz "D(z) =1

est appelée normalisée.

Définition 5.8 /GEO 90] Soit G, G5 deux systémes linéaires et invariants dans
le temps avec les facteurs premiers [N/, D!’ Vi = 1,2, alors le gap orienté 3 entre

G et G est défini comme :

=3 A . / AT / 11/
6(Gy,Ga) = Qe%fim [[NT, D] =[N3, D5]' Qo

et le gap entre GG; et G est défini comme :

- -

5(G1, Gg) é IIlaX( (Gl, G2)7 5(G27 Gl))

De plus, §(G1,G2) < 1 et si §(G1,G2) < 1 alors,

- -

5(Gh, Gs) = 8(Ga, Gh) = 6(Gh, G)

Définition 5.9 [VIN 93] (cas SISO) Soit [N/, D!]' une factorisation normalisée
de G;. Appelons :
T(z) = No(2)D1(z) — N1(2)Do(2)

T1(e7) = Na(e )Ny (e?*) 4 Do(e7¥) Dy (e’*)

3Directed gap
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alors le gap de Vinicombe, v-gap entre G et Gy est défini comme :

IT(2)|leo si Ti(e?*) # 0,Vw
o)
5,(G, G) = et wnoTy(e’) =0

1 sinon

ot wno*T(z) est le nombre d’encerclement de I'origine par le diagramme de Ny-
quist de T'(2).

(X J
Les inégalités suivantes peuvent étre facilement démontrées :
Lemme 5.1 Pour G1,Gy,G3 € RH o -
0(G1,G3) < §(G1,Ga) + 6(Gay, G3) [5.1]
5(G1,Gs) < 6(Gq,Ga) + 6(Ga, Gs) 5.2
3(G1,0) = [Gillw [5.3]
5(G1,0) < 8(Gh,Ga) + ||Gallos [5.4]
0(G1,Ga) < [|Gh — Gallso [5.5]
3,(G1,G2) < 0(Gy,Gy) [5.6]
([ X J

5.2. Identification des facteurs premiers et normalisés d’un modéle

nonfalsifié

Supposons que N(z), D(z) € RH soient les facteurs premiers normalisés du

modéle nominal é(z) avec le degré McMillan n. On peut démontrer [TSA92| que :
deg[N', D) = deg(G) = n

Dans le cas SISO, ceci est équivalent a dire [HOF 95b] qu’il existe B(z), A(z) € P,
et F(z) € Fn(1) tels que les facteurs premiers et normalisés de G sont de la forme :
B(2) A(z)

YO=Fe PP R

‘Winding Number



76 Interaction entre Identification et Commande

Ici B, A et F sont premiers entre eux. Nous supposons aussi qu’il n'y a pas
de facteur passe-tout ® dans G. Ce résultat implique que les facteurs premiers
normalisés ont le plus petit degré de McMillan parms les autres facteurs premiers
et identification des facteurs premiers normalisés d’un modéle nécessite le plus

petit nombre de parametres.

5.2.1. Ensemble des modéles

Supposer un ensemble des modéles défini comme :

B A
D ap N PR

BEPn,AePn,FeF() 1A, ||oo<7<1

B(z"")B(z) + A(z")A(2) = F(z ") F(2)

G G:éwc,é:[N],Ac:[ AN

2

g

[5.7]
ou AN et AD représentent les incertitudes dans les facteurs premiers. La distance
entre les poles et zéros de D — AD est aussi supposée au moins a # 0. Nous
supposons que le vrai systéme G € G. Pour satisfaire la condition B(271)B(z) +
A(z"HA(z) = F(z71)F(2) qui garantit la normalisation des facteurs premiers,

nous avons ce résultat :

Lemme 5.2 Soient B € P,,, A € P,, F' € F,(1). Une condition nécessaire et
suffisante pour avoir B(271)B(z2) + A(z"1)A(z) = F(27')F(2) est que :

Tl T T = Tl [5.8]
ott T est une matrice LT construite a partir de [6,’,0, - -+, 0] € RYTL. On suppose
que N >n—+1.

( X}

Démonstration : Triviale par vérification directe.

Ce résultat va servir dans l'algorithme itératif 5.5 pour normaliser les facteurs

premiers du modéle identifié.

5All pass
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5.2.2. Signal d’entrée

Nous supposons que le signal de sortie y(t) est produit comme [2.1] avec ||v|| <
0,. L’expérience peut étre réalisée en boucle fermée. Comme l'identification des
systémes instables ne peut étre réalisée qu’en boucle fermée, le signal d’entrée

optimal doit avoir les propriétés suivantes [TSE 93] :

1 Tester la stabilité de tous les systémes dans I’ensemble des modéles G, i.e. si
on applique u(t) a entrée de tous les systémes instables dans G (en boucle

ouverte) il doit donner des sorties non-bornées. Ceci est satisfait ssi :
N
: —Jtw| _
]\}I_I)Iclm sup | tE:o u(t)e ™| = oo, Yw € [0, 27| [5.9]

En plus, sa transformée de z n’a pas de zéro en dehors du cercle unité.

2 Minimiser le diamétre d’information :
D(G,u,0,) < 20,

Ceci est satisfait si le signal d’entrée peut tester la stabilité et contient toutes
les séquences de 1 et de —1, en supposant que I’ensemble des modéles G soit

convexe et équilibré.

Comme en réalité un tel signal d’entrée peut étre difficilement construit, on peut
utiliser plusieurs séquences de signal d’entrée tel que I'union de ces signaux ait

les propriétés nécessaires :

uy (1)

u(t) =1
U (1)

5.2.3. Algorithme d’identification (stratégie simultanée)

L’ensemble des modéles, G peut d’étre décomposé comme : G = J; G;, G; C Givq
pour 1 <7 < n avec

_ . . N; | AN b
G | G:GZ+AC7G’L: -Dz ’AC_ _AD]’NZ_E’

B, e Pi, A € Py, Fi e Fi(1), [|Adlloo < v <1,
Bi(z7YBi(2) + Ai(z7YAi(2) = F(z7Y) Fi(2)

A,
Di = 717
F;

1>

Gi

[5.10]
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D’aprés le théoréeme 2.1, notre objectif est de trouver un modéle non-falsifié,
G dans Sy N G; ou i est le plus petit i tel que Sy NG, # 0. Lerreur dans le
pire des cas de cet algorithme, selon ce théoréme, est bornée par le diamétre

d’information. Alors, 'erreur dans le pire des cas est obtenue comme :

(G, G) < 0(G,G)+6(G,G) [5.11]
< ew(9°,G,u,00) + [|Acloo [5.12]
< D(G,u,00) + 7 2 Ogapl0, 0°) [5.13]

Pour obtenir ces inégalités nous avons considéré le fait que 8(G, G) < |G—G||o =
1A < 7. Comme G C ¢4 et selon la remarque 2.2, si le signal d’entrée est

optimal et peut tester la stabilité [5.9], alors D(G, u°, 0,) < 20, ce qui implique

i@, G) <20, + 7 = Oyup(0,,6°)

Concernant la métrique de Vinicombe, on peut vérifier que

T(G,G) = N(D — AD) — D(N + AN) = —[N, D] [ ﬁff 1
Quand N et D sont normalisés, on a
1T = [l Aclloc

Sachant que 6,(G1,G2) < 6(G1,Gs) on obtient une borne dans le pire des cas

pour 'erreur de modélisation exprimée en v-gap :

6,(G,G) < 6,(G,G)+6,(G,QG) [5.14]
< 0(G,G) + ||IT(G,G)llso [5.15]
< eo(0%,G,u,00) + | Al [5.16]
< D(G,u,0,) +7 = Ogap(cy,0) [5.17]

5.2.3.1. Syntheése de l’algorithme d’identification

Nous choisissons la structure du modéle suivante :

y(t) = GO)u(t) + Acu(t) + (1) [5.18]
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avec ||g]|co < 0.

Le résultat suivant transforme le probléme de I'identification d’un élément dans

Sy N G; en un probléme d’admissibilité :

Théoréme 5.18 [NAM 00b] Etant donné upny, yivy avec u(0) # 0, le probléeme de
trouver un élément dans Sy NG; est équivalent a trouver les éléments admissibles

Ta,, Ts,, Tk, et T, qui satisfassent les contraintes suivantes :

2
Y TFiTyuTyUTFi *
[ TyTAi — 1T, —T: 1 =Y [5'19]
Ty 1 + T T = T T [5-20]

out Ty, € R¥NFDXINHD) est une matrice bloc LT construite par [¢(0), ¢(1), ..., ¢(N)]

y(t) 1

S—

5.2.3.2. Algorithme itératif

Evidemment, ce probléme d’admissibilité est non-convexe. Pour le résoudre,

nous proposons un algorithme itératif :

Algorithme 5.5 .

1. Fixer 7 et poser j = 0 et T)z; = I et résoudre le probléme d’admissibilité
convexe du théoréme 5.18 sans la condition [5.20] et trouver A(z), B!(2).

2. Trouver un filtre stable et & minimum de phase F/(z) tel que :
|F) ()? = A} (@) + | B] (w)[*, Vo

ensuite construire Ty, T, et Ty & partir de F7(z), Al(2) et B!(2) respec-
tivement. Poser 7 = 1.
3. Résoudre le probléeme d’admissibilité convexe suivant avec les contraintes

affinées. Ensuite poser j = j + 1

llelloo < 0w [5.21]
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2 .
05y (T Ty T Ty + Tpy T T Tpg) *] 5.22)
T,Ty — TuTp — T I |
0.577 * | . 5.3
[i] = :
w1
0.5F7 % % |
Tf[x% I *1>9 [5.24]
[i
TBg' 0 I |
d? I x % k]
TAJ_' - TAj—l I % x
Tpwi —Tpor 0 0 1 |
ou
j — ol pld [l pli [&]’ pli] (2]’ pli]
P =1 S T
avec erreur € = H[TA27TBf7TFlJ] - [TAgfl’TBffl’ TFrLjfl]”

4. Répéter I'étape 3 jusqu’a ce que N(z) et D(z) deviennent normalisés ou

que €; < k pour une précision x donnée.

Remarque 5.12 L’inégalité [5.22] est obtenue par linéarisation de l'inégalité
|5.19]. Les inégalités |5.23] et |5.24] sont aussi obtenues par linéarisation de [5.20].
La contrainte [5.25] équivaut a imposer €; < €;_1. Si une solution existe, elle
garantit la convergence de l'algorithme. Quand lime; — 0 et N — oo, les

J—00

contraintes [5.19] et [5.20] sont effectivement satisfaites.

Il faut noter que la linéarisation d’un probléme non-convexe, donne en général une
approximation de ce probléme. Mais dans le cas de I'algorithme itératif précédent,
quand €; < K pour un s arbitraire, la solution optimale de probléme linéarisé

devient la solution du probléme non-convexe du théoréme 5.18.
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v(t) l
r(t) + u(t) A N0
—»_ G —»%——»
r(t)
C

Figure 5.1. Schéma général du systéme en boucle fermée

5.3. Méthode non-simultanée pour l’identification des facteurs pre-

miers et normalisés

L’identification des facteurs premiers et normalisés d’un systéme dans la topo-
logie Hz est étudiée dans [HOF 95b| et un algorithme a deux étapes est proposé
qui identifie les facteurs premiers normalisés. Dans cette section nous développons
cet algorithme pour la topologie Ho. Ceci nous permet de trouver une borne de

l’erreur de modélisation exprimée en métrique de gap et v-gap.

Dans la premiére étape de cet algorithme on identifie des modéles précis (avec
degrés élevés) des facteurs premiers du systéme. Dans la deuxiéme étape, les

facteurs premiers normalisés avec des ordres réduits sont identifiés.

Considérons le schéma en boucle fermée de la figure 5.1 avec r; =0 et 7o = 7.

Supposons que le vrai systéme G est stabilisé par le correcteur C. Si S et .S, sont
1

—— et
1+ GC
S, = GS, on constate que G = 5,5 et comme S, et S sont stables, on peut les

les fonctions de sensibilité de la boucle fermée définies comme : S =

traiter comme les facteurs premiers de G.

Considérons la figure 5.1 ou 75(t) = r(t) est le signal d’excitation. On a :

EIREIZHENUIS

avec S, = CS. L’algorithme a deux étapes (modifié) est décrit comme :

Algorithme 5.6 [NAM 00b] .

1. Avec upny,yv) et vy et en utilisant un algorithme d’identification quel-

conque, identifier un modéle précis d’ordre élevé G qui soit stabilisé par le
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correcteur C. Ensuite, trouver les facteurs premiers normalisés de @x, soit
N, et D,. Construire le filtre stable F' = (D, +CN,) ™! et produire le signal :

re(t) = Fr(t) [5.27]
Vérifier si dJa > 0 tel que :
P, (w) = [F|*®,(w) > o Vw [5.28]

Sinon, choisir un autre signal de référence et répéter la premiére étape.
2. Identification des facteurs premiers normalisés d’ordre réduit.
Choisissons la structure de modéle suivante :

[Zﬁg 1 - l ggzﬁ 177(75) +e(t,0) [5.29]

ou N(0) et D(0) sont de degré n. Appliquer Palgorithme itératif 3.1 et
identifier G(6°) tel que :

0° = arg mein sup ¢, (w, 0)

Nous savons que cet algorithme minimise ||[(G — G(60))xy |-

Le théoréme suivant démontre que cet algorithme minimise une borne de

§(G,G).

Théoréme 5.19 [NAM 00b] Si dans la premiére étape de l'algorithme 5.6 on
identifie un modéle exact tel que G, ~ G, alors cet algorithme minimise une
borne de 6(G,G) :

S
=S

u

54(G,, G(0)) < ofl[sgp D (w,0) + Slul)p(‘ l ] °®,(w))] [5.30]

L’inégalité [5.30] démontre clairement que la minimisation de sup, ®.(w, ),
par 'algorithme 3.1 minimise une borne supérieure du gap entre éx(% G) et
G. Noter que dans l'approche classique [HOF 95b| basée sur l'algorithme des

moindres carrés, 'identification des facteurs premiers normalisés n’implique pas
N, — N(0)

la minimisation de 0(G,, @), car dans ce cas seulement || [ D, — D(6) 1 ||, est

minimisée ce qui n’est pas une borne pour 6(G,, G).
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5.3.1. Bornes de U’erreur de modélisation

L’équation [5.30] ne donne pas une borne calculable pour (5(6}, é) car le terme
droit dépend de la fonction de sensibilité réelle ainsi que du spectre de bruit. Aprés
avoir identifié les facteurs premiers normalisés N(6°) et D(6°), on peut calculer
le résidu £(¢, 0°) a partir de [5.29]. Ce signal peut aussi s’exprimer comme :

_ | Na = N(6°)
e(t,0) = l D, — D(6°) ] ry(t) + [ _s, ] e(t) [5.31]
Pour identifier 'erreur en facteurs premiers nous choisissons la structure du mo-
déle suivante :
£(t,0°) = Ac(D)rg(t) +e1(t,9) [5.32]
L’ensemble des modeéles G auquel A, appartient, est choisi de sorte qu’il contienne
N, — N(0)

D, — D(0)
le théoréme 2.1. Aprés avoir identifié A., une borne dans le pire des cas pour

5(G,, G(0)) est calculée comme :

aussi la vraie erreur [ ] et qu’il ait les propriétés indiquées dans

Théoréme 5.20 Si le signal d’entrée peut tester la stabilité et si ’ensemble des
modeéles G a les propriétés indiquées dans le théoreme 2.1 et si on applique un
algorithme quasi-optimal comme [2.18| pour identifier A.(¥°), alors une borne
dans le pire des cas pour l'erreur de modélisation en métrique de gap est obtenue
par :

5((;95,@(90)) < HAC(ﬁO)Hoo + 20,

Démonstration : Voir ’annexe I1.

5.4. Exemple

Dans cette exemple nous identifions les facteurs premiers et normalisés du
systéme G de I'exemple 3.5. Nous adoptons la méthode présentée dans la section

5.2. Avec v = 0.05 et o, = 0.15 le plus petit 7 telle que SyNG; # 0 est obtenu 7 = 2.
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Figure /5.2. ' C’ompamz.fO? entre la ré- Figure 5.3.
ponse fréquentielle de G : "—’et celle du mo-
dele G @ - -,

Normalisation des
facteurs premiers : La

' : valeur de
[N (e7)N (e77)?

+ [D(e/*)D(e™7¥)[?
calculée dans 5 itérations de ’algorithme
5.5.

L’identification des facteurs premiers est basée sur 'application de 'algorithme
5.5. Aprés j = 5 itérations (x = 0.0025), on obtient

N(z) = 0.0942z + 0.2005
22 — 1.0368z + 0.5022
D(z) = 0.8720z2 — 1.0953z + 0.5896
22 —1.0368z + 0.5022

La figure 5.2 compare la réponse fréquentielle du modele G(z) = N(z)D(z)™"
avec celle du systéme G. La figure 5.3 démontre la convergence de 'algorithme
5.5. On constate qu’aprés 5 itérations de cet algorithme, N(z) et D(z) deviennent
normalisés. Selon [5.13] la valeur de la borne Ogy,(0,,6°) pour le gap entre G et

G dépend du v et 0,. Nous constatons que 20, +v =2 x 0.15 4+ 0.05 = 0.35 est
une borne pour l'erreur de modélisation obtenue 0(G, G) = 0.2502.

5.5. Conclusion

Nous avons présenté deux méthodes pour l'identification des facteurs pre-

miers et normalisés d’un systéme. Dans la premiére méthode (section 5.2) l'erreur

asymptotique dans le pire des cas de modélisation, exprimée en métrique de gap
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ou v-gap est bornée par 20, + 7. Le probléme de l'identification est formulé
en général comme un probléme d’admissibilité non-convexe. La linéarisation des
contraintes nous a permis de trouver itérativement une solution admissible pour

le probléme.

Dans la deuxiéme méthode nous avons étendu a la topologie H, ’algorithme
a deux étapes de [HOF 95b| ce qui nous a permis d’identifier les facteurs (ap-
proximativement normalisés) du modéle et de minimiser une borne du gap ou le
v-gap entre le modéle G et G. Une méthode est aussi présentée pour trouver une

borne dans le pire des cas de Perreur de modélisation. (suivant la stratégie 2.1).
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Chapitre 6

Identification des modéles avec 1ncertitude
nonlinéaire ou variante dans le temps

Résumé : Dans ce chapitre nous présentons des algorithmes qui identifient
un modéle linéaire d’ordre fixe d’un systéme qui posséde une composante non-
linéaire ou variante dans le temps bornée. La différence entre les approches
étudiées dans ce chapitre et celles des chapitres précédents est que leffet de
Popérateur A,; n’est plus considéré dans le signal de perturbation v(t) . Ceci
nous permet de trouver la meilleure approximation du systéme avec un modéle
linéaire.

6.1. Introduction

Dans la section 2.1 et lors de la formulation du probléme de I’identification des
modéles avec des incertitudes LTI, nous avons supposé que le signal de perturba-
tion v(t) dans [2.1] contient I'effet de 'opérateur A,; ainsi que le bruit e(t) (voir
2.1). L’ensembles du modeéle, G; dans [4.6] contient aussi un terme A;(9°) qui
représente la dynamique linéaire et non-modélisée. Autrement dit, A; représente
une composante linéaire d'un élément G' dans ensemble des modéles qui ne peut

pas étre modélisée par G e RG™™,

Nous supposons maintenant que les données expérimentales sont produites
comme [2.1] avec [|Ay|| < vn et que le signal de perturbation v(t) ne représente
que Ueffet du bruit e(t). Nous supposons aussi que [|[v]|. < o, avec o, donné.
Nous définissons 1’ensemble des modéles nonlinéaires et /ou variants dans le temps

comme :
GE{GeB|G=G+A, GeRG™, AeB, |Al. <y} 16.1]

ou B est Pensemble des systémes (pas nécessairement linéaires) stables avec la

norme [; bornée. La norme z est la norme induite soit /; soit [ (des systémes).
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Nous supposons que le vrai systéme, G + A,; appartient a G. L’opérateur A dans
[6.1] représente une composante linéaire ou nonlinéaire d’'un élément dans G qui

n’est pas représentée par G e Rg™n,

e Notre objectif est de présenter les algorithmes d’identification qui identifient

un modéle non-falsifié, G € Sy N G.

Notons qu’ici on n’identifie pas A mais qu’on le traite comme un opérateur
dont la norme est bornée par une valeur connue -,;. Le point intéressant dans
cette approche est que si une borne connue pour 7,; n’est pas disponible on peut

considérer v,; comme une variable et la minimiser.

L’erreur de modélisation entre G et le vrai systéme G + A, est obtenue par :

(G +Aw) =Gl < G+ Aw) =Gl + AL [6.2]

Malheureusement, puisque G+ A,; n’est pas linéaire, aucun résultat comme [2.22]
concernant une borne pour I'erreur dans le pire des cas de ||(G +A,;) — G|, n’est
pas disponible. Alors, notre probléme d’identification dans ce chapitre est basé
plutot sur le concept d’identification des modéles non-falsifiés que sur I'identifi-

cation robuste.

Nos méthodes d’identification sont basées sur ’application de certains résultats
[KOS 97], [POO 94|, [KHA 91a| qui imposent les contraintes convexes sur les
signaux entrée-sortie d’un opérateur LTI ou NL/LTV pour garantir I'existence
d’une borne connue pour cet opérateur. Nous présentons nos résultats dans les

topologies [y et [ des systémes.

6.2. Topologie [y ;4

Considérons une structure du modéle qui correspond a ’ensemble des modéles
16.1] :

y(t) = G(O)u(t) + Au(t) + (t) [6.4]

avec G € RG™", A € B, ||Ally < 7 et ||€]e < 0. Le probléme d’identifica-

tion défini dans la derniére section est équivalent a trouver un modéle G' dans
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RG™" qui satisfait |6.4]. Comme ce probléme n’est pas convexe, nous considérons
d’abord une structure de modéle affine en les paramétres.
6.2.1. Structure de modéle affine en paramétres

Considérons la structure de modéle :

y(t) = G(O)u(t) + A

u(t) +

yTen £(t) 16.5]

avec G € RG™™ F € Fo(p), p<1, A€ B, |All1 < ym and ||g]le < 04

L’objectif est de trouver un modéle, G € RG™" qui satisfait [6.5].

6.2.1.1. Syntheése

Les deux résultats suivants sont utilisés pour la construction de 1’algorithme

d’identification :

Théoréme 6.21 [KHA 91a/, [POO 94] Etant données P[] et gy, il existe un
opérateur causal, stable et invariant dans le temps A avec [|A|l; < v, tel que
p=Aqssi:

[P@lloe < Ymtllgmlls 1 <i<N [6.6]

Le corollaire suivant donne une condition équivalente pour [|[A|l; < ..

Corollaire 6.1 /[NAM 00b] Etant donné PV et g, il existe un opérateur causal,
stable et invariant dans le temps A avec ||All; < v tel que p = Ag ssi

p()] < ymq(t) 0<t<N
ou ¢(t) est une séquence non-décroissante et positive telle que :

q(t) =  max, |a(@)]
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En utilisant le résultat précédent, le probléme d’identification d’un modéle, Ge

RG™™ qui satisfait [6.5] est formulé comme :

Théoréme 6.22 Etant données Upy, €t Yr(y] obtenus par [3.17] le probléme de
I'identification de G € RG™" dans la topologie ¢; qui satisfasse [6.5] peut étre

résolu via la solution d’un programme linéaire :

lelloo < 0y 6.7
Yr + EiCl < vt [6.8]
avec Epy) = [T/, Tgﬂ, —In11], u(t) = maxg<i<i<n |u(i)] et ¢ défini comme :
Oy
C = eal
€[]
avec 01 = [a1,- -+, ay). La matrice T}, est obtenue comme : T, = [ypn], T),].
( X ]

Enfin, 'application du théoréme 6.22 dans un algorithme itératif comme 3.2 a
comme résultat I'identification d'un modéle G € RG™" qui satisfait [6.4]. L ana-
lyse de la convergence de cet algorithme est exactement comme celle de I’algo-
rithme 3.2.

6.3. Topologie I3 ;4

Nous adoptons une structure de modéle comme [6.1] :
y(t) = G(O)ult) + Au(t) +£(t) [6.9]

et notre objectif est d’identifier un modele G dans RG™" qui satisfait [6.9] avec
IAll2 < 7. Comme ce probléme n’est pas convexe, on considére d’abord une
structure du modéle affine en paramétres comme [6.5] et on identifie un modéle
G e RG™" qui satisfait cette structure. Ensuite, via 'algorithme itératif 3.2, un

modéle est identifié qui satisfait la structure de modéle [6.9] avec ||Allz < Y.

Le théoréme suivant impose les conditions sur ’entrée et la sortie d’un opéra-

teur A pour que [|All2 < 7.
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Théoréme 6.23 [POO 94/ Etant donné les séquences PNy et g, il existe un
opérateur stable, causal et variant dans le temps avec p(t) = Ag(t) tel que |Alls <

Y1 S et seulement si :

pille < Yaillgpll2, pour 0 <@ < N [6.10]

Dans le résultat suivant, le probléme de ’identification d’un modéle G ayant une
structure affine en les paramétres [6.5] est transformé en un probléme d’admissi-

bilité convexe.

Théoréme 6.24 Etant donné up(N) et yppn), produits par [3.17], le probléme de
I'identification d’un modéle qui satisfasse [6.5] et dans la topologie ls, peut étre

résolu via la solution d’un probléme d’admissibilité convexe comme :

lelloo < oy [6.11]
lyrm + ECllz < yllugpllz, pour 0 <@ <N [6.12]

avec E = [T/, TI" —Iy.] et T, défini dans le théoréme 6.22.
([ X J

Remarque 6.13 Ce probléme d’admissibilité convexe est un probléme de cone
du deuzieme ordre (SOCP) ' qui peut étre résolu par la méthode du point in-
térieur?, [NES 94|. Ce probléme peut étre aussi exprimé comme un probléme
semi-défini (SDP). Cependant, cette formulation n’est pas numériquement effi-

cace.

Le théoreme 6.24 peut étre appliqué dans un algorithme itératif comme 3.2

pour trouver un modele G € RG™" qui satisfait, [6.4].

ISecond Order Cone Problem
2Interior Point Method
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6.4. Exemple

Supposons le systéme G et les données expérimentales obtenues dans des condi-
tions indiquées dans l'exemple 3.5. Considérons maintenant un autre systéme

décrit par :

0.038823 + 0.034922 4+ 0.0101z + 0.0009
24 —2.423 +2.400422 — 1.09642 + 0.1825

G'(z) =

La Figure 6.1 compare les poles et zéros de G et G'. Dans les mémes conditions
que dans 'exemple 3.5 on produit les données expérimentales par le systéme G’.
Evidemment, la différence entre les données expérimentales est due a la variation
ou au changement du systéme (de G a G'). Concernant 1’ensemble des modéles
G défini dans [6.1] avec x = [y, notre objectif est de trouver un élément dans cet
ensemble qui ne soit pas falsifié par les données expérimentales obtenues par G

et (&'. Nous considérons deux cas :

1. Gi € RG™", n=2et m =3,
2. GQERQm’",n:4etm:4,

Alors que lopérateur A dans le cas 1. représente l'effet de I'incertitude LTI
(due & la sous-estimation de lordre de G ou G’ par G) et l'effet de la variation
de systéme (de G & G'), cet opérateur dans le cas 2 représente seulement I'effet

de la variation du systéme (I'incertitude LTV).

Dans cet exemple on essaye de minimiser . Par [6.3], ceci minimise la borne
de l'erreur de modélisation. On applique itérativement 1’algorithme d’optimisa-
tion du théoréme 6.22 et on obtient

A 0.05252% 4+ 0.1264z + 0.0485

é _ o, = 0.7159
1(2) (2% — 1.3802z + 0.7479) T

&:(2) —0.018923 + 0.270322 — 0.3429 + 0.2393 0602
z) = o = 0.
2 24— 2500123 + 3.334522 — 2.1664z + 0.6679° ™2

Les Figures 6.2 et 6.3 montrent la comparaison entre la réponse fréquentielle
de G, G’ et celle des modéles Gy.
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6.5. Conclusion

On a étudié le probléme de l'identification d’'un modéle linéaire pour un sys-
téme presque linéaire mais avec des nonlinéarités bornées. Néanmoins, ’effet de
lopérateur A, est exclu du signal du perturbation v(t). Cette approche a I’avan-
tage que si la valeur d'une borne pour 7,; n’est pas a priori connue, on peut
facilement transformer les problémes d’admissibilité en problémes d’optimisation
et trouver une borne pour A,;. Nous avons présenté les résultats pour les topo-
logies [ et [y des systémes. Le probléme du calcul d’une borne dans le pire des

cas pour [[(G + Ay) — G|1 reste ouvert.



Chapitre 7

Identification en boucle fermée

Résumé : Nous étudions I'identification des systémes en boucle fermée dans
les topologies 1 et Hoo. L’0bjectif est d’identifier un modéle pour le systéme
de telle maniére que la distance entre les fonctions de sensibilité nominale
et réelle soit minimale. Nous construisons les algorithmes optimaux suivant
les stratégies 2.1 et 2.2. Les modéles identifiés servent a l'identification et la
commande consécutive qui en découle.

7.1. Introduction

Supposons que l'objectif de commande est la minimisation de la norme d’une
certaine fonction de sensibilité en boucle fermée ; celle ci induit un objectif pour

I'identification :

Identifier un modeéle de telle maniére que la distance entre les fonc-

tions de sensibilité réelle et nominale soit minimisée.

La formulation d’un tel probléme d’identification est probablement présentée pour
la premiére fois dans [SCH 92| et développée dans [GEV 93] et [HOF 95a] dans la
topologie Hy des systémes. Voir aussi [LAN 97b| et [LAN 97a| pour une approche

récursive dans cette topologie.

Sachant que la distance entre les fonctions de sensibilité réelle et nominale
peut toujours étre exprimée comme la distance entre le modéle nominal et le
vrai systéme pondérée par certaines fonctions de transfert en boucle fermée (soit
réelle soit nominale), l'identification en boucle fermée identifie les modéles plus

précisément dans les fréquences qui sont plus importantes pour la commande.

Comme l'objectif de commande peut étre exprimé dans plusieurs normes des
systémes, notre objectif dans ce chapitre est d’appliquer les stratégies d’identifi-
cation développées dans les chapitres précédentes pour l'identification en boucle

fermée des modeéles dans les topologies [; et Ho.
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7.2. Schéma itératif : Nécessité de I’identification en boucle fermée

Considérons I'espace de Banach des systémes linéaires et causaux, muni d’une
norme ||.||. Supposons que I'objectif de commande soit de trouver un correcteur
stabilisant C' pour minimiser une certaine métrique d’une fonction de sensibilité
en boucle fermée, ||S, (G, C)||. Comme le vrai systéme est inconnu cet objectif est

transformé en la minimisation d’une norme de la fonction de sensibilité nominale,

1S4(G, C)|). Evidemment, on a [SCH 92]

15a(G, O < [1Sa(G, O + [1Sa(G C) = Sa(G, O)| [7.1]

Pour minimiser la borne de ||Sy(G, C)||, I'idée générale est de minimiser itéra-
tivement les deux termes de droite de [7.1]. On peut alors proposer I’algorithme

itératif suivant :

Algorithme 7.7 .

Identification : Avec un correcteur Cy_; stabilisant le vrai systéme G, et en
utilisant les signaux mesurés selon le schéma de la figure 5.1 avec C = Cj_q,
on identifie un modéle G, tel que ||Sq(G,Cyx_1) — Sd(@k, Cr—1)]| soit mini-

misée.

Commande : On réalise un nouveau correcteur C} tel qu'une norme de la

fonction de sensibilité nominale ||Su (G, Cy)| soit minimisée.

Lorsque I'on minimise ||S.(Gy, Cy)||dans I'étape de commande, on dégrade
le résultat obtenu dans la phase d’identification, i.e. avec le nouveau correcteur
Ch, la distance entre les fonctions de sensibilité nominale et réelle ||Sy (G, Ck) —
Scl(ék, C)|| n’est pas encore minimale. Ce point est un facteur important pour

expliquer une possible divergence de ce schéma itératif.

Dans ce chapitre nous continuerons a utiliser la terminologie "méthode simul-
tanée" et "méthode non-simultanée" pour qualifier des algorithmes similaires a

ceux présentés dans les stratégies 2.1 et 2.2.
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7.3. Méthode non-simultanée

Considérons la figure 5.1 et supposons que 71(t) = 0. Supposons aussi que le

correcteur C' stabilise le vrai systéme en boucle fermée. Evidemment
y(t) = GS(G,C)ry(t) + S(G, C)u(t) [7.2]

ou le signal de perturbation v(t) est défini dans la section 2.1. Choisissons d’abord

comme structure de modéle :
y(t) = Sp(0)ra(t) + 2(t, 0) [7.3]

avec S, = GS(G,C) et S, = GS(G, C). Le modele G(6) est supposé de la forme :
P P

G(z) = lj avec B € P,,, A(z) € P,, et monique.

Contrairement a l’étude en boucle ouverte, nous ne supposons pas que les zéros

de A(z) se trouvent dans le cercle unité.

[7.2] et [7.3] impliquent que
£(t,0) = (S, — S,(0))ra(t) + S(G, C)v(t) [7.4]

Nous adoptons la premiére étape de la stratégie 2.1 pour minimiser

[(Sp = Sp(0))W (r)||
Ceci est réalisé via la minimisation d’une certaine norme du signal de résidu,
e(t,0) (voir la stratégie 2.1). On constate aussi que lerreur de la fonction de

sensibilité en boucle fermée peut étre exprimée comme |[LAN 97b| :

S, — S,(0) = S(G,C).(G - G(0)S(G(9),C) |7.5]
ce qui montre que la minimisation de la distance additive entre les fonctions
de sensibilité réelle et nominale est équivalente a minimiser 'erreur additive de
modélisation G —G(6) pondérée par S(G,C) et S(G, C). Puisque la minimisation
de ||e(t,0)||. par rapport & 6 et pour la structure de modéle |7.3] conduit & un
probléme d’optimisation non-convexe, comme dans les chapitres précédents, nous
présentons les résultats pour une structure affine en les paramétres. Ensuite, via

un algorithme itératif une solution pour le probléme nonconvexe sera obtenue.
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7.3.1. Structure affine en les paramétres

Nous considérons un correcteur défini par :

R(2)
C(2) = 7.6
&= 10 7.6)
avec R€ P, et L € P,, ou:
nR
R(z)=> rz" [7.7]
k=0
nr
L(z) =Y lz™" [7.8]
k=0
La fonction de sensibilité S'p est calculée comme :
N BL
Sp - ?
ou
P2 AL+ BR [7.9]

est le polynome (en z7!) caractéristique en boucle fermée. On peut construire
des contraintes convexes qui garantissent que les racines de P(z7!) se trouvent
a l'intérieurs de cercle unité et que P(z7!) soit monique. Plus précisément P €
Fn.(p) avec p < 1 et

A
n. = max(nng, mng)

Supposons d’abord la structure affine en les paramétres comme :

(1) = Syralt) + B

ou F' est un filtre fixe, stable et & minimum de phase. Noter que cette structure

t,0) [7.10]

est équivalente a :
A(Lyp(t)) — B(Lry, (t) — Ryr(t)) = &(t,0) [7.11]

o yr(t) = F~ly(t) et ro,(t) = F'ry(t). Cette structure est isomorphe a la
structure affine en les paramétres utilisée en boucle ouverte [3.1] par la transfor-

mation :

B.O. B.F. 7.12]
) — Ly(t) |7.13
) «— Lro(t) — Ry(t) [7.14]
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L’application de 'algorithme 3.1 et le probléme [4.2] avec ces transformations,
A P A
conduisent & la minimisation de ||F(Sp — Sp)Xrs (W)]loo! €t ||f(Sp — Sp)ra(t) |l

ou X, (w) est le facteur spectral de spectre du ro(t).

7.3.2. Algorithme itératif

Pour illustrer I'idée, nous expliquerons l'algorithme 3.1 adapté pour I'identifi-

cation H, en boucle fermée :

Dans I'algorithme suivant on définit €; comme :
A b i i .
e; = |1P7(0) = P7=HO) |1 )11/ P O)]], V5 > 1 [7.15]

ol € = ||PY — 1]|.

Algorithme 7.8 .

1. Poser j = 0 et F' = 1. Utiliser u(t) et r(t) et la structure [7.10] pour
résoudre le probléme d’optimisation du théoréme 3.4 avec la transformation
[7.12], ensuite calculer A’(z), B7(z) et P7(z). Poser j = j + 1.

2. Poser F' = P7~! et construire ug(t) et 1o, (t) et résoudre le méme probléme
d’optimisation en utilisant la structure [7.10] pour obtenir A7 et B’, avec la

contrainte supplémentaire :
€j <.y for j>1 [7.16]

avec
0 <¢<min(l,e) [7.17]
3. Si €g¢ < k pour un k donné s’arréter, sinon j = 7 + 1 et aller a ’étape 2.

Pour rendre P € F, (p) il faut placer les zéros de P dans D, avec p < 1.
Dans la section suivante une condition suffisante est présentée pour atteindre cet
objectif.

! Avec I'hypothése que v(t) est indépendante de r(t)
2La premiére norme est en Hoo et la deuxiéme en I
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7.3.2.1. Condition de stabilité

Pour placer dans D, les poles du polynome caractéristique en boucle fermée
du systéme P nous utilisons le résultat du théoréme 4.14. Nous caractérisons D,

avec fp(z) défini par :

— z
fp(z):[ <o
alors selon le théoréme 4.14, une condition suffisante pour que les poles de P se
trouvent dans D, est :
—pX Y
l v —pX] <0 [7.18]

avec
B Q |10
Y = l Op | 0 | X = 00

ol (Q > 0 et Op est le vecteur des coefficients du polynome P exprimé comme :

m n A
O0p = [TH", T/"6 2 Ty o

Tgr et T, sont les matrices LT construites par les coefficients de R et de L.

Remarque 7.14 Comme un procédé réel posséde un retard d’un échantillon au
moins, dans le modéle G on peut toujours considérer que by = 0. Avec cette
hypothése et en sachant que A est monique, on peut vérifier que le polynome

caractéristique P sera monique.

7.3.2.2. Convergence de ’algorithme 7.8

Théoréme 7.25 La séquence des modéles générée par I'algorithme 7.8, {@j},
converge vers un élément , G* tel que [|(S, — S;)XuHoo soit minimal.

La démonstration de ce théoréme est comme celle du théoréme 3.5.

Le tableau 7.1 montre les différents types d’objectifs dans I'identification en

boucle fermée.
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Transformation | \ Topologie — H Hoo ‘ 2
Boucle ouverte < Boucle fermée Théoréme 3.4 Probléme [4.2]
minimiser : minimiser :

ZE;; : é%% — Ry(t) H(Sp - Sp@))xm Hoo H(Sp - Sp(e))TQHOO

y(t) «—— —Ru(t)

00 Luo e | 1= SOl | 1S = S@)rel

y(t) «—— Ly(t) — Lr(t)

ult) — —Ry(t) 1S = SOl | (S = SOl

o IS S0 | 15, SOl

Tableau 7.1. Identification en boucle fermée : Méthode non-simultanée. Sp = GS,
Sy =CS

7.4. Méthode simultanée : Identification de la fonction de sensibilité

Nous adoptons la stratégie 2.2 pour construire ’algorithme quasi-optimal pré-
senté dans le théoréme 2.1. Nous supposons que le correcteur C' stabilise le vrai

systéme. Considérer la figure 5.1 avec r1(t) = 0 ce qui implique :
y(t) = Spra(t) + Sv(t)

Le terme Sv(t) est le signal de perturbation mesuré en sortie quand le signal de
consigne ry(t) est nul. Nous supposons que |[Sv]e < o0& et que la valeur de o<

est disponible.

Définissons un ensemble des modéles qui représente ’ensemble des fonctions

de transfert en boucle fermée comme :

S & & A G ., B _
Gga e Sp | Sp:Sp+A§Sp:1+AC,G=Z7B€Pm,A€Pnetmon1que,
PeFu(p), A€ty Al <y

[7.19]
ou P est le polynome caractéristique défini dans [7.9]. La norme x est soit [y
soit Hoo. La construction de contraintes convexes, garantissant P € F,_(p) est

réalisable selon [7.18] et la remarque 7.14. Notons que contrairement au cas de la
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boucle ouverte, il n’y a pas de contrainte sur les zéros de A(z). Nous supposons

aussi que le vrai systéme S, appartient a G.

Définissons ’ensemble des fonctions de transfert en boucle fermée, non falsifiées

jusqu’au temps N comme :

S% 245y € G | I (y(t) = Spra(t) oo < 05} [7.20]
Comme dans le chapitre 2 on peut définir le diamétre de 'information par le

diamétre du plus grand ensemble des fonctions de transfert en boucle fermée,
D(G u, o).

G peut étre sous-divisé en G = |J; G¢, G C G&| avec :
gclé Spl Sp:gp‘i‘A“ Sp:LA, = —,
i = 14+ GC A

P e Fnc<p)7 A; € P, HAz“ﬂc <7

B € P, A € P, et monic,

[7.21]
Puisque G% et G¢ sont compacts (on peut le démontrer comme dans [NAM 01b]),
un algorithme quasi-optimal peut étre construit qui identifie un modéle dans
SN Qfl ol i est le plus petit i tel que S¢ NG ne soit pas nul. Selon le théoréme
2.1 'erreur asymptotique dans le pire des cas de cet algorithme est bornée par le

diamétre de 'information :
eoo(0,G% u,08) < DG u, 0F)

Selon [7.18], G% contient seulement les systémes stables (G C £;). De plus, selon
la remarque 2.2 si le signal d’excitation contient toutes les séquences de 1 et —1,

alors :
D(G?, v, 0y) < 208

L’erreur additive entre les fonctions de sensibilité nominale et réelle est calculée

comme :
1S5 = Spll= < 195 = Spllz + 1Al [7.22]
< el G 0l) + 7 [7.23]
< D(G"u’0y) + [7.24]
< 207+ [7.25]
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7.4.1. Structure de modéle affine en les parameétres

Pour trouver un élément dans Sy mggl nous considérons d’abord une structure
du modéle affine dans les paramétres comme :

§(1) = (5,(6) + HAWNra(t) + He(t) 7.2

avec ||g]|ee < 0 Ici F € F,.(p) est un filtre fixe. Pour identifier 6 et 9; qui
satisfassent [7.26] on peut la réécrire comme :

[Ly(1)] = G(O)[Lralt) — By(t)] + 7 Aira(t) + (1) [7.27]

Pour le cas Hoo si on compare [7.27] avec [3.16] on constate qu’on peut construire

des contraintes similaires a celles indiquées dans le théoréme 3.6 :

Théoréme 7.26 Fixons i, n et m et supposons que r9(0) # 0. Les contraintes
suivantes caractérisent un probléme d’admissibilité convexe qui identifie G et
A; € P; avec ||Ailloo < v qui satisfont [7.26]. Tci Q; > 0 € R™, X >0 € R™"
et ¢ € R™++3 gont considérés comme les variables d’optimisation :
Qi AiQ;  EWC 0
QiA; Qi 0 Qiei

oW o AT >0 [7.28]
0 €Q; (Weey 42
173V | < 07 [7.29]

avec Wel 2 T\ Ta Ve et T, 21 Tl ] ot ugk() et yE(t) sont obtenus

cl 9 cly
Up Yr

ug(t) = F~'(Lra(t) — Ry(t)), yir(t) = F~' Ly(t)

c R(N+m+n+3)(m+n+3i)

Les colonnes de la matrice, V¢ engendrent I'espace nul de

EN,iTrnglfly. Les matrices A;, F;, En_;, €; et ey sont définies dans le théoréme
3.6.

Pour trouver un élément dans S¢ NG nous proposons un algorithme itératif :
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7.4.2. Algorithme itératif

Dans cette section nous proposons un algorithme itératif, qui pour un i fixe,
produit une séquence de modéles {SIZ} qui converge vers un élément dans S¢NGE.

Nous considérons une séquence {¢;} produite comme dans [7.15].

Algorithme 7.9 .

1. Poser j = 0 et F' = 1 et considérer 'ensemble des modéles G¢. Résoudre un
probléme d’admissibilité convexe conformément au théoréme 7.26 et calculer
€o-

2. Poser j = j+1et ' = P! Résoudre le probléme d’admissibilité convexe
du théoréme 7.26 en imposant la contrainte supplémentaire [3.10]. Répéter

Iétape 2 jusqu’a ce que egs’ < K, pour une précision x donnée.

Théoréme 7.27 Sichaque probléme dans ’algorithme est admissible, alors {5‘{;}

converge vers un élément dans S§ N G¢.

La démonstration de ce théoréme est exactement comme celle du théoréme 3.7.
Si un de ces problémes d’admissibilité convexe n’a pas une solution, il faut aug-

menter soit ¢, soit v, soit 0.

Remarque 7.15 Il est aussi possible de construire des algorithmes qui mini-
misent 'erreur multiplicative entre les fonctions de sensibilités nominale et réelle.

Voir [NAM 00a| pour le cas ou l'objectif de l'identification est de minimiser

||SuS_Su||oo avec S, = CS.

7.5. Réduction de l'ordre de correcteur

Plusieurs stratégies de commande robuste réalisent des correcteurs complexes,
qui les rendent difficilement utilisables sur le procédé réel. La complexité des cor-
recteurs robustes est souvent une conséquence de la complexité du modéle nomi-

nal ainsi que de I'existence des fonctions de pondérations utilisées pour garantir
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la robustesse en stabilité et la performance. Il existe de nombreuses méthodes
dans la littérature pour la réduction de 'ordre d’un correcteur, qui donnent des
conditions suffisantes pour la conception d’un correcteur avec ordre réduit. Ce

correcteur, s’il existe, peut préserver la performance nominale en boucle fermée

[ZHO 96] et [GOD 94].

L’identification directe d’un correcteur d’ordre réduit en utilisant un algo-
rithme récursif est présentée dans [LAN 00a] ot on utilise des données expéri-
mentales obtenues par l'opération du correcteur original avec le modéle G. On
identifie un correcteur d’ordre réduit C' tel que la distance (en norme H, ) entre
les fonctions de sensibilité originale S(G,C) et réduite S(G,C) soit minimale.
Pour assurer que C peut aussi stabiliser le systéme G, on valide C par le test de

stabilité dual de Vinnicombe.

L’identification d’un correcteur d’ordre réduit peut aussi étre réalisée dans la
topologie Ho, en appliquant les deux stratégies d’identification en boucle fermée

présentées dans les sections 7.3 et 7.4. Le probléme peut étre posé comme :

min |.5,(G, ) — Sp(G, O)llos

S.I. : C stabilise G.

La stabilité de la boucle nominale G, C peut étre garantie a priori par la contrainte
[7.18]. Pour construire 1’algorithme d’identification il suffit de se rappeler que C
est inconnu, et G est connu. Ensuite échanger les roles de C et de G dans les
algorithmes [7.8] et [7.9].

7.6. Exemple

Etant donné le systéme G défini dans 'exemple 3.5 et un correcteur optimal C®
(voir Annexe II) placé dans la boucle de controle de la figure 5.1, nous avons ap-

pliqué un signal SBPA d’amplitude 1 avec 6 registres comme le signal d’excitation

r9(t). On ajoute un bruit e(t) = v(t) avec ||e]|oc = 0.0906 tel que HUHOO = 5.6%.
Ylloo

3Ce correcteur est réalisé a partir du modéle G identifié en boucle ouverte dans la section
3.5
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Figure 7.1. Convergence de l'algorithme Figure 7.2. Erreur enire les fonctions de
7.9. € : " et Ile : 7 qvec ¢ = 0.5 sensibilité. |S,(G,C) — Sp(Gy, C)| - =" et
sa borne 208 +y : - -

Avec N = 60 nous avons appliqué la méthode simultanée de la section 7.4 pour
identifier un modéle @Cl € RG™™ avec n = 2 et m = 3. Nous avons considéré
o = 0.13. Avec v = 0.1979 le plus petit i tel que S§ NG # O est trouvé comme
i = 12. Avec i = 12, Palgorithme 7.9 s’arréte aprés j = 6 itérations. (¢; = 1.62).
Nous avons trouvé alors

o 0.11362% + 0.0772z + 0.3487
4T (22 — 0.88252 + 0.5957)

La figure 7.1 montre la convergence de ’algorithme. La figure 7.2 montre I'erreur

entre les fonctions de sensibilité réelle et nominale et sa borne selon [7.25].

Daprés 7.5, [|S,(G, C)=S,(Ga)|los = IS(G, CYG=Gu)S (G, C)||o. La figure
7.3 montre que le modéle identifié en boucle fermée est plus précis aux fréquences
ol |S(G,C).5(Gy, C)| est grand.

7.7. Conclusion
Dans ce chapitre nous avons présenté des algorithmes qui identifient des mo-

deéles d’ordre fixe de telle maniére que la distance en norme H,, entre les fonctions

de sensibilité nominale et réelle soit minimisée. Le modéle nominal est stabilisé de
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Figure 7.3. Réponse fréquentielle de G : Figure 7.4. Différentes fonctions de sen-
"~ et celle du modéle identifié en boucle Sibilfté en boucle ferm:ée. Sp(G,C) : .
owverte G : - -7 et du modéle identifié en  Sp(G,C) : - -7 et Sp(Gy,C) : 7. =

boucle fermée Ga ¢ . -’ Fonction de pon-

dération 0.2|S(G,C).S(Gq,C)| : . .0

fagcon garantie avec le correcteur. Les algorithmes présentés sont aussi applicables

pour l'identification d’un correcteur d’ordre réduit qui stabilise aussi le modele
nominal.
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Chapitre 8

Conclusion générale et perspectives

Nous avons présenté différents algorithmes quasi-optimaux permettant d’iden-
tifier des modéles rationnels d’ordre fixe, dans les topologies H., ¢1 et de graphe.
Dans le cas ot I'effet de la nonlinéarité ou de la variation du systéme est inclue
dans le signal de perturbation v(t), les algorithmes quasi-optimaux donnent des
bornes dans le pire des cas pour l'erreur entre le modéle identifié et la partie
linéaire du vrai systéme. Nous avons démontré que si le signal d’entrée posséde
certaines propriétés d’optimalité, la distance entre le modéle identifié G et la

partie linéaire du systéme G, est bornée asympthotiquement par 2o, + 7.

Si la valeur de 7, qui représente une borne pour la dynamique linéaire et
non-modélisée, est considérée a prior: connue alors le probléme de 'identification
est formulé par une séquence de problémes d’admissibilité convexe. Néanmoins,
dans le cas ol v n’est pas connu, on peut le considérer comme une variable
d’optimisation et le minimiser. Dans ce cas, la valeur minimale ° est évidemment
une fonction de o, et la borne dans le pire des cas 20, +7°(0,) est ultérieurement
une fonction de o,. Une méthode pour I’estimation de o, est d’évaluer la valeur de
cette borne pour chaque o, et de choisir une valeur de o, minimisant cette borne
[INAM 01a], [INAM 01b|. Un autre avantage de considérer v comme une variable
d’optimisation est que dans ce cas, le probléme d’identification est formulé par
une séquence des problémes d’optimisation convexe. Par conséquent, I’existence
d’une solution est garantie. La difficulté majeure de cette approche est que 7°
n’est pas nécessairement une valeur globalement optimale. Dans notre opinion,
le choix de ¢ dans les algorithmes itératifs, est un facteur important pour obtenir

une solution globalement optimale.

Nos méthodes sont particuliérement orientées vers 'identification des modéles

non-affines en les paramétres. Les modéles identifiés par ces méthodes sont plus
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précis et moins complexes que les modéles affines en les paramétres identifiés
par les algorithmes classiques [NAM 01b]. Néanmoins, la résolution de tous les
problémes d’identification formulés dans cette thése est basée sur la résolution des
problémes d’optimisation (ou d’admissibilité ,quand v est connu, non-convezes).
Ces problémes sont résolus via des algorithme itératifs ot un probléme convexe est
résolu & chaque itération. La convergence de ces algorithmes itératifs est garantie

si chaque probléme convexe est admissible.

Les modéles non-affines en les paramétres sont aussi utilisés par les algorithmes
standard comme par exemple 'algorithme des moindres carrés. Ces algorithmes
sont souvent analysés dans un environnement stochastique et possédent des pro-
priétés d’optimales dans la topologie Hs [LJU 87]. Néanmoins, dans les analyses
stochastiques, pour établir certaines propriétés de convergence, il est nécessaire
de considérer des hypothéses importantes sur le signal de perturbation et sur
la dynamique non-modélisée. Par exemple, on suppose que le signal de pertur-
bation est un bruit blanc ou qu’il est indépendant de signal d’entrée ou qu’il
est quasi-stationnaire. Ces hypothéses ne sont pas satisfaites dans plusieurs pro-
blémes pratiques [VEN 97]. C’est pour cette raison que 1’algorithme des moindres
carrés est loin d’étre optimal dans le sens du pire des cas. On sait que par exemple
I’erreur dans le pire des cas de cet algorithme augmente quand l'ordre du mo-
déle augmente. Méme si le nombre des données expérimentales augmente, I’erreur
dans le pire des cas de cet algorithme peut augmenter [AKC 94|, [GIA 97a]. De
plus, dans les analyses stochastiques ’erreur de modéle est souvent quantifiée par
un interval de confiance et avec des bornes probabilistes, tandis que ’analyse de
stabilité et de performance nécessitent essentiellement des bornes déterministes
pour l'erreur de modeéle. Dans les méthodes présentées dans cette thése (surtout
la méthode non-simultanée), nous avons considéré la plus faible des hypothéses
possibles sur le signal de perturbation et seulement une borne simple est supposée
connue pour ce signal. Avec ces hypothéses pas trés contraignantes, nous avons

démontré que les algorithmes sont quasi-optimaux.

Dans le cas ou l'effet de la nonlinéarité ou de la variation du systéme n’est
pas inclue dans le signal de perturbation, nous avons présenté des algorithmes

optimaux (chapitre 6) permettant d’identifier un modeéle nominal linéaire de telle
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maniére que la distance (I; ou ly) entre le modéle et le vrai systéme (nonlinéaire

ou LTV) soit minimale.

Nous avons démontré que les algorithmes proposés sont aussi applicables a
l'identification en boucle fermée ou 1'objectif est de minimiser la distance (I,
Hoo) entre les fonctions de sensibilité réelle et nominale. Ces algorithmes sont
également applicables pour I'identification d’un correcteur d’ordre réduit préser-

vant la performance en boucle fermée de correcteur original.

Dans la topologie /1, la dualisation des problémes d’identification (en dimen-
sion infinie) nous a permis d’obtenir plus d’information sur la structure de I'incer-
titude ainsi que de présenter une méthode pour corriger ’estimation de la borne
du signal de perturbation. Plus particuliérement, nous avons démontré que dans
le cas [; et sous certaines conditions sur les signaux expérimentaux, la dynamique

(linéaire) non-modélisée peut étre représentée par un FIR.

Les deux stratégies générales qui sont présentées pour résoudre le probléme
de l'identification et de la quantification des incertitudes peuvent étre compa-
rées de différents points de vue. Par exemple, dans la méthode non-simultanée, le
nombre de variables d’optimisation est équivalent au nombre des parameétres dans
le modéle G. Dans la méthode simultanée nous avons souvent certaines variables
d’optimisation supplémentaires. Donc, en général, pour identifier un modéle no-
minal, le temps de calcul pour la méthode non-simultanée est plus court que pour
la méthode simultanée. Néanmoins, comme le calcul d’une borne de I'erreur de
modéle dans la méthode simultanée est réalisé dans la méme étape que l'iden-
tification du modéle nominal @, la comparaison entre le temps de calcul final
(le temps pour l'identification de G et la quantification de l'incertitude du mo-
deéle) n’est pas facile pour les deux stratégies, i.e. chaque stratégie peut étre plus

efficace (de point de vue du temps de calcul) que l'autre dans un cas particulier.

Du point de vue des calculs numériques, les problémes d’optimisation et d’ad-
missibilité sont formulés soit par des LMI soit par des LP (ou de fagon mixte).
Bien que la solution par LMI nécessite plus de temps, la convergence de la mé-

1

thode du point intérieur' est garantie. Néanmoins dans le cas LP, parfois la

!Interior point method
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convergence n’est pas établie. En effet, la méthode du simplexe |[DAH 95| qui
est souvent utilisée pour la résolution de LP, utilise un processus de pivotation?
qui posséde une complexité non polynomiale. La complexité et le temps de calcul
pour les différents algorithmes proposés dépendent principalement du nombre des

parameétres dans les modeéles et du nombre des données expérimentales N.

8.1. Perspectives

— Pour G comme un sous-ensemble de ¢;, quand le signal d’entrée contient
tous les séquences possible de -1 et 1, alors D(u, G, o,,) < 20,,. Evidemment,
ce résultat est correct quand N — oco. L’étude sur I'estimation d’'une borne
pour le diamétre de I'information pour N fini ainsi que I’étude sur les signaux
d’entrée optimaux, peuvent étre des sujets de future recherches.

— Comme les méthodes présentées dans cette thése minimisent souvent une
borne supérieure de (G, G’), une étude supplémentaire est nécessaire sur
les méthodes fréquentielles minimisant directement le gap (1’écart) ou v-gap
entre le modéle et le systéme.

— Normalement, les données fréquentielles sont plus informatives que les don-
nées temporelles. En revanche, ’acquisition des données fréquentielles est
plus difficile que les données temporelles. Donc, une approche fréquentielle-
temporelle mixte semble étre plus efficace. Etendre les algorithmes tels qu'ils
puissent utiliser des données fréquentielles ou des données mixtes temporelles
et fréquentielles, peut étre un sujet de future recherche.

— Quand la valeur de v n’est pas connue a priori, on essaie de minimiser
la valeur de . Dans [NAM 01a] nous avons étudié les propriétés de ~v°(o,).
Une étude supplémentaire peut servir a trouver des nouvelles méthodes pour
Pestimation de o,.

— Trouver une borne inférieure pour ¢ dans I’algorithme 3.3 garantissant 1’ad-
missibilité de tous les problémes convexes dans les itérations. Dans le cas ou
la valeur de v n’est pas connue a priori, cette étude peut servir a trouver la

valeur globalement minimale pour 7.

2Pivoting
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— Dans notre opinion, les résultats de base du chapitre 6 donnent les élé-
ments nécessaires pour présenter des méthodes intéressantes pour I'identifi-
cation des systémes non linéaires. Par exemple, un systéme nonlinéaire peut
étre considéré comme une combinaison d’un systéme linéaire et d’opérateurs
non linéaires bornés dans une certaine norme. Une méthode est d’identifier
le modéle linéaire en minimisant les normes des opérateurs non linéaires.
L’identification d’une telle structure de modeéle est plus convenable pour la
commande robuste que I'identification des parameétres éléments non linéaires
réalisée par des méthodes de connaissance.

— Recherche sur la réduction de 'ordre du correcteur de telle maniére que le
correcteur réduit stabilise non seulement le modéle nominal mais tous les
modeéles qui se trouvent dans une région autour du modeéle nominal.

— Etude sur la solution non conservative représentation d’état pour le probléme
de la commande [;.

— Recherche sur la résolution simultanée d’un probléme d’identification et
commande comme une alternative pour I'approche l'identification et com-
mande consécutive. Formulation BMI? du probléme et étude de la complexité
du probléme.

— Etendre les résultats obtenus pour les systémes multi-échantillonnés®.

3Bilinear Matrix Inequality
4Multirate systems



114 Interaction entre Identification et Commande



Anneze [

Identification et commande d’un systéme
de transmission flexible

9.1. Introduction

La commande des systémes mécaniques flexibles est principalement motivée
par la nécessitée d’un haut niveau de performance dans les applications comme
I'industrie aérospatiale. L’identification et la commande d’un systéme de trans-
mission flexible a été le sujet de nombreuse recherches dans les derniéres années.
[M’S 94], [LAN 95|, [LAN 97c|, [LAN 97b] et [LAN 00b]. Dans cette section nous
présentons une méthode pour l'identification et la commande d’un systéme de
transmission flexible. La méthode utilisée pour l'identification du systéme est
basée sur les résultats obtenus dans la theése. Nous adoptons une stratégie de
commande robuste et multiobjectives pour satisfaire plusieurs critéres de per-
formance soit temporels soit fréquentiels. Plus précisément, nous résolvons un
probléme mixte [;-H,, ot 'objectif principal est de minimiser la norme [; de la
fonction de transfert en sortie sous une contrainte H. sur la fonction de sensibilité

en entrée.

9.2. Description du systéme

Le systéme de transmission flexible montré dans la figure 9.1, se compose de
trois poulies, reliées par des ressorts. L'une d’entre elles est solidaire de 1’axe
d’un moteur électrique a courant continu. Le moteur est asservi en position par
un asservissement analogique local (retour en vitesse et position). Le probléme

de commande est de positionner la troisieme poulie en agissant sur la tension de
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Figure 9.1. Schéma du systéme de transmission flexible

a» o
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consigne de l'asservissement analogique du moteur. La sortie du procédé est la
position analogique de la troisiéme poulie et la commande u(t) est la tension de
consigne d’asservissement. Les charges mécaniques peuvent faire varier l'inertie de
la troisiéme poulie et par conséquent les modes naturels de vibration du procédé.
Ce systeme présente deux modes de vibration trés peu amortis dont les fréquences
de résonance varient fortement avec les charges ajoutées sur la derniére poulie.

Voir [KAR 97| pour la description supplémentaire du procédé.

9.3. Identification

Nous avons identifié trois modéles pour trois charges différentes :

NL : Sans charge (0%)
HL : Demi charge (50%)
FL : Pleine charge (100%)

Le signal d’entrée est une SBPA d’amplitude 0.2 et de période 2567, (la période
d’échantillonnage T, étant de 50 ms). En appliquant la méthode non-simultanée

de la section 4.2, les modéles du systéme pour les trois charges sont identifiés :
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rad/sec

Figure 9.2. Erreur de modélisation (LTI) pour Gnr(2)

0.3778z + 0.4619

Gine(2) 24— 1.394323 + 1.60822 — 1.3543z + 0.9618
G B 0.068322 + 0.05752 + 0.1898

n(Z) = 07195 1 2298327 — 1.9445 1 0.9808
. 0.115523 — 0.079222 + 0.20872 — 0.0918
GFL(Z)

z(z4 — 2.087323 4 2.338122 — 2.0513z + 0.9797)

Rappelons que pour l'identification d’un modéle nominal dans la premiére
étape de cette stratégie, la connaissance de o, n’est pas nécessaire. Comme la
bande passante du systéme sans charge est plus grande que celles des autres cas,
sa stabilisation est aussi plus difficile. C’est pourquoi nous avons choisi le modéle
identifié pour le systéme sans charge, GNL(Z) pour la conception d'un correcteur

robuste.

Nous avons appliqué la deuxiéme étape de la stratégie 2.1 pour la quantification
de I'incertitude LTI due a la sous-estimation de ’ordre de systéme par éNL(Z). La
figure 9.2 montre la borne calculée pour Uincertitude LTI. Rappelons que v(t) =
Ayu(t) 4+ e(t). Nous supposons que pour ce systéme la dynamique nonlinéaire
est quasiment négligeable i.e. A,; ~ 0. Dans cette situation si le signal d’entrée
est nul, le signal de sortie mesuré sera égal au signal de bruit e(¢). En pratique,
quand u(t) = 0, la sortie mesurée est quasiment nulle. Par conséquent, pour le

calcul de la borne de la figure 9.2, nous avons supposé o, ~ 0.



118 Interaction entre Identification et Commande

_20 1 T
10 10 10
rad/sec

Figure 9.3. (a) : Réponse fréquentielle de GNL(Z) s =7 GHL(z) s et GFL(Z) R
o (b) : Erreur due au changement de charge, |E(w)|.

La figure 9.3(a) montre les réponses fréquentielle de trois modéles identifiés.

Pour quantifier ’erreur produite par le changement de charge nous avons calculé
E(w) = max(|Gnr(w) — Gur(w)], |Gyr(w) — Grr(w)])

La figure 9.3(b) montre que la variation de charge produit une incertitude impor-
tante pour w € [6,13] rad/sec. Cette incertitude est beaucoup plus importante
que l'incertitude LTI (dynamique non-modélisée) montrée a la figure 9.2. Donc

pour réaliser un correcteur robuste, il faut prendre en compte E(w).

9.4. Commande multiobjectif
D’apres la figure 5.1 si on considére r(t) comme le signal de consigne (ry = 0),
I'erreur de poursuite y(t) s’écrit :
y(t) = S(G,C)r(t) + S(G,C)u(t)

On constate que pour minimiser l'effet du signal de la perturbation v(t) ou du

signal de consigne 71 (t) dans le signal d’erreur y(t), il faut minimiser une norme



Annexe [ : Identification et commande d’un systéme de transmission flexible 119

de la fonction de sensibilitée S(G, C). Pour la conception du correcteur C' nous
avons minimisé la norme Iy de la fonction de sensibilité nominale ||S(Gyr, C)|l1

pour les raison suivantes :

— En minimisant ||S(Gxz,C)|: on minimise le gain dans le pire des cas entre
lYlloo €t ||71]loc OU [|V]|oo. Si 71(t) et v(t) appartiennent & [, seulement la
minimisation de ||S(Gxz,C)|; garantit que ce gain soit minimal. Evidem-
ment dans la topologie H,, on doit supposer que le signal de consigne ou de
perturbation soit borné en énergie (appartiennent a ).

— Sachant que
1S(Gre, Ol < 1S(Gwe O)lloe < 1S(Gvr, Ol

la minimisation d’une borne de ||S(Gyr,C)||; implique la minimisation
d’une borne des autres normes mais la réciproque n’est pas correcte.

~ Comme ||S(Gni, O < 2n+ 1)||S(Gni,C)|lo avec n le degré de S, on

constate que pour des systémes de grande complexité un correcteur optimal

au sens H., est trés loin de 'optimalité au sens [y.

9.4.1. Stabilité robuste

Nous supposons que le vrai systéme G appartient & I’ensemble des modéles

G={Gel|G=CnL+ Ay} ol
Ay (w)] < |E(w)], w € [0,65] rad/sec

Une condition nécessaire et suffisante pour que le correcteur réalisé en utilisant
le modele Gy () stabilise tous les modéles dans G est que [ZHO 96], [YOU 95|

15u(Grr, C)(W)| < |E(w)™Y, w € [0,65] rad/sec [9.1]

ol SU(GNL, C') est la fonction de sensibilité en entrée (S, = C'S). Pour satisfaire
la condition de stabilité robuste [9.1] et pour diminuer la complexité de correcteur,
nous avons choisi une fonction de transfert plus simple que |E(w)| (voir la figure

9.4)
~0.76312% — 1.63732% + 1.21172 — 0.2502

W
#(2) 23 —1.26332% — 0.3543z + 0.6216
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Figure 9.4. Fonction de sensibilité en entrée |Sy(Gnp,C)(w)| : =" Borne pour la
fonction de sensibilité en entrée, |E(w)™!| : - - °. Borne utilisée pour la conception du

7 7

correcteur, |Wg(w)| : - . -
Pour satisfaire la condition [9.1] nous avons imposé la contrainte
15 (G, C)(w)] < [Wg(w)|, w e [0,65] rad/sec [9.2]

avec les contraintes supplémentaires :

1S, (G, C)(67Y5)| < —30dB [9.3]
1S (G 0)(7Tad/SEC)| < —30dB 9.4]
1S, (G, C)(8794/5¢)| < —30dB 9.5]
1S, (Grr, C)(107%5) | < —10dB [9.6]

9.4.2. Synthése du correcteur

Nous avons considéré une structure FIR pour la fonction de sensibilité : S(GNL, C) =

Z s;2~%. Comme le modéle nominal G ~ni(2) contient trois retards alors

s;i=0,i=1,2 [9.7]
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s1 =1 [9.8]

Le modéle éNL contient aussi un zéro instable en z = —1.2226 ce qui nécessite
que

S(z=-1.2226) =1 [9.9]

Enfin pour inclure un intégrateur dans le correcteur on impose la contrainte
Sz=1)=1 [9.10]

Les conditions [9.7], [9.9] et [9.10] sont souvent appelées [DAH 87|, [DAH 95],
[DIA 93], [ELI 97] les conditions d’interpolation . Ces conditions doivent étre
obligatoirement imposées pour éviter la simplification entre les poles et les zéros

instables du modéle avec ceux du correcteur.

Pour assurer la condition [9.2] nous avons appliqué le lemme de BRL 2 [ZHO 96].

Les conditions [9.2]-[9.6] sont aussi transformées au contraintes LMI [ELI 97].

En résumé nous avons résolu le probléme suivant d’optimisation convexe

(LMI)

min [|S(Gz, O)lls
sr.: [9.2]---19.10]

R(z)
L(z)

R(z) || 0.1500 -0.1529 0.1349 -0.1014 0.1194 0.0169 0.0962 -0.0267
0.0626 0.0313 0.0459 0.0328 0.0716 0.0904 0.0216 0.0599
0.0154 0.0894 -0.0617 0.1185 -0.0116 0.1742 -0.1622 0.2015
-0.2121  0.1740

L(z) || 1.0000  0.0000 -0.0000 -0.0567 -0.0905 -0.0155 0.0233 -0.0091
-0.0455 -0.0466 -0.0608 -0.0741 -0.0656 -0.0417 -0.0281 -0.0319
-0.0599 -0.0801 -0.0642 -0.0446 -0.0508 -0.0269 0.0292  0.0077
-0.0841 -0.0836

Le correcteur final est calculé comme : C(z) =

avec !

9.4.3. FEvaluation de performance

La valeur optimale de ||S(Gyz,C)||1 est égale & 2 ce qui implique que pour
une perturbation d’amplitude 1, 'amplitude du signal de sortie ne dépasse pas 2.

1Zero interpolation conditions
?Bounded Real Lemma
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Figure 9.5. Réponse fréquentielle de la fonction de sensibilité nominale S(GNL, )

Autrement dit, pour un signal de consigne d’amplitude 1, 'amplitude du signal
de sortie est toujours inférieure & 2. D’aprés la figure 9.5 qui montre la réponse
fréquentielle de la fonction de sensibilité nominale, la valeur de la marge de module
vaut —3.5dB ce qui démontre que la boucle nominale peut tolérer une incertitude
du type contre-réaction de moins de —3.5dB. La figure 9.4 montre que la réponse
fréquentielle de la fonction de sensibilité en entrée est largement au-dessous de
la borne |E(w)| ce qui implique que la boucle nominale est robuste vis-a-vis du

changement de charge.

Pour évaluer les performances du correcteur optimal en temps réel, nous avons
appliqué un échelon d’amplitude 1 en consigne. Pour vérifier la robustesse de
la boucle nominale vis-a-vis de l'incertitude LTI, nous avons comparé la sortie
simulée avec la sortie mesurée. La figure 9.6 montre que les sorties sont presque

identiques. Comme prévu, la sortie simulée est parfaitement amortie® en 1.3 sec.

Pour évaluer la robustesse en performance de la boucle nominale vis-a-vis du
changement de charge, nous avons appliqué un échelon en consigne pour trois

charges différentes. Les figures 9.7 et 9.9 comparent les sorties mesurées. Pour

3Dead-beat
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Figure 9.6. Robustesse vis-a-vis de 'incertitude LTI : Comparaison entre la sortie

mesurée : '—’ et la sortie simulée avec Gnp, et C : - -’
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Figure 9.7. Robustesse vis-a-vis du changement de charge : Comparaison entre les
signaux de sortie mesurés pour trois charges différentes/ Réponse du systéme a une
impulsion sur la sortie, appliquée vers l’instant 3.5 sec.
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0% |50 % | 100 %
Temps de montée* (sec.) ¢, | 1.2 | 1.09 1
Temps d’etablissement® ¢, | 1.22 | 1.2 1.8
Rejet de perturbation © ¢,.; | 3 5.5 5.5
Dépassement 0 | 0.01 | 0.01

Tableau 9.1. Performance du correcteur

vérifier la performance du systéme pour le rejet de perturbation, nous avons
appliqué une impulsion approximativement a l'instant 3.5 sec sur la sortie du
systéme (en frappant sur la troisiéme poulie). La figure 9.7 montre que le délai
pour le rejet d’une perturbation du type impulsion est relativement long. Sachant
que la norme Hy; d’une fonction de transfert est égale a I’énergie de la réponse
impulsionelle de cette fonction, il est facile d’imposer une contrainte sur la norme
H, de la fonction de sensibilité nominale S(GNL, C') pour améliorer la réponse
impulsionelle du systéme en boucle fermée. A notre avis [’amplitude du signal de

sortie doit étre considérée comme un critére de performance.

9.4.3.1. Changement de systéeme

Nous avons testé la performance du correcteur dans un autre systéme de trans-
mission flexible (systéme 2) qui est moins souple que le systéme (systéme 1) utilisé
pour la réalisation du correcteur. La figure 9.8 montre la comparaison entre les
réponses fréquentielle des modéles identifiés pour chaque systéme. La figure 9.9
et le tableau 9.2 montrent la performance de correcteur testé avec le systéme 2.
On constate de la figure 9.9 que pour le systéme 2, la perturbation est rejetée

plus rapidement que dans le systéme 1.

La performance globale du correcteur sur le systéme 2 est calculée selon le

critére :
St + O trej)/12+ (O ts)/1.4 =8.64

Sans prendre en compte la complexité du correcteur, cette performance est meilleure
que celles des autres correcteurs réalisés dans [LAN 95|, [LAN 97¢|, [LAN 00b].

Les figures 9.10, 9.11 et 9.12 montrent une comparaison entre la performance

du correcteur [;-H, avec celle d’un correcteur QFT réalisé par Nordin et Gutman
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Figure 9.8. Systéme de transmission flexible, Systéme 1 (utilisé pour la conception
du correcteur : '—’ et Systéeme 2 : - - -’

0% | 50 % | 100 %
Temps de montée (sec.) t, | 1.15 | 1.05 1

Temps d’établissement ¢ 1.2 1.2 1.07
Rejet de perturbation ¢,.; | 1.45 | 1.05 1.05
Dépassement 0.03 | 0.04 | 0.04

Tableau 9.2. Performance du correcteur sur le systéme 2

(correcteur N) et d'un correcteur réalisé par une méthode de placement des poles
avec le calibrage de la fonction de sensibilité, (correcteur La), (Langer et Constan-
tinescu) [LAN 00b]. Le correcteur N est en effet, le gagnant d’un benchmark sur

le systéme de transmission flexible.

Cette expérience est menée sur le systéme 2. Evidemment, la condition du test
pour le correcteur [1-H, était plus difficile, car ce correcteur a été réalisé a partir

d’un modéle du systéme 1.
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Figure 9.9. Robustesse vis-a-vis du changement du systéme : La performance
recteur testée dans l'autre systéme de transmission souple.
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du cor-

Figure 9.10. Réponse du systéme 2 sans charge a un échelon en présence de trois

)

correcteurs : Correcteur l1-Hoo : —’, Correcteur La : ’- -’ et Correcteur N : -

2
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Figure 9.11. Réponse du systéme 2 en demi-charge & un échelon en présence de trois
correcteurs : Correcteur l1-Hoo : '—’, Correcteur La : - -7 el Correcteur N : - . -’
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Figure 9.12. Réponse du systéme 2 en pleine charge a un échelon en présence de trois
correcteurs : Correcteur l1-Hoo : '—’, Correcteur La : - -7 et Correcteur N : - . -’
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Annexe [

10.1. Preuves et Démonstrations

Dans les démonstrations suivantes, pour simplifier la notation la dépendance

des modéles aux parameétres ne sera pas montrée.

Démonstration du théoréme 3.5 : A partir des structures [3.8] et [2.1] on

obtient :

b.(w,0) = |G — 20 A g 10.1
(0 8) = [ 351G — GIPB0) + ] Pule) 10.1]
qui implique :
J A7 ~j 2

On a aussi : W i

147 = A7 < == [ 14 [10.3]

Al — A1 A

mais de [3.10] on peut déduire que [NAM 01b] : HTHI < €’ qui avec

[10.3] implique :
1A = ATy < eod? | A7

comme A’~Y € F,(p), sa norme [; est toujours bornée, alors :
lim [|A7 — A7, =0
j—o0

Comme la convergence des FIR dans la topologie ¢; et H, est équivalente a la
convergence de leurs coefficients, on déduit que A7 — A7~! et que
Al
1=

111
Ceci avec [10.2] impliquent que :
Jlim [le(2, )l = lle(t,0°lls = 11(G = G(6°))xu + xoll

et que la minimisation de ||(t, )]s par rapport a 6 implique la minimisation de

(G = G(O)xullse-



130 Interaction entre Identification et Commande

Démonstration du théoréme 3.10 : L'inégalité T)T), < +*T/T, est équivalente
a

T, TATAT, < ~¥°T,T, [10.4]
Si ¢(0) # 0 (ce qui implique que T}, n’est pas singulier) alors [10.4] est équivalent
A TATA < ~% ou 6(Ta) < 7. On définit T 2 T\Tx et on peut vérifier que Th =
T\Ta . Evidemment &(7T4) < . Le reste de la démonstration est I'application de
théoréme AAK dans [ZHO 95]' et la substitution de Ta par rapport au Ta en

considérant le fait que 777} = I.

Démonstration du théoréme 4.12 : Comme pour le théoréme 3.5 on peut

démontrer que :
i [|e(t, 67lloo = [l (8, 6°)[loo = (G = G(6°))u + vl
ce qui implique qu’a la limite la minimisation de ||e(¢,0)||o par rapport a 6,
minimise ||[(G — G)ul|oc.
Définissons maintenant w(t) = (G —G)u(t) ce qui implique |w|s < |G —G]1.
Supposons aussi que G — G = igkz_k ce qui implique w(t) = i gi—ru(k).
k=0

k=—oc0
Comme u contient toutes les séquences de 1 et —1, il existe t tel que

{u(k)} = {sgn(gi—1)}, —c0o<k<t

ol
A 1 x>0
sgn(z) = —1 r <0

ITLa définition de la transformation en z dans cette référence est telle que I’intérieur du cercle
unité est la région stable
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ceci implique :

t
w(t)= Y gkl =G =Gl

k=—0oc0
on constate que pour un certain t, || w||. atteint sa borne supérieure et on obtient :
(G — G)ulloo = ||G — GJ|1. Tl est maintenant clair que la minimisation de (¢, )

par rapport a 6 avec I'algorithme itératif minimise |G — G(6)]];.

Démonstration du théoréme 5.20 : Si le signal d’entrée peut tester la stabilité
et si I'ensemble des modéles G a les propriétés indiqués dans le théoreme 2.1,
I'application d’un algorithme quasi-optimal, ¢° comme [2.18] pour la structure
du modeéle [5.32], implique que 'erreur dans le pire des cas de l'identification est

bornée par 20, (voir la stratégie 2.1 et |2.18]) :
eoo(0°, G, u, 0,) < 20,

ce qui implique :

5([ D i) ] A) < 20, 1105

alors :
5(Gy, G(6°)) 3 Hl Jl\)fz:ggzzg H| [10.6]
o e300 | Ak o
< ALY [oo + esc(9?, G,u, o) [10.8]
< A oo + 20 [10.9]
|

10.2. Un exemple pour la conception d’un correcteur robuste H,

Considérons la figure 5.1 ou 'on suppose que le vrai systéme G appartient a
Pensemble des modéles incertains : {G € £1 | G = G + W,A, ||A]l < 1} o0 G
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est un modéle nominal donné et w, est un filtre connu et stable. Le probléme de
trouver un correcteur C' qui minimise 'effet de r;(¢) dans l'erreur de poursuite

y(t) peut étre formulé comme :

1
min ||Wy - | oo [10.10]
c 1+ (G+W,A)C
VA, |Alle < 1 [10.11]

D’aprés les résultats de [YOU 95| on peut démontrer que le probléme d’opti-

misation non-convexe suivant minimise une borne du probléme [10.10] :
. -1
18151||D MD| [10.12]
ou

16O . Wy
et D = diag(A, 1), A > 0. Il est aussi démontré dans [DAH 95| que quand A est un
opérateur LTV ou nonlinéaire avec ||Alls < 1 le probléme [10.12] est équivalent
A [10.10].

1 l—CWU wal

Le correcteur C' dans I'exemple 7.6 est réalisé a partir de la solution du pro-
bléme 10.12 avec la méthode basée sur la solution d’un probléme du type LMI
présenté dans [SCH 97|, [CHI 96] et [BOY 94]. On utilise le modéle G identifié
dans la section 3.5.2 et

~ 0.3867z — 0.1467 2322 +4.72 + 2.3

u ) = U. ]_
Wu(2) ~—0.3333 Wi(2) = 0.001 5= &7

Le choix de W,(z) correspond & la borne dans le pire des cas obtenu dans la

section 3.5.2. Pour la valeur optimale de A = 1 on trouve :

C( ) 0.1762° — 0.3842* — .037123 — 0.18622% + .0322
ya _—
26 — 274625 + 3.21524 — 2.1423 + 0.74622 — 0.0442 — 0.02

Voir [BES 00| pour la conception d’un correcteur robuste pour un actioneur

pneumatique (vérin).
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Exemples pour la programmation linéaire
et LMI

Tous les problémes d’optimisation et d’admissibilité convexe qui sont formulés
dans cette thése peuvent étre résolus par l'utilisation de la boite a outils LMI
de MATLAB |GAH | ou par la commande "linprog". Nous présentons ici deux

exemples pour démontrer le principe générale de la programmation.

11.1. Exemple 1 : LMI

Considérons un probléme d’admissibilité convexe similaire au celui du théo-

réme 3.9. L'objectif est d’identifier un modéle G € RG™™ et A € ¢, satisfaisant

tel que ||Alloo < v et |le|l2 < 0. Ce probléme peut étre formulé par les inégalités

matricielles suivantes :

||€||2 <o [11.1]
V*T!'T, *

T Tl T 1| 0 [11.2]

Les matrices (variables d’optimisations), T4, Tp,T. € RWADIN+) gont des ma-
trices LT construites a partir de [ag, a1, ..., an, 0, ..., 0], [bo, b1, ..., b1y, 0, ..., 0], €N €
RNFL respectivement. T, T, € RWHDWHD gont aussi les matrices LT construites

a partir de uny, yn], Tespectivement.
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Supposons que :
A
um = Uy
A
ym = Y[nj
N
sig=o0
Tep 2T,
A 2
g=7
Les matrices LT, T, et T;, sont construites comme :

>Tu =toeplitz(um,fum(1), zeros(1,N)]);
>Ty =toeplitz(um,|ym(1), zeros(1,N)|);

Pour définir les variables d’optimisation, Tx, Ts et T, il faut d’abord définir
leurs structures [GAH |. Par exemple, les codes suivants définissent une structure
Toeplitz pour TA pour le cas n =2 :

>setlmis(| |) ;
>TA=Imivar(3,structA) ;

ol structA est une matrice LT comme

1 000 0
2100 - 0
0210 - 0
StTUCtA = 00 2 1 .
0000 - 1] (N+1)x(N+1)

Pour définir TB (avec m = 2) comme une variable d’optimisation on écrit :

>TB=Ilmivar(3,structB) ;

avec
300 0 -+ 0]
4 3 00 - 0
0430 -0
structB = 00 4 3 -
(0000 - 3 (N+1)x (N+1)

Pour définir Tep (avec N = 10) comme une variable d’optimisation on écrit :

>Tep=Ilmivar(3,structep) ;
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avec
5 0 0 0 0]
6 5 0 0 0
7 6 5 0 0
structep= | ¢ 7 g 5
(15 14 13 12 -+ 5 ] v

Il faut noter que chaque numéro dans structA, structB et structep correspond

a une variable d’optimisation indépendante.

Aprés avoir défini les variables d’optimisation TA, TB et Tep, 'inégalité 11.2

est construite comme :

[-1 11 g|, Tu, Tu’);
[-112TBJ, -Tu, 1);
>lmiterm([-1 1 2 TA], Ty, 1);

>lmiterm([-1 1 2 Tep|, -1, 1);

>lmiterm(|-1 2 2 0], 1) ;

>]miterm
>lmiterm

N N N N

On peut vérifier que 'inégalité 11.1 est équivalente a

o x
Tgel I
avec e; = [1,0---0) € RNTL,

Cette inégalité est formulée comme :

>lmiterm(|-2 1 1 0], sig) ;
>lmiterm([-2 2 1 Tep|, 1, el);
>lmiterm([-2 2 2 0], 1) ;

Aprés avoir construit toutes les contraintes, nous pouvons résoudre le probléme
d’admissibilité convexe par :
>]lmisys=getlmis ;
>[tmin, Txf]= feasp(lmisys, 1, [1,15,-1,5,0]);
ot les valeurs optimales TAopt, TBopt et Tepopt peuvent étre obtenues par :
>TAopt=dec2mat(lmisys, Txf, TA) ;
>TBopt=dec2mat(lmisys, Txf, TB) ;
>Tepopt=dec2mat(Imisys, Txf, Tep) ;
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11.2. Exemple 2 : La programmation linéaire

Supposons que le modéle G a une structure FIR comme G = S grz " avec

0 = [go, -, gm] et considérons aussi la structure du modéle suivante
y(t) = (G(9) + Ai(9))u(t) +e(t) [11.3]

avec ||g]lee < 0 et A; = i_,Urz~F. Considérons le probléme primaire dans le
théoréme 4.13 qui identifie G et A, tel que [11.3] soit satisfait et que ||A;; soit

minimal. Ce probléme peut étre formulé comme :

min vy [11.4]
>0kl <~ |11.5]
k=0

yv) = 1,0 + T,0" + ey |11.6]
e lloe < 00 [11.7]

Ce probléme d’optimisation est transformé en la forme standard de program-

mation linéaire comme :

min vy [11.8]
Y B <~y [11.9]
k=0
|9k| < B, Vk [11.10]
B >0 [11.11]
yvy = T00 + T + e [11.12]
lemlloe < 00 [11.13]

Définissons maintenant le vecteur des variables d’optimisation comme :

y
s
,191

€IN]
0

A
Tr =

ainsi que ¢; 2 [1,1---1) € Ri et ey 2[1,1---1 € RY. L'inégalité [11.9] est
équivalente a

[0,¢€;,0,0,0]z < v
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L’inégalité |11.10] peut étre représentée par :
0,—1;,1;,0,0]z <0
[0,—1;,—1;,0,0]z <0
et 'inégalité [11.11] est évidemment équivalente & :
[0,—1;,0,0,0]x <0
De plus, [11.13] peut étre transformé en :
[0,0,0, Iy, 0]z < o,en
[0,0,0, — Iy, 0]z < oyen
Enfin, [11.12] est équivalent a :

0,0, 77, In, Tz =y

) u’

La commande suivant calcule donc le vecteur optimal xopt :
>zopt=linprog(flp,Alp,blp,Aeq,beq) ;

avec

fip 2[1,0,0,0,0] € RIFHHTN+m

[0 e 0 0 0
0 -1, I, 0 0
e I P A S S
0 O 0 Iy O
L0 0 0 —In 0|
o
0
A 0
blp = 0
OyEN
L OvEN |

et
Aeq £1[0,0, T}, I, T}

Y u’

beq = yn]

137
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110, 131
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Biais, 41, 59
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Commande robuste, 37, 104, 113, 115
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Convergence, 21, 23, 25, 28, 30, 36,
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Optimisation convexe, 30, 60, 67, 121

Programmation linéaire, 27, 57, 59,
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