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�e�*�x���Y¤*�©¨`¤��0®��*§���¡q¦5¤��0½.ß,����Â * Ã �e 5¡T���e¥q�q�q�Y� ®����*°.±1Ä ��¥`�Y�Y¤��x���e��²H��¥xª4¥q¡ �Y���e¥q§ �W�n�¤+¯`�:�*�Y� ®�¤*¡T�W��§���£5¤�ª1§ ¤��#��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤��F¡tÄ ¤��[���q�Y���e¤+¡T�Y�5°t�t¤��F�Y���e¥q§ �W�n�W�#¨`�+�W��� § § ����¨`¤0ª+¤��
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§���¨`� £5¤*�Y¦5¤*¡xª+¤0/#¥q§ § ¬x�5ª�1TÞZ�t¤*� ¬q§ ¤*��¤*¡5�Y�Y¤

px(x)
¤+� ∏

i pxi
(xi)

´

I(x) =

∫

x

px(x) ln
px(x)

∏

i pxi
(xi)

dy =
∑

iH(xi)−H(x) µ Ö ·
 5¸

H
¤��[��§wÄ ¤*¡T�Y�Y 5�q� ¤�¨`¤32 �x��¡q¡` 5¡t°�½�����§�¤*���q�Y 5�q�Y� �+�Y����¨`¤ §��#¨`� £5¤*�Y¦5¤*¡xª+¤ ¨`¤�/#¥q§ § ¬x�5ª41TÞ

�t¤*� ¬q§ ¤*��²� 5¡8�Y��� ��¹T¥q¤
I(x)

¤��[�B�Y 5¥(�Z 5¥q�W���: T�e� �Y� ³Z² ¤+���*Ä ��¡q¡T¥q§ ¤��e��¤+���e¤*¥q§ ¤*®�¤*¡T���e�
px(x) =

∏

i pxi
(xi)

²qª�Ä ¤��[�eÞZÑnÞZ¨`� �Y¤F§ ¤�� £n���Y����¬q§ ¤��
xi

�e 5¡5��� ¡x¨`�*�:¤*¡x¨q��¡5�Y¤��*°
½����©ª+ 5¡x�e��¹T¥q¤*¡5��²� 5¡ �:¤*¥`�©¥`�Y� § ���e¤*��§wÄ � ¡`³� 5�Y®0�n�Y�  5¡ ®�¥`�Y¥q¤*§ § ¤�ª+ 5®�®�¤B¥q¡Áª+�Y� �Y*�Y¤

�: 5¥q��®�¤��e¥q�Y¤*��§wÄ � ¡x¨`�*�:¤*¡x¨q��¡xª+¤,¨c¤��.�e 5�e�Y� ¤���¨q��¡x��¥q¡©�eØ`�[�Y*®�¤��e�*�x���W�n�Y¤*¥q��¨`¤,�e 5¥q�Wª+¤��*°
Ç�§  5�W�*²x§wÄ ��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤�¨`¤)�e�*�x���W�n�Y�  5¡B�:¤*¥`��'+�Y�Y¤�¬x�5�e�1�e¥q�,§��©®�� ¡q� ®����Y�n�Y�  5¡�¨`¤1§wÄ � ¡`³� 5�eÞ
®0�n�Y�  5¡2®1¥`�Y¥q¤*§ § ¤�¨`¤����e 5�e�Y� ¤��*°

½| 5¥q�©ª+¤+�e�Y¤�®�� ¡q� ®����Y�n�Y�  5¡t²� 5¡ �:¤*¥`�©¥`�Y� § ���e¤*�0¥q¡q¤����q�q�Y `ª��q¤B¨`¤B�[Øc�:¤�¦5�W�5¨`� ¤*¡5��°
½� 5¥q��ª4¤*§���� §=�e¤*�W�#�Y�Y��.¥`�Y� § ¤#¨=Ä ��£5 5� �.¥q¡q¤,¤+¯`�q�Y¤��Y�e�  5¡0�: 5¥q�.§���£����Y���n�Y�  5¡0¨`¤,§wÄ � ¡`³� 5�Y®0�nÞ
�Y�  5¡�®1¥`�Y¥q¤*§ § ¤ ¤*¡)³� 5¡xª4�Y�  5¡0¨~Ä ¥q¡q¤ �:¤+�Y� �W¤ £n���Y���n�Y�  5¡�¨q��¡x���e 5¡����Y¦5¥q®�¤*¡T� µ §��35[¨`� �=�*�Y¤*¡`Þ�Y� ¤*§ § ¤76�¨`¤,§wÄ � ¡`³� 5�Y®0�n�Y�  5¡�®1¥`�Y¥q¤*§ § ¤ · ²T£���§���¬q§ ¤�¹T¥q¤*§ § ¤,¹T¥q¤,�e 5� �.§��#³� 5�Y®�¤5²5�x���W��®��+�Y�Y��¹T¥q¤ 5¥2¡q 5¡t²x¨`¥��eØ`�[�Y*®�¤�¨`¤��e�*�x���W�n�Y�  5¡2Ñ)¤��[�Y��®�¤+��°

Çt£���¡5�.�q�Y���e¤*¡T�Y¤*��§ ¤ �!�q�* 5�Y*®�¤�ª+ 5¡xª+¤*�Y¡x��¡5��§���¨`� �=�*�Y¤*¡T�Y� ¤*§ § ¤,¨`¤�§wÄ � ¡`³� 5�Y®0�n�Y�  5¡�®�¥`Þ
�Y¥q¤*§ § ¤5²�� § ¤��[��¡q��ª+¤��Y�Y��� �Y¤�¨`¤B¨`�+Ðx¡q� ��§ ¤��1³� 5¡xª4�Y�  5¡x�)�Yª+ 5�Y¤��1®�¥q§ �Y� Þr£����Y����¬q§ ¤����= 5¥q�)¥q¡
£5¤�ª4�Y¤*¥q����§ ���n�Y 5� �Y¤5°
���8� �9,.:;���'�3<=$%�&�'�3:;:><?���%,@ *)3-A$%�CBED�"��!�&"�FG-&,.:
HJIKHJI�LNM	OQP�R�SUTES�V=R�W

Ò ���q�=¤*§  5¡x��¨~Ä ��¬: 5�W¨�§��#¨`�+Ðx¡q� �Y�  5¡�¨`¤�§��,³� 5¡xªW�W�  5¡)�Yª+ 5�Y¤�¨~Ä ¥q¡q¤�£����Y����¬q§ ¤H��§ ���n�Y 5� �Y¤,´
M	OQP�R�SUTES�V=RXLZY Ë3[ ���?\��8] ����È^\��nÌYÏ`_5Ï1Î ËbanËnÌc]ÓË5Í+Î Ï0ËnÎ ÉYË�� �d]�ÌYÏ

x
Ï4È ��_5É8e �!]ÓÏ�Ê`ËnÌ`f

ψx(x) , −
d

dx
ln px(x) = −

p′x(x)

px(x)
µ × ·

�dg
px

Ï4È �.Î Ë	_5Ï��qÈc] �ZÉ`_5Ï Ê:Ì!�5ÍWË5Í7]�Î ] �ZÉb_5Ï
x hÝ�����¡5�Y¤*¡x��¡T��²��: 5¥q�1¥q¡¢£5¤�ª4�Y¤*¥q�1��§ ���n�Y 5� �Y¤

x = (x1, . . . , xN )T ²� 5¡«¨`�+Ðx¡q� �)¨`¤*¥`¯�[Øc�:¤�� ¨`� �=�*�Y¤*¡T�Y¤���¨`¤��H³� 5¡xª4�Y�  5¡x� �Yª+ 5�Y¤��*°
M	OQP�R�SUTES�V=RiH@Y Ë�j ���?\��8] ���lkJ\��nÌYÏ�m"ËnÌ �n] �=ËnÎ Ïpo8mqk%j�r4sp_5Ï

x
Ï4È �~Î Ï�anÏ�\��ZÏ7t`Ì�_5Ï4ÈJ[ ���?\7u

�8] ���qÈ#È^\!�nÌYÏ4È`_5Ï�È*Ï4Èv\!�dw,Ê ��È*Ë����ZÏ4È�x�\!y Ï4È �8u�zdu�_d]�ÌYÏlf
ψx(x) , (ψ1(x1), . . . , ψN (xN ))

T µ Ü ·
�dg{f

ψi(xi) , −
d

dxi

ln pxi
(xi) = −

p′xi
(xi)

pxi
(xi)

µ � ·
|�}p~����c� �d~��.�^�&�c���G�d�����A�8� �c�q�=���l�7~������&�8~9� �A��~������A�E� ~4�8� �c�����8� ���&�&�����3��� ~����c� ~�� �����n�c�����^���3� �&�

�����C~4�8� �c�������&���8�&�7�����c�+�c�c�&���&��~&�7�&��� �&�.~��U�8� �&� �&�.�A��� ���+�&�+�c� ��������� ~'�8���&�8�c�

Ö



M	OQP�R�SUTES�V=R�� Y Ë�j ���?\��8] ���`kJ\��nÌeÏ+\������ �d] ���ZÏ3o�� k%j��csG_5Ï
x
Ï4È �=Î Ï ��ÌYË _d]ÓÏ����._5Ï��

− ln px(x) 	
x

\!y Ï4È �8u�zdu�_d]�ÌYÏlf
ϕx(x) , (ϕ1(x), . . . , ϕN (x))

T µ * ·�dg{f
ϕi(x) , −

∂

∂xi

ln px(x) = −
∂

∂xi
px(x)

px(x)
µ + ·


 ¡B¨`�+Ðx¡q� �,��¥x�Y�e��´
M	OQP�R�SUTES�V=R��*Y Ë�9] ��É+ÌeÏ��?\YÏ9_5Ï4È�j ���?\��8] ���qÈ3kJ\��nÌeÏ4È`o8k%j���csl_5Ï

x
Ï4È ��Î Ë�_d] ��É+ÌeÏ��?\WÏ

Ï����wÌYÏ#È*Ëlmqk%j8Ï��.È*Ë�� k%jZf

βx(x) , ψx(x)−ϕx(x) µ , ·
HJIKHJIKH����dV����dS�OQTEO>W

 ¡��q�Y���e¤*¡T�Y¤���ª+��¹T¥q¤*§�¹T¥q¤��,�q�Y 5�q�Y� �+�Y��� � ®��= 5�e�W��¡5�Y¤��F¨`¤�� ³� 5¡xª4�Y�  5¡x�F�Yª+ 5�Y¤�� ®1¥q§ �Y� Þ

£n���Y����¬q§ ¤��*°:�t¤��#¨`�*®� 5¡x�[�Y�W�n�Y�  5¡x�,¨`¤�ª+¤��,�q�Y 5�q�Y� �+�Y���,�e 5¡T���e¥q�q�`�Y��®��+¤��F��ª+�|¤+�#�=¤*¥q£�¤*¡T�
'+�Y�Y¤F�Y�Y 5¥q£5¤*� ¨q��¡x��§���£�¤*�W�e�  5¡Bª+ 5®��q§ +�Y¤�¨`¤�§��1�!�q��e¤5°
���dV����dS�OQTEO LZY Ï4È \!�dw,Ê ��È*Ë����ZÏ4È _dt anÏ�\��ZÏ7t`Ì

x = (x1, . . . , xN )T
È������	] �?_5ÉZÊqÏ��!u

_5Ë����ZÏ4È#Èc].Ï���È*Ï7t`Î Ï7w0Ï�����Èc]�È*Ëlk%j� È%y Ë����!t`Î Ïcx�\!y Ï4È �8u�zdu�_d]�ÌYÏlf
ϕx(x) = ψx(x) µ[¶ ) ·

���dV����dS�OQTEO�H�� �dt`Ì�Î Ï9anÏ�\��ZÏ7t`Ì�ËnÎ ÉWË�� �d]�ÌYÏ
x = (x1, . . . , xN )T

����Ë�f

βi(x) =
∂

∂xi

ln p(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN |xi) µ[¶5¶�·
�dg

βi(x)
_5É4Èc] �(�=Ï1Î Ë

i
u��7w©Ïv\��dw,Ê ��È*Ë����ZÏ`_5Ï1Î Ëlk%j� _5Ï

x hß� ��Y 5¡x�,§��©§ �������e 5¡�¤*¡T�Y�Y¤)ª+¤��F¨`¤*¥`¯��q�Y 5�q�Y� �+�Y���*°x½����F¤+¯`¤*®��q§ ¤5²:�= 5¥q�,§ ¤�ª+�5�,¬q��¨`� ®�¤*¡`Þ
�e�  5¡q¡q¤*§w²`§��)�q�Y 5�q�Y� �+�Y� ¿ �*Ä ��ª+�Y� ��´

β1(x1, x2) =
∂

∂x1
ln p(x2 | x1) µ[¶�¿5·

β2(x1, x2) =
∂

∂x2
ln p(x1 | x2) µ[¶ Ö ·

±, 5¡xª�²
β1(x1, x2) = 0

�e�
p(x2|x1)

¡q¤1¨`�*�=¤*¡x¨��x�5�,¨`¤
x1
²=ª�Ä ¤��[�eÞZÑnÞZ¨`� �Y¤�¹T¥x��¡x¨

x1
¤+�

x2
�e 5¡T� � ¡x¨`�*�=¤*¡x¨q��¡5�Y¤��*°

���dV����dS�OQTEO�� k��d] �
x
t �qanÏ�\��ZÏ7t`Ì#ËnÎ ÉWË�� �d]�ÌeÏ`_5Ï9_5Ï��qÈc] �ZÉ

px
Ï���_5Ï�� k%j

ϕx h
k��d] �

f(x)t �=ÏJ[ ���?\��8] ���bw`t`Î �8]KuAanËnÌc]ÓË5Í+Î Ï�_ �����tÎ Ï4È�_5É+Ìc]KanÉWÏ4È|Ê`ËnÌ �8]ÓÏ+Î�Î Ï4È Ï�� ]�È �ZÏ�����Ï��=È������ \������8] �!txÏ4È h Î �nÌWÈ�x�Èc]�����Èct�Ê5Ê ��È*Ï"!^txÏvf

lim
xi→±∞

∫

x1,...,xi−1,xi+1,...,xN

f(x)px(x) dx1 · · · dxi−1 dxi+1 · · · dxN = 0 µ[¶ × ·
����Ë�f

E {f(x)ϕi(x)} = E

{

∂f

∂xi

(x)

}

µ[¶ Ü ·
#%$ �c� �7���^�&�c�����n�����A�8� �c�
& }p~����c� �d~��%�^�&�c�����d�����A�8� �c�

×



ß� ��Y¤�%2¬q� ¤*¡ ¹c¥`¤B§��"ª+ 5¡x¨`� �Y�  5¡ µ[¶ × · ¡tÄ ¤��[�0�q�5�1�Y�Y 5�Ú�Y¤��[�Y�Y��ª4�Y� £5¤5°|½�����¤+¯`¤*®��q§ ¤5²�¤*§ § ¤¤��[���Y�n�Y���[³Ó��� �Y¤F�= 5¥q�H�Y 5¥x�H§ ¤���£5¤�ª4�Y¤*¥q�W����§ ���n�Y 5� �Y¤��.¬: 5�Y¡q���*° À ¤+�e�Y¤#�q�Y 5�q�Y� �+�Y�#�e¤*�W�1¥`�Y� § ¤
�: 5¥q� ¥q¡q¤�¤��[�Y� ®0�n�Y�  5¡2�x��� § ¤���®� 5� ¡x¨`�Y¤�� ¨`¤�ª*���Y�Y����¨`¤#§�� #>2 Õ °
���dV����dS�OQTEO � � �dt`Ì�Î Ï9anÏ�\��ZÏ7t`Ì�ËnÎ ÉWË�� �d]�ÌYÏ

x = (x1, . . . , xN )T ����Ë�f
ψi(x) = E {ϕi(x) | xi = x} µ[¶ � ·

�dg
ϕi

Ï��
ψi

_5É4Èc] �(�=Ï����HÎ Ë
i
u��7w0Ï`\��dw,Ê ��È*Ë����ZÏl_5Ï1Î Ë � k%j8Ï��HÎ Ëbmqk%jX_5Ï

x
x�ÌYÏ4ÈrÊqÏ�\��8]Ku

anÏ7w0Ï���� hÇ�¥`�Y�Y¤*®�¤*¡T�,¨`� ��²q§��b2 Õ ± ¤��[� ¥q¡q¤�®�¤��e¥q�Y¤�¨`¤�¨~Ä ��ª*���e� ¨`¤�§�� #>2 Õ Ñ��Y�)®� nØ5¤+¡q¡q¤5°
����� �9"��3����� �%,.�'$%�&,.-�-A,	��, -7�����������! #"�$%�A�'�  *)+$%)�,.-�-&,

�~¤ �!�q�* 5�Y*®�¤ ¹T¥q�x�e¥q� �.¤��[��§ ¤����`�* 5�Y*®�¤ �q�Y� ¡xª+� �x��§x¹T¥q�q¡q 5¥x���:¤*�Y®�¤+�.¨`¤,ª+ 5¡x�[�Y�Y¥q� �Y¤
¨`¤�� ��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤���¨`¤#�[Øc�:¤�¦5�W�5¨`� ¤*¡5� �: 5¥q� ®�� ¡q� ®����e¤*��¥q¡q¤�� ¡`³� 5�Y®0�n�Y�  5¡�®1¥`�Y¥q¤*§ § ¤5°

�� O>V��������L k��d] �

x
t ��anÏ4\��ZÏ7t`Ì�ËnÎ ÉWË�� �d]�ÌYÏ#Í��nÌ �=É,Ï��

∆
t ��anÏ4\��ZÏ7t`Ì�ËnÎ ÉWË�� �d]�ÌYÏ � ÊqÏ��8] �

	Ï��{w��7w0Ïv_d]Kw0Ï��qÈc] ��� h  Î �nÌWÈ9f
I(x+∆)− I(x) = E

{

∆Tβx(x)
}

+ o(∆) µ[¶ * ·
�dg
βx

Ï4È �.Î Ëlk!j� _5Ï
x
x�Ï��

o(∆)
_5É4Èc] �(�=Ï1Î Ï4È �ZÏ+Ìcw0Ï4È9_ y �nÌ4_nÌYÏ�Èct�ÊqÉ+Ìc]ÓÏ7t`ÌWÈ1Ï��

∆ h±1Ä ���q�Y*��ª+¤��!�q�* 5�Y*®�¤5²n 5¡��Y¤*®0���W¹T¥q¤ ¹T¥q¤ §��p2 Õ ± ¤��[��§ ¤���¦5�W�5¨`� ¤*¡T���[�Y qª!�x�5�[�Y��¹T¥q¤��¨`¤�§wÄ � ¡`³� 5�Y®0�n�Y�  5¡2®�¥`�Y¥q¤*§ § ¤5°
Ç �x���e�Y� �)¨`¤�ª+¤©�!�q�* 5�Y*®�¤0¤+��¨`¤�§����q�Y 5�q�Y� �+�Y� ¶  5¡¢�:¤*¥`��¨`��¨`¥q� �Y¤�§ ¤0�!�q�* 5�Y*®�¤�e¥q� £n��¡T��´


�� O>V������� H k��d] �
x0

t ��anÏ�\��ZÏ7t`Ì)ËnÎ ÉWË�� �d]�ÌeÏ7x�_ ����� Î Ëq_5Ï��qÈc] �ZÉ,Ê ��ÈWÈ*Ï�_5Ï�_5Ï4Èl_5É+Ìc]KanÉ4È
\������8] �!txÏ4È h k=] Ê �dt`Ì�� �dt �`anÏ4\��ZÏ7t`Ì�ËnÎ ÉWË�� �d]�ÌYÏ2Ê`Ï���] �

∆
x
I(x0) ≤ I(x0 + ∆)

x�ËnÎ �nÌWÈ
I(x0) = 0 hÀ ¤��!�q�+ 5�Y*®�¤��Y�Y��©� ®��: 5�e�W��¡T��®� 5¡5�W�Y¤"¹T¥q¤5²��cÎ�y ] ��[ �nÌcw0Ë��8] �(�@w`t �8txÏ+Î�Î Ï �?y Ë�ÊqË�È�_5Ï
w`] �!]Kw`t�w�Î �E\WËnÎ��T°
����� � : $%�� #"�$%�A�'����,@���'�3<=$%�&�'�3: :><?�'��,.:  *)3-A$%�8BED�"��!�&"�FG-&,.:

�~¤��,¨`¤*¡x�e� �Y����¨`¤����e 5¥q�Wª+¤�� �+�W��¡5�,� ¡xª+ 5¡q¡c¥q¤��*²q§��0ª+ 5¡xª+¤*�`�Y�  5¡�¨~Ä ��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤���¬x�5�e�*¤
�e¥q��§��«®�� ¡q� ®����Y�n�Y�  5¡ ¨`¤"§wÄ � ¡`³� 5�Y®0�n�Y�  5¡ ®�¥`�Y¥q¤*§ § ¤��x����§ ¤"�Y���e¥q§ �W�n� µ[¶ * · ².�Y¤�¹T¥q� �Y¤*¡T�§wÄ ¤��[�Y� ®0�n�Y�  5¡B¨`¤�� #>2 Õ ¤+�,Ý{2 Õ °
HJI �.I�L��GW^TES��! �TES�V=R#"$�&%$')(
�GW^TES��! �TES�V=R �* � R�V�+, .- º  �¡q¤¢³� 5¡xª4�Y�  5¡

k(x) = k(x1, . . . , xN )
¤��[�����q�=¤*§ �*¤

�-�/5Ëdt��e��´ µ � · ∀x ∈ RN , k(x) ≥ 0
² µ ¬ · ∫RN k(x) dx = 1

¤+� µ ª · ∫RN x k(x) dx = 0
°

2T 5� �
x
¥q¡�£5¤�ª4�Y¤*¥q����§ ���n�Y 5� �Y¤5²c¨` 5¡5�

T
��ª��x��¡T�Y� § §  5¡x�

{x1,x2, . . . ,xT }
�e 5¡T�� 5¬x�e¤*�eÞ

£5���*°qÇ�§  5�W�*²`§wÄ ¤��[�Y� ®0�n�Y¤*¥q��Ñ)¡q nØ5��¥`¯2¨`¤��Y��¨c¤*¡x�e� �Y���*Ä ��ª+�Y� ��´

p̂x(x) ,
1

T

T
∑

t=1

k(x− xt) µ[¶ + ·
¨~Ä  5¸2§wÄ  5¡B¤*¡�¨`�*¨`¥q� �,§wÄ ¤��[�Y� ®0�n�Y�  5¡B¨`¤�§��

i
Þr+®�¤�ª+ 5®��: T�Y��¡T�Y¤#¨`¤��Y� #>2 Õ ´

ϕ̂i(x) , −
∂

∂xi
p̂x(x)

p̂x(x)
= −

∑T
t=1

∂k
∂xi

(x− xt)
∑T

t=1 k(x− xt)
µ[¶ , ·

Ü



�GW^TES��! �TES�V=R!"$�&�� º S�� -$� "$� � � %S�W �������� %R�� � À ¤+�e�Y¤F®��+�!�q `¨`¤,¤��[�H¬x�5�e�*¤F�e¥q�
§��F�q�Y 5�q�Y� �+�Y��Öq° 2c¥q�q�: T�e 5¡x��¹T¥q¤�§wÄ  5¡)£5¤*¥q� § § ¤�¤��[�Y� ®�¤*�

ϕi(x)
ª+ 5®�®�¤�¥q¡q¤�ª+ 5®�¬q� ¡x�����e 5¡

§ � ¡q����� �Y¤�¨`¤��H³� 5¡xª4�Y�  5¡x��®1¥q§ �Y� Þr£����Y����¬q§ ¤��
{k1(x), . . . , kL(x)}

²xª�Ä ¤��[�eÞZÑnÞZ¨`� �Y¤)´

ϕ̂i(x) =

L
∑

j=1

wjkj(x) = kT (x)w µw¿ ) ·
�x��� §��)�q�Y 5�q�Y� �+�Y��Öq²` 5¡2�:¤*¥`��®� 5¡T�Y�Y¤*��¹T¥q¤#§ ¤

w
¹T¥q�~®�� ¡q� ®����e¤�§wÄ ¤*�Y�Y¤*¥q��´

E = E
{

(

ϕi(x)− ϕ̂i(x)
)2
} µw¿`¶�·

¤��[�,¨` 5¡q¡q�#�x����´
E
{

k(x)kT (x)
}

w = E

{

∂k

∂xi

(x)

}

µw¿5¿5·
HJI �.IKH �GW^TES��! �TES�V=R#"$� ')(+M
�GW^TES��! �TES�V=R�W�S�R$"�O � �>R$"$ %R?T �>W "$���� %$')( �QT	�� �
�')( ½� 5¥q��¤��[�Y� ®0�n�Y¤*��§��p2 Õ ±1²¥q¡q¤F®��+�!�q `¨`¤,¤��[��¤��[�Y� ®�¤*�H§ ¤�� #>2 Õ ¤+� Ý{2 Õ �e�*�x���Y�*®�¤*¡T��²T¤+�H�q¥q����ª*��§�ª+¥q§ ¤*�.§ ¤*¥q��¨`� �=�+Þ�Y¤*¡xª+¤5²qª�Ä ¤��[�eÞZÑnÞZ¨`� �Y¤)´

β̂x(x) = ψ̂x(x)− ϕ̂x(x) µw¿ Ö ·
� º ��� �����=I
�� M�����O������ ��������� �����qO � �!� "$#%"�&�')(+* m VYX�VWSrX[f l�Q+X[VWi5d|b`VWi5Xt�YXZd[V.Q*bTbT_ f �niTa�kTQ*RTS�k5VWSl�aW_ Q*RTj�VWS�_ f RTa4Q*f d[VWS#y�f RTSrXeQ*RnXeQ*RTaWS�g�i©UWg�R�h�g�_ i5X[f o�SezHk5V-,�SZg�i5d[UWVWSW{qP Q*RTSHUWVYXZX[VFl�aYX[\Tg�k5V�^cg�RVWSrX[f l�V

ϕi(x1, x2)
bTQ*d/.

ϕ̂i(x1, x2) =
7
∑

j=1

wij kj(x1, x2)
y0,21nz

g43 .
k1(x1, x2) = 1, k2(x1, x2) = x1, k3(x1, x2) = x2

1, k4(x1, x2) = x3
1

k5(x1, x2) = x2, k6(x1, x2) = x2
2, k7(x1, x2) = x3

2

y0,45�z
VYX._ VWS�h�Q*_ VWi5d[S�g�b5X[f l�Q*_ VWS.k5V

wij
� S�SZg�RnX.g��5X[VWRniTVWS.k5V#y0,4,�ze{P�V�l�Q*RTf ]Yd[V�SZf l�f _ Q*f d[V�^

ψi(xi)
VWSrX.VWSrX[f l�aWV�bcQ+d6.

ψ̂i(xi) = w
(i)
1 + w

(i)
2 xi + w

(i)
3 x2

i + w
(i)
4 x3

i

y0,87�z
9=f RcQ*_ VWl�VWRnX4^5g�R�U4Q*_ UWiT_ V��:9=PÁbcQ+d�y0,8;�ze{

��¡��Y����§ � �Y�5²tª+¤+�e�Y¤0®��+�!�q q¨`¤0¤��[���:¤*¥¢�Y�n�Y���[³Ó�����Y��¡T�Y¤5°-�.¡�¤��=¤+��²�¥q¡¢��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤�¨`¤
�[Øc�:¤�¦5�W�5¨`� ¤*¡T� �: 5¥q��®�� ¡q� ®����e¤*��§wÄ � ¡`³� 5�Y®0�n�Y�  5¡2®1¥`�Y¥q¤*§ § ¤��*Ä ���Y�!'+�Y¤�¹T¥x��¡x¨2§��b2 Õ ± ¤��[�
%*�*�Y x°:±, 5¡xª�²=�e�| 5¡�¤��[�Y� ®�¤1§���Ý{2 Õ ¤+�F§�� #>2 Õ �e�*�x���Y�*®�¤*¡T��²x§ ¤��,¤*�Y�Y¤*¥q�W�,¨`¤1§wÄ ¤��[�Y� ®0�nÞ�Y�  5¡x� �e 5¡5� � ¡x¨`�*�:¤*¡x¨q��¡T�Y¤��*²`¤+����§  5�W�.§wÄ ��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤F�:¤*¥`���*Ä ���Y�!'4�W¤+���e¥q��¨`¤��H®0��¥q£������e¤��
�e 5§ ¥`�Y�  5¡x�*°
�GW^TES��! �TES�V=R "$� ')(+M �* �<���=��S�WEW  ?> ��"$��%$')( ß� 5¥x�|�q�Y 5�: T�e 5¡x��¤��[�Y� ®�¤*��§��FÝ{2 Õ�)�x���e�Y� ��¨`¤#§wÄ ¤��[�Y��®0�n�Y�  5¡B¨`¤�§�� #>2 Õ ¤*¡B¥`�Y� § ���Y��¡T��§��)�q�Y 5�q�Y� �+�Y�F×x°Ç�¥`�Y�Y¤*®�¤+¡T�H¨`� ��²� 5¡�¤��[�Y� ®�¤�¨~Ä ��¬: 5�W¨1§�� #>2 Õ �x����¡tÄ � ®��= 5�e�Y¤ ¹T¥q¤*§ § ¤ ®��+�!�q `¨`¤5²��q¥q��� 5¡)¤��[�Y� ®�¤ §��#Ý{2 Õ �x��� µ[¶ � ·Hµ ¤*¡�¥`�Y� § ���Y��¡T��¥q¡q¤ ®��+�!�q q¨c¤�¨`¤ �Y�*¦5�Y¤��Y�[�  5¡<@��x����¤+¯`¤*®��q§ ¤¨`¤�� �e�q§ � ¡q¤���¨`¤#§ ���Y�Y��¦5¤ · ²c¤+��¤*¡`Ðx¡t²q 5¡Bª*��§�ª+¥q§ ¤#§ ¤*¥q��¨`� �=�*�Y¤*¡xª+¤5°

�



�GW^TES��! �TES�V=R �  � � S�W^TEV%>�� .���!� ±F��¡x�1ª+¤+�e�Y¤�®��+�!�q q¨`¤ µ �: 5¥q�1§ ¤2ª*�5��¬q��¨`� ®�¤*¡`Þ�e�  5¡q¡q¤*§ · ²+ 5¡#¥`�Y� § ���e¤.¨~Ä ��¬: 5�W¨F¥q¡ �q���[�Y 5¦5�W��®�®�¤��: 5¥q�t¤��[�Y� ®�¤*� px(x1, x2)
°�2c 5� �

p(n1, n2)ª+¤+� �q���[�Y 5¦5�W��®�®�¤5°`Ç�§  5�W�*²`§wÄ �q���[�Y 5¦5�W��®�®�¤#¹T¥q�~¤��[�Y��®�¤#§���¨`¤*¡x�e� �Y��¨`¤
x1
¤��[��´

p1(n1) =
∑

n2

p(n1, n2) µw¿ * ·
¤+�,¨` 5¡xªF§wÄ ¤��[�Y� ®0�n�Y�  5¡B¨`¤

p(x2|x1)
�e¤*�W��´

p(n2|n1) =
p(n1, n2)

p1(n1)
=
N(n1, n2)

N(n1)
µw¿ + ·

Õ � ¡x��§ ¤*®�¤*¡T��²q¤*¡2¥`�Y� § ���Y��¡T� µ[¶�¿5· ²` 5¡2 5¬`�Y� ¤*¡T��¥q¡q¤�¤��[�Y� ®0�n�Y�  5¡B¨`¤ β1(x1, x2)
´

β1(n1, n2) =
p(n2|n1)− p(n2|n1 − 1)

p(n2|n1)
µw¿ , ·

β2(n1, n2)
¤*�[��¤��[�Y� ®��*¤��x����¥q¡q¤�®0��¡q� *�Y¤��e� ®�� §���� �Y¤5°

Ý���§�¦5�Y���Y�B�e� ®��q§ ��ª+� �Y�5²�ª+¤+��¤��[�Y� ®0�n�Y¤*¥q��¨` 5¡q¡q¤©¨`¤*��¬: 5¡x���Y���e¥q§ �W�n��¨q��¡x�#§��B�e�*�x�nÞ
�W�n�Y�  5¡�¨`¤1®��*§���¡q¦5¤���§ � ¡q����� �Y¤���� ¡x�[�W��¡T�W��¡q��� µ £5 5� �,§��©£5¤*�W�e�  5¡�ª+ 5®��q§ +�Y¤)¨`¤1§��0�!�q��e¤ · ²® '*®�¤���£5¤�ªF¥q¡�¨`��ª+ 5¥q�x��¦5¤F¤*¡B¥q¡B�:¤+�Y� ��¡q 5®1¬q�Y¤�¨`¤#¬x��¡x¨`¤�� µ £�¤*�W� ¶ ) · °
�  �;OQT � V)"$� "$� � �  .� Ò ��ª+¤*®�®�¤*¡T��².±1° "#°�½ �x��® Â ¶ × Ã ���q�Y 5�: T�e�B¥`¡q¤�®��+Þ�!�q `¨`¤5²q¬x�5�e�*¤#�e¥q��¨`¤�� �e�q§ � ¡q¤���¤+��§wÄ ¤*¡5�Y�Y 5�q� ¤5²`�= 5¥`� §wÄ ¤��[�Y� ®0�n�Y�  5¡B¨`¤�§��1³� 5¡xªW�W�  5¡B�Yª+ 5�Y¤
ª+ 5¡x¨`� �Y�  5¡q¡q¤*§ § ¤�¨`�+Ðx¡q� ¤��x����´
ψxN |xN−1···x1

(xN |xN−1, . . . , x1) , −∇ ln pxN |xN−1···x1
(xN |xN−1, . . . , x1) µ Ö ) ·

 5¸
pxN |xN−1···x1

(xN |xN−1, . . . , x1)
¤��[��§��#¨`¤*¡x�e� �Y��¨`¤ �q�Y 5¬x��¬q� § � �Y� ª+ 5¡x¨`� �Y�  5¡q¡q¤*§ § ¤ ¨`¤

xN

¤*¡��Y�5ª!�x��¡T�
x1, . . . , xN−1

°~½����#§����q�Y 5�q�Y� �+�Y� ¿  5¡"�:¤*¥`���*¦T��§ ¤*®�¤*¡T�#¥`�Y� § ���e¤*��ª+¤+�¤��[�Y� ®0�n�Y¤*¥q� �: 5¥q� ¤��[�Y� ®�¤*��§��b2 Õ ±1°
����� �9"# ���3�� �&:Q"�$%�A�'����,@-7�����3�4�'�% #"�$%�&�'�  *)+$%)�,.-�-&,

 ¡B�1£c¥�¹T¥tÄ ¥q¡B��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤#¨`¤��e�*�x���W�n�Y�  5¡2¨`¤��e 5¥q�Wª+¤F�=¤*¥`� '+�Y�Y¤#¬x�5�e���e¥q��§��)®�� Þ

¡q� ®����Y�n�Y�  5¡2¨`¤F§wÄ � ¡`³� 5�Y®0�n�Y�  5¡©®�¥`�Y¥q¤*§ § ¤�¨`¤����e 5�e�Y� ¤��*²Tª�Ä ¤��[�eÞZÑnÞZ¨`� �Y¤F¹T¥q¤F§ ¤��.�x���W��®�+�Y�Y¤��
¨`¥B�eØ`�[�Y*®�¤��e�*�x���W�n�Y¤*¥q��¨` 5� £5¤*¡T� '+�Y�Y¤#ª*��§�ª+¥q§ ��� �nÐx¡B¹T¥q¤#§wÄ � ¡`³� 5�Y®0�n�Y�  5¡�®1¥`�Y¥q¤*§ § ¤�¨`¤*�
�e 5�e�Y� ¤����e 5� ��®�� ¡q� ®0��§ ¤5° 
 ¡)�q�Y���e¤*¡T�Y¤���ª+�x¨`¤*¥`¯)���q�q�Y qª!�q¤���¨`� �=�*�Y¤*¡T�Y¤����: 5¥q��³Ó��� �Y¤ ª+¤+�e�Y¤
®�� ¡q� ®����Y�n�Y�  5¡t°
HJI��JI�L » �����dV � � � >�� ."�S��>R?T

±F��¡q�©ª+¤+�e�Y¤"���q�q�Y `ª��q¤5²�§���¨`�*�Y� £5�*¤�¨`¤�§wÄ � ¡`³� 5�Y®0�n�Y�  5¡ ®1¥`�Y¥q¤*§ § ¤�¨`¤��©�e 5�e�Y� ¤����x���
�W���q�: 5�e����¥�ª!�x�5¹T¥q¤��x���W��®�+�Y�Y¤F¤��[�,ª*��§�ª+¥q§ �*¤5²q�q¥q��� ¥q¡���§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤#¨`¤#�[Øc�:¤�¦5�W�5¨`� ¤*¡5�
¤��[�����q�q§ ��¹T¥q���e¥q�Bª��q�5¹c¥`¤��q���W��®�+�Y�Y¤5°� �¡ �x���W��®�+�Y�Y¤��:¤*¥`� '+�Y�Y¤"¥q¡8�Yª*��§���� �Y¤5².¥q¡
£5¤�ª4�Y¤*¥q�� 5¥�¥q¡q¤,³� 5¡xª4�Y�  5¡ µ �: 5¥q��§ ¤��H®��*§���¡q¦5¤��H½.ß,��²`�x���H¤+¯`¤*®��q§ ¤ · °qÇ�¥`�Y�Y¤*®�¤*¡T��¨`� ��²�e�5 5¡#� ¡x¨`��¹T¥q¤�§ ¤.�eØ`�[�Y*®�¤�¨`¤.�e�*�x���W�n�Y�  5¡F�x���

y = f(x;θ)
²+§wÄ ��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤�¨`¤.�e�*�x���W�n�Y�  5¡

¤��[��´
θ ← θ − µ

∂

∂θ
I(y) µ Ö ¶�·

*



HJI��JIKH » �����dV � � � ���dV�� �!�nTES�V=R�� 
*S�R�S�� S�W  �TES�V=R��%���dV�� �!�nTES�V=R��
2T 5� �
yn

¥q¡�£5¤�ª4�Y¤*¥q�|��§ ���n�Y 5� �Y¤�¨`¤�2 Õ ± βyn
(y)

°�2=Ä � §T¤+¯`���[�Y¤�¥q¡q¤��Y�*¦5�  5¡��e¥q��§��5¹T¥q¤*§ § ¤
§��©³� 5¡xª4�Y�  5¡

βyn
(y)

¤��[��¡q 5¡q¡T¥q§ § ¤�¤+��ª+ 5¡T�Y� ¡T¥q¤5²t��§  5�W�
E
{

‖βyn
(y)‖2

} ¡q¤)�=¤*¥`���x�5�
'+�Y�Y¤#�*¦T��§ ¤�Ñ %*�*�Y x°`±,�+Ðx¡q���Y�e 5¡x��§�¤#¡q 5¥q£5¤���¥2£�¤�ª4�Y¤*¥q����§ ���n�Y 5� �Y¤

yn+1
ª+ 5®�®�¤��e¥q� ��´

yn+1 = yn − µβyn
(yn) µ Ö ¿5·

 5¸
µ
¤��[��¥q¡2�=¤+�Y� �,�Yª*��§���� �Y¤F�: T�e� �Y� ³[°q½���� § ¤F�!�q�* 5�Y*®�¤ ¶  5¡��2´
I(yn+1)− I(yn) = −µE

{

‖βyn
(yn)‖2

}

< 0⇒ I(yn+1) < I(yn) µ Ö5Ö ·
±, 5¡xª�²5§wÄ ��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤

y← y−µβy(y)
³Ó��� �H¨`� ®�� ¡c¥q¤*�

I(y)
Ñ�ª!�x�5¹T¥q¤�� �Y�*�W�n�Y�  5¡�¤+�.�x���

§ ¤,�!�q�* 5�Y*®�¤ ¿ � §:Ðx¡q� �W���x�����q�Y `¨`¥q� �Y¤,§ ¤���ª+ 5®��= T�Y��¡5�Y¤��.� ¡x¨`�*�:¤*¡x¨q��¡T�Y¤��*° À ¤*�=¤*¡x¨`��¡T��²ª+¤+�F��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤#¡tÄ �5�Y�e¥q�Y¤��x�5��¹T¥q¤�§��)�Y�W��¡x�[³� 5�Y®0�n�Y�  5¡2Ðq¡x��§ ¤
x 7→ y

���q�x���e�Y� ¤*¡T�,Ñ0§��
³Ó��®�� § § ¤

y = f(x;θ)
°

½| 5¥q���Y���e 5¥x¨`�Y¤Hª+¤H�q�Y 5¬q§ *®�¤5²nÑ#ª!�x�5¹T¥q¤�� �Y�*�W�n�Y�  5¡1 5¡1�Y¤*®��q§��5ª+¤H§����Y�W��¡x�[³� 5�Y®0�n�Y�  5¡
x 7→ y

�x�����Y���q�Y  �Z¤�ª4�Y�  5¡Á�e¥q�©§��"³Ó��®�� §�§ ¤
y = f(x;θ)

°.Ç�¥`�Y�Y¤*®�¤*¡T��¨`� ��²Hª��x�5¹T¥q¤
� �Y�*�W�n�Y�  5¡ ¨`¤B§wÄ ���q�q�Y qª!�q¤2�q�Y  �Z¤�ª4�Y�  5¡ ¨`¤��e�*�x���W�n�Y�  5¡Ú¨`¤��e 5¥q�Wª+¤Bª+ 5¡x�e���[�Y¤2¤*¡Á�4�4���:¤��
�e¥q� £n��¡T�Y¤��#´

 Ý�� ¡q� ®����Y�n�Y�  5¡�´
¶ ° y← y − µβy(y)

²
 ½��Y (�Z¤�ª4�Y�  5¡�´

¿ ° θ0 = argminθ E
{

‖y − f(x;θ)‖2
} ²

Öq°
y← f(x;θ0)

°

� ���
	�� �
7����9�
	�+�+���+��4���
	 �+��	~����)����	�
	
����� ���U"����3�%�+<���,����%" �3�&,.�'$

½| 5¥q�2ª+¤��[Øc�:¤"¨`¤"®��*§���¡q¦5¤*�*².§ ¤"�eØ`�[�Y*®�¤"�e�*�q���W�n�W¤+¥q�©¤��[�
y = Bx

².¤+�2� §�³Ó��¥`�
ª*��§�ª+¥q§ ¤*�t§ ¤�¦5�W�5¨`� ¤*¡T��¨`¤

I(y)
�x���t�W���q�= 5�e�tÑ §�� ®0�n�Y�Y��ª+¤

B
°���¡�¥`�Y� § ���Y��¡5�|§ ¤��!�q�* 5�Y*®�¤ ¶ 5¡2�=¤*¥`��®� 5¡5�Y�Y¤*��¹T¥q¤�´

∂

∂B
I(y) = E

{

βy(y)xT
} µ Ö�× ·

½�����ª+ 5¡x�e��¹T¥q¤*¡5��²q§ ¤#¦5�W�5¨`� ¤*¡T� �Y¤*§��n�Y� ³HÂ ¶ Üc² ¶ � Ã �e¤*�W�2´

∇BI ,
∂I

∂B
BT = E

{

βy(y)yT
} µ ÖTÜ ·

��Ä ��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤�Ðx¡x��§�¨`¤0�e�*�q���W�n�W�  5¡ µ ¤*¡�ª+ 5¡x�e��¨`�*�W��¡T�F§ ¤��,� ¡x¨`�+�Y¤*�Y®�� ¡x�n�Y�  5¡x� · ¤��[�#�q�Y�+Þ�e¤*¡T�Y��¨q��¡x��§��)Ðx¦5¥q�Y¤ ¿ °
���8� ���U"����3�%�+<���,��3�%��� ,.<=$%�&�'�

½| 5¥q�0¥`�Y� § ���e¤*�0ª+¤+�e�Y¤����q�q�Y `ª��q¤5²�¨q��¡x�)§��"� �x�5�e¤B¨`¤B�q�Y  �Z¤�ª4�Y�  5¡t²� 5¡ ��¬:¤��e 5� ¡ ¨`¤
ª*��§�ª+¥q§ ¤*�F§���®0�n�Y�Y��ª+¤

B
¹T¥q��®�� ¡q� ®����e¤

E
{

‖y −Bx‖
2
} ° À Ä ¤��[�F³Ó�5ª+� § ¤���®� 5¡T�Y�Y�)¹T¥q¤

ª+¤+�e�Y¤�®0�n�Y�Y��ª+¤#¤��[��ª*��§�ª+¥q§ �*¤#�x����´
B ����� = E

{

yxT
} (

E
{

xxT
})−1 µ Ö � ·

��Ä ��§ ¦5 5�Y� �!�q®�¤�Ðx¡x��§�¨`¤0�e�*�q���W�n�W�  5¡ µ ¤*¡�ª+ 5¡x�e��¨`�*�W��¡T�F§ ¤��,� ¡x¨`�+�Y¤*�Y®�� ¡x�n�Y�  5¡x� · ¤��[�#�q�Y�+Þ�e¤*¡T�Y��¨q��¡x��§��)Ðx¦5¥q�Y¤#Öq°

+



• � RTf X[f Q*_ f �4Q+X[f g�R�. B = I
{

•
vxgng�b�.
� {

y = Bx
{
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