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öŘÃČõ Śõ Ćî ÀłŚŞüõ SkipTree ďŚţąŚĺùćŘć ďć üŞŚþÂČÆõ ÝţþďĄÚóŘ ýĆţêŚþćĄśúŞ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ .ÀĂîüõ ÝûŘÂê ÃČœ Řď ýÀãŞeÀĂİ
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Routing Improvement in Skip List Based
Distributed Data Structures

Abstract

This paper presents an efficient routing algorithm for Peer-to-Peer networks which is designed for searching in Skip List

based overlay networks and supports range queries over multidimensional data. The proposed algorithm is improved

version of SkipTree routing algorithm and the degree of improvement is proved formally. Using this algorithm, the

number of hops will decrease from O(log2 N) to O(logr D) that D is distance between source and destination and r

is routing improvement factor. In addition, size of routing table and number of stored pointers has been reduced.

Furthermore we proved that this algorithm does not affect any other network parameters such as memory requirement,

load balancing, and processing cost.
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üÜî řČŮÂŮ Œþ ćŚźþŘ ěŘÂêŘ ťąďć üÜňŘ ÇÖœ .Àœøďüõ ďŚî
ßČŞ ŚûñŚÊŮŘ ćŚźþŘ ø üŞŚ þÂČÆõ ùĄ¡œ .ÀłŚŞüõ ŚûĆČ§Ś œ ßČŞ
ýěŚČœ ÛČóć ßČÞû ĆŞ ø ťĺŘ ěŘÂêŘ ťąďć ÛØł ěŘ ÛÖţÆõŚûùÂð
ýŚûïÂ Ş .ÀłŚ Ş öěŘĄ ţ õ ťąďć Œþ ěŘÂ êŘ ťąďć Ć î ťÆČ œ
Œþ ø ÀĂţÆû ÛÊţõ Ýû ĆŞ üłÂŢ ťÆČó ŰďĄňĆŞ Ýû ťąďć
üðÄþø .ťĺŘ ÝîŚ§ ŚûöŊ ßČ Ş ťĺŘď Ć Ş šİ ěŘ üÜî řČŮÂŮ
Ćî ÀłŚŞüõ ýŘùěŚŞ ýĄŻøťÆŻ ěŘ üœŚśČţÈŢ SkipTree ÂÚþć

.ÀłŚŞüõ ďŚţąŚĺùćŘć ßþŘ ťČûŚõ ÛČóć ĆŞ ßþŘ
ćďŘć ÀČÜî Œþ ďŚţąŚĺ ßþŘ ďć ýŘùćŘć ÂÊĂä Âû :ŚÌê ÝČÆÖŮ
.ćĄłüõ ŠĄÆ¡õ ýÀãŞeÀĂİ ýĄźţÆŻ ýŚÌê ďć ĆÎÖœ Œþ Ćî
Œþ ĆŞ ÕÜãţõ ĆČ§Śœ Âû Ćî ćĄłüõ ÝČÆÖŮ ĆČ§Śœ n ĆŞ ŚÌê ßþŘ

.ťĺŘ ĆØśł ěŘ ùÂð
Œþ ëŚ¡ óŘ Ś Ş Ć î ťĺŘ ü þøćøć ťąďć Œþ ěŘÂ êŘ ťąďć
ÝČÆÖŮ ÀþÀŻ ĆČ§Śœ øć ĆŞ Řď ĆČ§Ś œ Œþ ,ĆØśł ĆŞ ÀþÀŻ ùÂð
Âû ø ÀłŚŞüõ ĄźţÆŻ ýŚÌê Ûî éÂãõ ťąďć ĆÈþď .ÀĂîüõ
Â ŮŒİĄî ýŚûĆ Č§Ś œ Ć Ş Řď ŚÌê üţÈðěŚ Ş ďĄÏĆ Ş ü œŚ Č õ ùÂð
.ćĄłüõ ôŚźœŘ Ć¡Ôň ŰĎćŚãõ ÍĺĄŮ ďŚî ßþŘ ø ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ
l ø r šİ ø ťĺŘď ÀœěÂê øć ýŘďŘć v ùÂð ÂðŘ ñŚ ůõ öŘĄĂä Ć Ş
šİ ťÞĺ ďć ÂÚþć ø v ýĆ¡Ôň ťĺŘď ťÞĺ ďć üØþ ,ÀłŚŞ
Ć Ø śł ďć ùÂ ð Â û Àł ùďŚ łŘ Ć î ďĄÏöŚ Þ û .ćÂ Č ðü õ ďŘÂ ì öŊ
Řď ĆÈþď Ćî ýÂČÆõ ø ťĺŘ ěŘÂêŘ ťąďć ďć ïÂŞ Œþ ŚŞ ÂÒŚĂţõ
ýŚûùÂð .ćĄłüõ ùÀČõŚœ üÜňŘ ÂČÆõ ,ÀĂîüõ ÛÊţõ ùÂð öŊ ĆŞ
Àûćüõ öŚÈœ Ćî ÀĂţÆû Ć¡Ôň ŰĎćŚãõ ÛõŚł ťąďć üœŚČõ
üÜî ďĄÏĆŞ .ćďŘć ďŘÂì Ć¡Ôň öŊ éÂÏ ôŘÀî ďć ÂÑœ ćďĄõ ùÂð
Řď üÜňŘ ÂČÆõ Œþ ĆŞ ĆţêŚþ ńŚÊţąŘ Ć¡Ôň ŰĎćŚãõ ĆäĄÞźõ
Ć Ş ŕĄŞÂõ ŰŚäĚÏŘ ÛõŚł Ćî ÀĂõŚ œüõ öŊ ĆÊ£Èõ ŰĎćŚãõ
SkipTree ďć ùÂð Âû .ćďŘć ďŘÂì öŊ ďć ùÂð öŊ Ćî ťĺŘ ýŘĆČ§Śœ
üþŚûùÂð ĆÊ£Èõ ŰĎćŚãõ ,ľćĄą ĆÊ£Èõ ĆóćŚãõ ÂŞ ùøĚä
ßþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ÀĂîüõ ýďŘÀúÚœ ÃČœ Řď ťĺŘ ÛÊţõ ŚûöŊ ĆŞ Ćî
O(log Nh) ÀĂõěŚ Č œ ùÂð Âû ďć ĆÊ£Èõ ŰĎćŚãõ ùÂ Čąč Ćî
ďć ďŚţąŚĺ ßþŘ ďć Ćî ĆÑêŚ§ üÚĂČúŞ ÛÞä ŚŞ üóø ťĺŘ ĆÑêŚ§
üúŻĄŮ ÛŞŚì öŘÃČõ ĆŞ ěŚČœ ćďĄõ ĆÑêŚ§ ,ťĺŘ ùÀł ĆţêÂð ÂÑœ
Ûî ,ÝČ Ăî ŋÂê h Řď ťąďć áŚÔ ŮďŘ ÂðŘ .ÀĂîüõ ŘÀČ Ţ ÇûŚî
ø O(log N log log N) ÂŞŘÂŞ ÍĺĄţõ ťóŚ§ ďć ěŚČœ ćďĄõ ĆÑêŚ§

.ťĺŘ O(log2 N) ÂŞŘÂŞ ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć
Œþ ěŘÂ êŘ ťąďć ěŘ ùćŚ Ô ţĺŘ Û Č óć Ć Ş :ĆØ śł ďć ŚûñŚÊŮŘ
ĆŞ üþŚúţœŘ ùÂð ñŚÊŮŘ ŚŞ Ćî ťĺŘ ďŘÂìÂŞ ŚûùÂð öŚČõ üÜî řČŮÂŮ
ýŚûùÂð ßČ ŞŚ õ ñŚÊŮŘ .ćĄłüõ ćŚźþŘ ĆÖ Ü§ Œþ üþŘÀţ ŞŘ ùÂð
Œþ üŞŚþÂČÆõ ýŘÂŞ üóø ÀłŚŞüõ ťúŻøć Âû ďć ĆÖÜ§ öøďć
Ś Ů ø ćĄ łü õ ŠŚ £ ţ œŘ ť ĺŘ Â ŮŒ þćÃ œ ÀÊ Ö õ Ć Ş Ć î ť ú Ż
Âû ñŊùÀ þŘ ťóŚ§ ďć .ćĄłüõ ùćŚ Ô ţĺŘ öŊ ěŘ ü ŞŚ þÂ ČÆõ öŚ þŚ Ţ

ĆõÀÖõ 1
ýćÂê ĆŞ ÂÊ¡Ăõ ýŚûćÂŞďŚî ø ŚûüðÄþø ÛČóćĆŞ P2P ýŚûĆØśł
,Ś ţĺŘď ß ČÞû ďć .À œŘĆ ţ êÂðďŘÂ ì ĆŻĄ Ů ćďĄ õ ďŚ ČÆ Ş ,À œďŘć Ć î
ĆŐŘďŘ ŚûĆØśł ßþŘ ýŘÂŞ üäĄĂţõ ýŚûýęĄóĄŢĄŮ ø ŚûďŚţąŚĺùćŘć
ùÀłâþěĄŮ ýŚûďŚţąŚĺùćŘć ĆÜÞŻ ěŘ ]?[ SkipTree .ťĺŘ ùÀł
ùćŚÔţĺŘ ŰĚØÈõ ø ÀłŚŞüõ üłÂŢ ýŚûťÆČó ÂŞ üĂţśõ Ćî ťĺŘ
ùÂČąč öŚØõŘ Ćî ßþŘ ÛČóćĆŞ ø ćďŘÀœ Řď ěŚĺ Ýûďć ýŚûñøÀŻ ěŘ
ťąŘĄĂØþ âþěĄŮ ĆŞ ýěŚČœ ø ćďŘć Řď ýÀãŞeÀĂİ ÀČÜî ŚŞ ŚûùćŘć
ùĄ¡œ ďć üŮŘÂČČçŮ ćŚźþŘ ŚŞ Śõ .ťĺŘ ĆţêÂð ďŘÂì ĆŻĄŮ ćďĄõ ćďŘÀœ
ćŚźþŘ ßČĂżÞû ø ŚûùÂð öŚ Čõ ýŚûñŚÊŮŘ ø ŚûÂðùďŚłŘ ćŚźþŘ
SkipTree ďć üŞŚþÂČÆõ ýŚûñøÀŻ ťąŚĺ ùĄ¡œ ďć üŮŘÂČČçŮ
ÝţþďĄÚóŘ Ś Ş üŞŚþÂČÆõ ĆĂþÃû .ÝČûćüõ ćĄśúŞ Řď öŊ üŞŚþÂČÆõ
ñĄÏ D öŊ ďć Ćî ÀŞŚ þüõ ÇûŚî O(logr D) Ć Ş Ś õ ýćŚúĂÈČ Ţ
ĆõŘćŘ ďć .ťĺŘ ĆØśł ďć üŞŚþÂČÆõ ćĄśúŞ öŘÃČõ ďĄţîŚê r ø ÂČÆõ
ďć ,ÝþěŘćÂŢüõ ĆþŚŢ SkipTree ďŚţąŚĺ ÂŞ ýďøÂõ ĆŞ 2 Ç£Ş ďć
ďć ø ÝČĂîüõ üêÂãõ Řď ĆţêŚþćĄśúŞ üŞŚþÂČÆõ ÝţþďĄÚóŘ 3 Ç£Ş
ďć ,ÝþěŘćÂŢüõ ýćŚúĂÈČŢ ÝţþďĄÚóŘ ýÂÑœ ÛČÜ¡Ů ĆŞ 4 Ç£Ş
ùÀ ł ôŚ ź œŘ ýŚ ûďŚ î Ć ź Č ţ œ öŚ Č Ş Ć Ş 5 Ç£ Ş ďć Ý û öŚ þŚ Ţ

.ÝþěŘćÂŢüõ

ĆþŚŢ SkipTree ďŚţąŚĺ ÂŞ ýďøÂõ 2
ýŚûĆØśł ďć öěŘĄţõ ýùÀłâþěĄŮ ďŚţąŚĺùćŘć Œþ SkipTree

ü§ŘÂÏ ýÀãŞeÀĂİ ÀČÜî ŚŞ ùćŘć ùÂČąč ďĄÑĂõĆŞ Ćî ťĺŘ P2P

ťąŘĄĂØþ âþěĄŮ ,ďŚţąŚĺ ßþŘ ďć öěŘĄŮ ěŘ ďĄÑĂõ .ťĺŘ ùÀł
ďŚ ţ ąŚ ĺ ß þŘ Â Ú þć ýŚ ûü ðÄ þø ěŘ .ť ĺŘ Ć Ø ś ł Û î ďć ďŚ Ş
À Ă œŚ Þ û À œŘĄ Ůü õ Ć î À łŚ Şü õ ýŘùěŚ Ş ýĄ ŻøťÆŻ öŚ Ø õŘ
.Àûć ôŚźœŘ ôŚð O(log N) ćŘÀãŮ ďć Řď öŊ ýŘĆÎÖœ ýĄŻøťÆŻ
Ć î ťĺŘ Ã îÂ Þ ţ õÂ Č è Ě õŚ î ďŚ ţ ąŚ ĺ Œþ SkipTree ďŚ ţ ąŚ ĺ
ĆÑ êŚ§ .ťĺŘ ÛÊ ţ õ ÂÚ þć ùÂ ð O(log N) Ć Ş ùÂ ð Â û öŊ ďć
ÍĺĄţõ ďĄÏĆ Ş ùÂð Âû ďć ŚûñŚÊŮŘ ćŚźþŘ ýŘÂ Ş ùćŚÔ ţĺŘ ćďĄõ
O(log2 N) ÂŞŘÂŞ ťóŚ§ ßþÂŮÀŞ ďć ø O(log N log log N) ÂŞŘÂŞ

.ťĺŘ
Û ČØÈ Ů ü ÜňŘ Ç£Ş øć ěŘ ùÀłâ þěĄ Ů ďŚ ţąŚĺ ùćŘć ß þŘ
ĄźţÆŻ ýŚÌê ÝČÆÖ Ů ýŘÂ Ş Ć î ěŘÂ êŘ ťąďć üØþ ,ćĄłüõ
ŚûùÂð öŚ Č õ ýŚûñŚÊŮŘ ýÂÚ þć ø ćøďüõ ďŚ î Ć Ş Ś ûùÂð öŚ Č õ
ďć .ćĄłüõ ùćŚÔ ţĺŘ üłÂŢ ťÆČó ďŚ ţąŚĺ ĆČ śł üłøď ěŘ Ćî
ŚÌ ê Ý ČÆ Ö Ů Ć Ş ôŘÀ ìŘ ùÀł â þěĄ Ů ěŘÂ êŘ ťąďć ďŚ ţ ąŚ ĺ ß þŘ
Ćî ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ ýÂŮŒİĄî ýŚûĆČ§Śœ ĆŞ Řď ŚÌê ø ÀĂîüõ
ďć .ÀłŚ Şü õ Ś ûĆ Č§Ś œ ß þŘ ěŘ üØ þ ñĄ ßÆõ ĆØ śł ďć ùÂð Âû
ýŚûùÂð ø ÀĂţÆû ĆØśł ýŚûùÂð ,ťąďć ýŚûïÂŞ SkipTree

ĆŞ ŚÌê ÝČÆÖŮ ýŘÂŞ Ćî ÀĂţÆû Ć¡Ôň ŰĎćŚãõ ťąďć üœŚČõ



Ć Ş .ćĄ Ş À ûŘĄą Â ŮÀ Ă Ü Ş Ś ûôŚ ð ñĄÏ ÂÚ þć ŰďŚ ś äĆ Ş Ś þ ťĺŘ
Ýû ĆØśł ýŚûùÂð Ûî ćŘÀãŮ ø r = 4 ÝČĂî ŋÂê ĆœĄÞœ öŘĄĂä
ďć ĆÖÜ§ ďŚúİ ĆŞ ÂÔň ĳÎĺ ďć ĆÈþď ĆÖÜ§ ,ÀłŚŞ N = 1024

ďŚúİ ĆŞ Œþ ĳÎĺ ďć ĆÖÜ§ Âû ěŚŞ ø ćĄłüõ ÝČÆÖŮ Œþ ĳÎĺ
ďć ĆÖÜ§ 16 Ûî ďć ø ćĄłüõ ÝČÆÖŮ øć ĳÎĺ ďć ÂÚþć ĆÖÜ§
ťóŚ§ ßþŘ ďć ŚûĳÎĺ ćŘÀãŮ .(ri = 42 = 16) ÝþďŘć øć ĳÎĺ
10 Â ŞŘÂ Ş Ć þŚ Ţ SkipTree ďć Ćî ÀłŚ Şüõ (log4 1024) 5 Â ŞŘÂ Ş
ø ŚûÂðùďŚłŘ ćŘÀãŮ ďĄÏ ßČÞû ,ÀłŚ Şüõ ĳÎĺ (log2 1024)

ďŘÀÖõ ĆŞ ø ÀĂîüõ ŘÀČŢ ÇûŚî Ýû üŞŚþÂČÆõ ñøÀŻ ýŚûÂÎĺ
Ûî ćŘÀãŮ ,r ďŘÀÖõ ÇþŘÃêŘ ŚŞ üÜîďĄÏ ĆŞ .Àĺďüõ O(logr N)

ćŘÀãŮ ÇûŚî ŚŞ ,ÀŞŚþüõ ÇûŚî üŞŚþÂČÆõ ñøÀŻ ýŚûÂðùďŚłŘ
ùďŚłŘ ŚûöŊ Ć Ş Ćî üþŚûùÂð öŚ Čõ ĆÜňŚê ÇþŘÃêŘ ø ŚûÂðùďŚłŘ
ťąŘćÂŢ ýŘĆĂþÃû ÀþŚŞ üœŚČõ ýŚûĄźţÆŻ ýŘÂŞ âśÎóŚŞ ćĄłüõ
ø ĆţêŚþ ÇþŘÃêŘ üŞŚþÂČÆõ ýŚûôŚð ćŘÀãŮ ćĄłüõ űäŚŞ Ćî ćĄł
ŚŞ ćĄłüõ ùÀûŚÈõ Ćî ďĄÏöŚÞû .ÀĺÂŞ O(r logr N) ćŘÀãŮ ĆŞ
,üŞŚþÂČÆõ ñøÀŻ ùěŘÀœŘ ÇûŚî ø ĆþŚŢ SkipTree ďć ÂČČçŮ ćŚźþŘ
ĆŞ ťśÆœ üŞŚþÂČÆõ ĆĂþÃû Ûî ďć ø ÀŞŚþüõ ÇþŘÃêŘ ŚûľÂŢ ćŘÀãŮ
Œþ ÛØÈõ ßþŘ â êď ýŘÂ Ş ñŚ§ .À ŞŚ þüõ ÇþŘÃ êŘ Ć þŚ Ţ ťóŚ§
Řď ü ŞŚ þÂ ČÆ õ Ć î Ý Č Ă îü õ ćŚ ú ĂÈ Č Ţ À þÀŻ ü ŞŚ þÂ ČÆ õ ñøÀŻ
ôŚ ð ćŘÀ ã Ů ďć Ć ţ êŚ þćĄ ś ú Ş ýŚ ûÂ ðùďŚ łŘ öŚ Þ û ěŘ ùćŚ Ô ţ ĺŘ Ś Ş
ďŚ ČÆ Ş ñŚÞ ţ§Ř Ś Ş Ć î Ý Č Ă îü õ ťŞŚ Ź ø Àûćüõ ôŚź œŘ ýÂ ţÞ î
üŞŚ þÂ ČÆõ ñøÀŻ Řď ñøÀŻ ßþŘ .ćĄ Ş ÀûŘĄą O(logr N) ćŚ þě

.ÝČõŚœüõ ORT ÂÊţ£õ ŰďĄňĆŞ Śþ ĆţêŚþćĄśúŞ

ĆţêŚþćĄśúŞ üŞŚþÂČÆõ ñøÀŻ ťąŚĺ ùĄ¡œ 1.3
ø ü ŞŚ þÂ ČÆ õ ñøÀŻ ěŘ ÂÎĺ Âû ŔŘěŘ Ć Ş À þÀŻ ñøÀŻ ßþŘ ďć
ÝČĂîüõ ùÂČąč ÀþÀŻ ÂðùďŚłŘ r − 1 ćŘÀãŮ ,ťúŻ øć Âû ďć
ĳÎĺ öŊ ďć ĆþŚÆÞû ýŚûùÂð Ć Ş üêŚőŘ ýŚûÂðùďŚłŘ ßþŘ Ćî
àŚ¡ó ěŘ Ćî ÀĂţÆû üþŚûùÂð ,ĆþŚÆÞû ýŚûùÂð)ÀĂĂîüõ ùďŚłŘ
ŒþćÃ œ ÂÑ œ ćďĄ õ ùÂð Ć Ş “SkipTree Overlay” ďć ôŚð ćŘÀã Ů
ôŚźœŘ ýŘÂ Ş ěŚ Č œ ćďĄõ ýŚûľÂŢ ćŘÀãŮ ťóŚ§ ßþŘ ďć .(ÀĂłŚ Ş
ýŚûÂðùďŚłŘ ćŘÀãŮ ø ÀŞŚþüõ ÇûŚî ĄźţÆŻ ø üŞŚþÂČÆõ ÛÞä

.ÀŞŚþüõ ÇþŘÃêŘ ùÂð Âû ďć ùÀł ùÂČąč
ďŘÀÖõ ŠŚ£ţœŘ ŚŞ Ćî Àûćüõ öŚÈœ Śõ ĆČóøŘ ýŚûýěŚĺ ĆČśł
ćŘÀ ã Ů ø ü ŞŚ þÂ Č Æ õ ü þŘďŚ î ß Č Ş řĺŚ Ă õ öěŘĄ Ů Œ þ r = 8

.ćĄłüõ ďŘÂìÂŞ ùÀłùÂČąč ýŚûÂðùďŚłŘ

ÀþÀŻ ÝţþďĄÚóŘ ŚŞ ŚûùÂð öÀł ĆêŚőŘ/ éÁą 2.3
üŞŚ þÂ ČÆõ ñøÀŻ ěŘ ùćŚ Ô ţĺŘ Ś Ş ÀûŘĄąüõ ùÂð Œþ Ćî üœŚ õě
Ćî ÀĂîüõ ćŚźþŘ ëŚ¡óŘ ôŚČŢ Œþ ,ćĄł Õ¡Üõ ĆØśł ĆŞ ĆţêŚþćĄśúŞ
ÕÜãŮ ŚûöŊ ĆŞ ÀþÀŻ ùÂð Ćî üþŚûĆÖÜ§ ôŚÞŮ ďć ÀþŚŞ ôŚČŢ ßþŘ
ø ÀĂî ťîÂ§ ťúŻøć ďć ďĄÏ ßČÞû ø ŚûĳÎĺ ôŚÞŮ ďć ø ćďŘć
âÞŻ Řď ÂÚþć ĆþŚÆÞû ùÂð r − 1 ÛìŘÀ§ ĆŞ ŕĄŞÂõ ŰŚäĚÏŘ

ùÂð Âû .ťĺŘ ÛÊţõ ÂÚþć ùÂð 2 log2 N − 1 ćŘÀã Ů Ć Ş ùÂð
Ćî ťĺŘ ÛÊţõ ťúŻøć Âû ďć 2i ľÂŢ ñĄÏ ŚŞ üþŚûùÂð ĆŞ
üÜśì ýŚûťÞÆì ďć Ćî ďĄÏ öŚÞû .ÀłŚŞüõ i = 0 · · · log2 N

üłÂŢ ťÆČ ó ďŚ ţąŚĺ ùćŘć ěŘ Ś ûùÂð ßČ Ş ñŚÊŮŘ ýŘÂ Ş Ý Č ţ Ô ð
ñŊùÀþŘ ťóŚ§ üØþ ,ćďŘć ťóŚ§øć üłÂŢ ťÆČó .ćĄłüõ ùćŚÔţĺŘ
ñŊùÀþŘ ťóŚ§ ďć Ćî ßþŘ ÛČ óć Ć Ş .üŮĎŚÞţ§Ř ťóŚ§ ýÂÚþć ø
üŮĎŚÞţ§Ř ťóŚ§ ěŘ ÅŢ ťĺŘ ćŚþě öŊ ďć éÁ§ ø Žďć ĆĂþÃû
ťÆČó üŮĎŚÞţ§Ř ñÀõ ěŘ Ýû SkipTree ďć .ćĄłüõ ùćŚÔţĺŘ öŊ
ñŚÞţ§ŘŚŞ ø ťĺŘ ÂţÞî öŊ ĆĂþÃû Ćî ťĺŘ ùÀł ùćŚÔţĺŘ üłÂŢ
.Àûćüõ ôŚź œŘ O(log2 N) ďć Řď ü ŞŚ þÂ ČÆ õ ÛÞä ćŚ þě ďŚ ČÆ Ş
.ťĺŘ h áŚ Ô ŮďŘ ýŘďŘć 12h ñŚÞ ţ§Ř Ś Ş ùÂð Œþ ďŚ ţąŚĺ ßþŘ ďć
Œþ ďć ôŘÀî Âû Ćî ćĄłüõ üþŚûĆÖÜ§ ÛõŚł SkipTree ďŚţąŚĺ
ôŚÞŮ ÛõŚł ÂÔň ĳÎĺ ĆÖÜ§ Śþ ĆÈþď ĆÖÜ§ .ÀœďŘć ďŘÂì ĳÎĺ
ÛňŚ§ Ćî ćďŘć ćĄŻø ĆÖÜ§ øć Œþ ĳÎĺ ďć .ćĄłüõ ŚûùÂð
ĆÖÜ§ øć ĆŞ ĳÎĺ Âû ďć ĆÖÜ§ Âû .ÀłŚŞüõ ĆÈþď ĆÖÜ§ ÝČÆÖŮ
ďĄÏĆŞ ĆÖÜ§ Âû ďć ùÂð Âû ø ćĄłüõ ÝČÆÖŮ ÂŮĎŚ Ş ĳÎĺ ďć
Ćî ćÂ Čðüõ ÕÜã Ů Â ŮĎŚ Ş ĳÎĺ ĆÖ Ü§ øć ěŘ üØ þ Ć Ş ü êćŚÊŮ
Ûî ćŘÀã Ů .À Ă îü õ ýøÂ Č Ţ ťąŘĄ ĂØ þ â þěĄ Ů Œþ ěŘ ďŚ î ß þŘ
ùÂð Âû ĳÎĺ ßþÂąŊ ďć .ÀłŚŞüõ O(log2 N) ÂŞŘÂŞ Ýû ŚûĳÎĺ
ñŚ ů õ öŘĄ Ăä Ć Ş .Àûćüõ ÛČØÈŮ Ć Ö Ü§ Œþ ćÂÔ Ă õ ŰďĄňĆ Ş
ùěŘÀ œŘ Ć Ş Ć î ćĄłüõ üþŚûùÂð ÛõŚł ôŘi ĳÎĺ ďć ĆÖ Ü§ Œþ
ĆŞ Ýû ýćÀä ĆĺŚĂł Œþ SkipTree ďć .ÀœďŘć ĆÜňŚê Ýû ŚŞ 2i

Ć Ş ĆØśł Ć Ş ùÂð Œþ ëŚ¡óŘ ôŚÚĂû Ćî ćÂČðüõ ÕÜãŮ ùÂð Âû
ßČ Ş ü êćŚÊŮ ýćÀä Œþ ĆĺŚ Ăł ßþŘ .ćÂ ČðüõńŚÊţąŘ öŊ
ďć ĆĺŚĂł ßþŘ .ÀłŚŞüõ öŊ ýÀãŞd ùÂð ø üÜśì ùÂð ýćÀä ĆĺŚĂł

.ćďŘć ÂŞďŚî ýŘùěŚŞ ýĄŻøťÆŻ

ĆţêŚþćĄśúŞ üŞŚþÂČÆõ ÝţþďĄÚóŘ 3
üŞŚþÂČÆõ ùĄ¡œ ø SkipTree ďŚţąŚĺ ĳþÂÈŮ ďć Ćî ďĄÏ öŚÞû
ñŚÞţ§Ř ŚŞ Řď üŞŚþÂČÆõ ø ĄźţÆŻ ÛÞä ďŚţąŚĺ ßþŘ ,Àł öŚČŞ öŊ
ß þŘ ďć .À ûćü õ ôŚź œŘ ôŚ ð O(log2 N) ćŘÀ ã Ů ďć ćŚ þě ďŚ Č Æ Ş
SkipTree ďć üŞŚ þÂ ČÆõ ÛÞä üþŘďŚ î ćĄ śú Ş Ś õ éÀû ťÞÆì
ćŘÀã Ů ÇûŚ î ø ü ŞŚ þÂ ČÆ õ Ć Ă þÃ û ÇûŚ î űäŚ Ş Ć î ÀłŚ Şü õ
ø ťąŚĺ ùĄ¡œ ďć üŮŘÂČČçŮ ŚŞ ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ .ćĄłüõ ŚûÂðùďŚłŘ
ÇûŚî O(logr D) ĆŞ Řď ŚûôŚð ćŘÀãŮ üŞŚþÂČÆõ ñøÀŻ ÛČÞØŮ
ĳÎĺ ďć ĆÖÜ§ Âû ÝČÆÖŮ ćŘÀãŮ Ýû r ø D ¿ N ďŘÀÖõ .Àûćüõ
ŰŚÞČÆÖŮ ćŘÀãŮ ďć ÂČČçŮ Ś Ş Śõ ĆňĚą ďĄÏ ĆŞ .ÀłŚ Şüõ ÀãŞ
.ÝČûćüõ ćĄśúŞ Řď üŞŚþÂČÆõ ,ŚûôŚð ćŘÀãŮ ďć ÂČČçŮ ø ŚûĆÖÜ§

øć Ć Ş ĳÎĺ Âû ďć Ć Ö Ü§ Âû Ć þŚ Ţ SkipTree ďŚ ţąŚĺ ďć
SkipTree ďŚţąŚĺ ďć Ćî Àłüõ ÝČÆÖŮ ÂŮĎŚ Ş ĳÎĺ ďć ĆÖÜ§
ÝČÆÖŮ ÂŮĎŚŞ ĳÎĺ ďć ĆÖÜ§ (ring) r ĆŞ ĆÖÜ§ Âû ĆţêŚþćĄśúŞ
ÛÊţõ ri ĆÜňŚê ŚŞ üþŚûùÂð ĆŞ ùÂð Âû Ą¡œ ßČÞû ĆŞ .ćĄłüõ



:ťĺŘ ďŘÂìÂŞ Âþě ýŚûĆÎŞŘď ğŚĺŘ ßþŘ ÂŞ .ýćÀä ĆĺŚĂł

M(i, j) = M(j, i) (1)
M(i, j) < M(j, k) ⇒ M(i, k) = M(i, j) (2)
M(i, j) ≤ M(j, k) ⇒ M(i, k) ≥ M(i, j) (3)
M(i, j) > u, M(i, k) > u ⇒ M(j, k) > u (4)

ćĄ łü õ e ø b ß Č Ş i ýŚ ûùÂ ð ôŚ Þ Ů Û õŚ ł LÂ Č Æ õ 1 ÓþÂãŮ
ø ÀłŚ Ş Â ŮŒ þćÃ œ e Ć Ş Ć î ćďŘÀ œ ćĄ Żø ýŘùÂ ð Ć î ýďĄ Ï Ć Ş
ÂÚ þć ŰďŚ ś äĆ Ş ,ÀłŚ Ş Ć ţ łŘć b Ś Ş ýÂ ţÈ Č Ş íÂ ţÈ õ À œĄÈ Č Ţ
Ć î ýďĄ Ï Ć Ş @j ∈ [i, e] Â ðŘ Ś ú Ă Ů ø Â ðŘ i ∈ [b, e] Û õŚ ł L

. M(b, j) > M(b, i)ĆŞ ćĄłüõ e ø b ßČŞ i ýŚûùÂð ôŚÞŮ ÛõŚł T ÂČÆõ 2 ÓþÂãŮ
ÀœĄÈČŢ ø ÀłŚŞ ÂŮŒþćÃœ e ĆŞ Ćî ćďŘÀœ ćĄŻø ýŘùÂð Ćî ýďĄÏ
ÂČÆõ ďć üĂãþ .ÀłŚ Ş Ć ţłŘć ľŘüÜśì ùÂðŚ Ş ýÂţÈČ Ş íÂţÈõ
íÂ ţ È õ À œĄ È Č Ţ ,Ý þĄ łü õ Â ŮŒ þćÃ œ ÀÊ Ö õ Ć Ş Ć İÂ û T

T ÂČÆõ ćĄłüõ űäŚ Ş Ć Ü ßÆõ ßþŘ .Ý þďŘć ŚûüÜ ś ì Ś Ş ýÂţÞî
ĆÜňŚêĚŞ i ∈ [b, e] ÂÚþć ŰěŚśä ĆŞ .ćĄł ÓþÂãŮ ŚţØþ ŰďĄňĆŞ
ßþÂ ŮŒþćÃ œ ÂðŘ Ś ú Ă Ů ø ÂðŘ À þŊüõ T ÂČÆõ ďć v ùÂð ěŘ Àã Ş
Ć î @j ∈ [i, e] Ć î ýďĄÏ Ć Ş À þŊü õ v ěŘ Àã Ş Ć î ÀłŚ Ş ýŘùÂ ð

.M(v, j) > M(v, i)

ďć ùÂð Âû Ćî üĂãõ ßþŘ ĆŞ ,ťĺŘ L ěŘ ĆóŚśœć Âþě Œþ T 1 Ýó
.ćďŘć ćĄŻø Ýû L ďć ,T

ďć i Ûůõ ùÂð Œþ Ćî ÝČĂîüõ ŋÂê ,(ÓÜą ŋÂê) :ŰŚśŹŘ
ďć ùÂð ß Č óøŘ i ø ťÆČ œ L Â ČÆõ ďć Ć î ćďŘć ćĄŻø T Â ČÆõ
øć ďć üÚÞû ŚûüÜśì üĂãþ ,ćďŘć Řď üðÄþø ßþŘ Ćî ťĺŘ ÂČÆõ
Âû ďć ŘbÀśõ öĄİ i 6= b Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ÀœŘùćĄŞ íÂţÈõ ÂČÆõ
ÂČÆõ ďć i üÜśì ùÂð v Ćî ÝČĂîüõ ŋÂê .ťĺŘ íÂţÈõ ÂČÆõ øć
T ÂČÆõ ďć ùÂð ßČ óøŘ i ÅŢ i 6= b Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ÀłŚ Şüõ T

ÕÜãŮ Ýû L ĆŞ v ùÂð .ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ÀœŘĄŮüõ v ÅŢ ,ťÆČœ
ďć Řď ťóŚ§ Ćĺ .ćĄłüõ ŠĄÆ¡õ éĚţąŘ ßČóøŘ i öĄİ ćďŘć

.ÝČĺďüõ ËìŚĂŮ ĆŞ ťóŚ§ Ćĺ Âû ďć ø ÝþÂČðüõ ÂÑœ
ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .M(b, i) > M(b, v) Ćî ÝČĂîüõ ŋÂê :1ťóŚ§
ø ÀłŚŞ L ÂČÆõ ďć ÀœŘĄŮüÞœ v ÅŢ i ∈ [v, e] öĄİ ??ÓþÂãŮ

.ćďŘć ËìŚĂŮ Śõ ŋÂê ŚŞ ßþŘ
ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .M(b, i) = M(b, v) Ćî ÝČĂîüõ ŋÂê :2ťóŚ§
öĄİ .M(b, j) > M(b, v) Ćî ýďĄÏ ĆŞ @j ∈ [v, e] ??ÓþÂãŮ
ýďĄÏ Ć Ş @j ∈ [i, e] ÅŢ [i, e] ⊂ [v, e] ø M(b, i) = M(b, v)

Ś õ ŋÂê Ś Ş Ćî ćďŘć ćĄŻø L ďć iÅŢ M(b, j) > M(b, i) Ćî
.ćďŘć ËìŚĂŮ

ğŚĺŘ ÂŞ .M(b, i) < M(b, v) Ćî ÝČĂîüõŋÂê :3ťóŚ§
i Ć î ß þŘ Ś Ş Ć ŻĄ Ů Ś Ş .M(b, i) = M(v, i) Ý þďŘć ?? Ć Î ŞŘď
.M(b, j) > M(b, i) Ć î ýďĄ Ï Ć Ş ∃j ∈ [i, e] ,ť Æ Č œ L ďć
ĆÎ ŞŘď ø M(b, v) > M(b, i) ø M(b, j) > M(b, v)řČîÂ Ů Ś Ş

ĳÎĺ ďć ýÀãŞd ĆÖÜ§ ĆŞ ĆîßþŘ ěŘ Ûśì ÀþŚŞ ďŚî ßþŘ ø ÀĂî ýďøŊ
ćďĄõ ùÂð ťĺŘ üêŚî Ýû ñŚÊÔœŘ ôŚÚĂû .ćĄł ôŚźœŘ ćøÂŞ ÀãŞ
Ś Ů À Ă î â ÜÎ õ Řď ÇœŚÚ þŚÆÞû ôŚÞ Ů ĆØ śł íÂ Ů ěŘ Û ś ì ÂÑ œ
ěøďĆ Ş Řď öŚÈ þŚ ûñøÀŻ ø À Ă Ă î âÎ ì Řď öŚłćĄą ýŚûñŚÊ ŮŘ

.ÀĂĂî

ĆţêŚþćĄśúŞ ÝţþďĄÚóŘ ÛČÜ¡Ů 4
ďŚČÆŞ ñŚÞţ§Ř ŚŞ Ćî ÝČĂîüõ ťŞŚŹ ýÂÑœ ďĄÏĆŞ Śõ ťÞÆì ßþŘ ďć
Â ŞŘÂ Ş ýćŚú ĂÈČ Ţ Ý ţ þďĄÚ óŘ ďć ü ŞŚ þÂ ČÆõ ýŚûôŚð ćŘÀã Ů ćŚ þě
Âþě ÓþďŚãŮ ű¡Ş ĆõŘćŘ ďć ťóĄúĺ ďĄÑĂõĆŞ.ťĺŘ O(logr D)

:ÝČĂîüõ đÂÎõ Řď

.ćĄłüõ ěŚèŊ ŚźœŊ ěŘ ĄźţÆŻ ÛÞä Ćî ýŘùÂð : b •

.ÀŞŚþüõ ĆÞŮŚą ŚźœŊ ďć ĄźţÆŻ ÛÞä Ćî ýŘùÂð : e •

ÛÞ ä ñĄ Ï ďć Ć î Ś ûùÂ ð ěŘ ýŘĆ óŚ ś œć :Ą ź ţÆŻ Â Č Æ õ •
.ÝČĺÂŞ ÀÊÖõ ĆŞ ŚŮ ÀœĄłüõ ŰŚìĚõ üŞŚþÂČÆõ

ĆŞ ùÂð Œþ ěŘ Ćî ĄźţÆŻ ÂČÆõ ñĄÏ ďć ĆÜ§Âõ Âû :ôŚð •
.Ýþøďüõ ýÀãŞd ùÂð

ÕÜãŮ ŚúœŊ ĆŞ b Ćî üþŚûĆÖÜ§ :ùÀł ÕţÈõ üłÂŢ ťÆČó •
ćŚźþŘ ŚûùÂð ôŚÞŮ ýøď üłÂŢ ťÆČó ďŚ ţąŚĺ Œþ ćďŘć

.ťĺŘ ťÆČó ýŘÀţŞŘ ďć b ùÂð Ćî ÀĂîüõ

ďć Řď ýÂČÆõ Śõ ,SkipTree ďć ĄźţÆŻ ÂČÆõ ÛČÜ¡Ů ýŘÂŞ •
ýøď Skip List ýĄźţÆŻ ÝţþďĄÚóŘ Ćî ÝþÂČðüõ ÂÑœ
ťŞŚ Ź Åşĺ .ÀĂîüõ ùćŚÔ ţĺŘ ùÀł ÕţÈõ üłÂŢ ťÆČó
ýĄźţÆŻ ÂČÆõ ěŘ SkipTree ýĄźţÆŻ ÂČÆõ Ćî ÝČĂîüõ

.ťÆČœ ÂţÈČŞ Skip List

ÀÊÖõ ŚŮ ŘbÀśõ ěŘ SkipTree ďć ĄźţÆŻÂČÆõ : T •

ťÆČó ďć Skip List ýĄźţÆŻ ÝţþďĄÚóŘ Ćî ýÂČÆõ : L •
áøÂł b ĆÎÖ œ ěŘ ø À Ă îü õ ùćŚ Ô ţĺŘ ùÀł Õ ţÈõ üłÂ Ţ

.ćĄłüõ

Ý ţ ą e Ć Ş ø ùÀ ł áøÂ ł b ěŘ Ą ź ţ Æ Ż Â Č Æ õ øć Â û •
.ÀœďŘć ďŘÂì øć ßþŘ ßČŞ ÂČÆõ ďć ŚûùÂð ôŚÞŮ ø ÀœĄłüõ

.ÀĂţÆČœ öŚÆØþ ŚfõøÃó L ø T ýŚûÂČÆõ •

ùćŚÔ ţĺŘ Â þě âŞŚ Ů ěŘ L ø T ýŚûÂČÆõ Âţú Ş ÓČňĄŮ ďĄÑĂõĆ Ş
,ÝČĂîüõ

ďć (Match) j ø i ßČŞ íÂţÈõ ÀœĄÈČŢ ßþÂŮüœĎĄÏ : M(i, j)



Â ČÆõ ďć ùÀł üÏ ýŚûôŚð ćŘÀã Ů Â ŞŘÂ Ş Řď Y üêćŚÊŮ Â Čç ţ õ
ÓþÂã Ů crx Â ŞŘÂ Ş Řď f ø ÝČûćüõ ďŘÂ ì Skip List ýĄźţÆŻ
ñŚÞţ§Ř ýŘÂŞ ĎŚŞ À§ Œþ .f = (cr logr D + c2r)ÅŢ .ÝČĂîüõ

:ÝþďøŊüõ ťĺć ĆŞ ÀłŚŞ ĆţłŘć ôŚð f ěŘ ÂţÈČŞ Y Ćî ßþŘ

P [Y > f ] = P [Y > f and X < x] + P [Y > f and X ≥ x]

≤ P [Y > f and X < x] + P [X ≥ x]

ñĄÏ ôŚð f ěŘ ÂţÈČŞ ĄźţÆŻ Ćî ßþŘ ñŚÞţ§Ř Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ
Ýî ďŚČÆŞ ÀĂî ďĄśä x ĳÎĺ ÂðùďŚłŘ Œþ ěŘ Ćî ßþŘ öøÀŞ ćĄÈŞ
ýĎŚŞ À§ ßČČãŮ ø ĆÜßÆõ ßþŘ ÛČÜ¡Ů ýŘÂŞ Skip List ďć .ťĺŘ
öŚÈœ ø ]?[ ťĺŘ ùÀł ùćŚÔţĺŘ üÔĂõ ýŘĆÜÞŻøć âþěĄŮ ěŘ ñŚÞţ§Ř
Ś Ş .P [Y > f and X < x] ≤ 1 − B∗(f ; x, 1

r
) Ć î À ûćü õ

.1− B∗(f ; x, 1
r
) = B(x − 1; f, 1

r
) ÝþďŘć ??ĆÎŞŘď ěŘ ùćŚÔţĺŘ

ÛňŚ§ Âþě ýĎŚŞ À§ ,??ĆÎŞŘď ñŚÞäŘŚŞ ø α = 1
cr
ÝČûćüõďŘÂì
:ćĄłüõ

B(x − 1; f,
1

r
) = B(αf − 1; f,

1

r
) <

1− α

1− αr
b(αf ; f,

1

r
)1−α1−αr

ďŘÀÖõ ÅŢ ,ÀĂţÆû 2 ÛìŘÀ§ r ø c ÂþćŚÖõ Ćî üþŚŻ öŊ ěŘ
ÂŮŒİĄî B(x − 1; f, 1

r
) ďŘÀÖõ ĆźČţœ ďć .ćĄłüõ 2 ÂůîŘÀ§

:ěŘ ťĺŘ
2

(

f

x

)

(
1

r
)x(1− 1

r
)f−x

= 2

(

crx

x

)

(
1

r
)x(1− 1

r
)crx(1− 1

r
)−x

< 2
(crx)x

x!
(
1

r
)xe−cx(1− 1

r
)−x

< 2ex log crx

(

1√
2πx

(x

e

)−x
)

e−x log re−cxex

< 2ex log crxe−x log xexe−x log re−cxex

≤ 2ex(log c+log r+log x)−x log x+x−x log r+x−cx

= 2ex log c−cx

= 2e(−c+log c+2)x

ùÀ ł ùćŚ Ô ţ ĺŘ ]?[ýŚ ûř þÂ Ö Ů ěŘ Ć Ü ß Æ õ ß þŘ ŰŚ ś ŹŘ ß þŘ ďć
:Ý þďŘć c ≥ 9 ýŘÂ Ş .À œŘùÀł Âîč ĆÞČÞő ďć üÚÞû Ćî ťĺŘ
ďć e(−c+log c+2)x < e

−c2 ßþŘÂŞŚĂ Ş.−c + log c + 2 < −c2 < 0

ùÀõŊ ťĺć ĆŞ ÿþŚţœ řČîÂŮ ŚŞ B(x − 1; f, 1
r
) < 2e

−c2 ĆźČţœ
:ÝþďŘć

P [Y > f ] ≤ P [Y > f and X < x] + P [X ≥ x]

≤ 2

e
c2 +

1

rc
<
3√
e

c

:Ý þďŘć c ≥ c0 ýŘÂ Ş ø c0 = 9 öćŘć ďŘÂ ì Ś Ş
ćŚ þě ďŚ Č Æ Ş ñŚ Þ ţ §Ř Ś Ş Å Ţ P [Y ≤ f ] ≥ 1 − 3√

e
c

2 .ťĺŘ ÂţÞî f ěŘ Śõ ýŚûôŚð ćŘÀãŮ Œþ ĆŞ ŒþćÃœ ø

Ć î ü þŚ Ż öŊ ěŘ .M(v, j) > M(b, i) ćĄ łü õ Ć ź Č ţ œ ??
ÀĂîüõ ëÀň M(v, j) > M(v, i) ďć ÅŢ M(b, i) = M(v, i)

ŋÂê ŚŞ ø ťÆČœ T ďć i ,??ÓþÂãŮ ŚŞ ÅŢ ,j ∈ [i, e] öĄİ ø
2 .ćďŘć ËìŚĂŮ Śõ
ÂČÆõ ñĄÏ ,Skip List ďć ĄźţÆŻ ÂČÆõ ñĄÏ :??Ýó ĆźČţœ

.ÀĂîüõ ćøÀ¡õ Řď SkipTree ďć ĄźţÆŻ
ïďÃ Ş ýŚ ûN ýŘÂ Ş ,À łŚ Ş À Ê Ö õ Ś Ů ŘbÀ ś õ Ć Ü ňŚ ê D Â ðŘ

D ¿ N :ÝþďŘć
:ćďŘÀœŚţĺŘ üŮĎŚÞţ§Ř âþěĄŮ âŞŘĄŮ ÓþÂãŮ

,ćĄł ÕêĄõ 1
r
ñŚÞţ§Ř ŚŞ ÇþŚõěŊ Âû ÂðŘ:ýŘĆÜÞŻøć âþěĄŮ âŞŚŮ

.ÇþŚõěŊ n ěŘ ÀãŞ ťČÖêĄõ ďŚŞ x ñŚÞţ§Ř ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ b(x; n, 1
r
)

x ÂůîŘÀ§ ñŚÞţ§Ř B(x; n, 1
r
) :ýŘĆÜÞŻøć üãÞźŮ âþěĄŮ âŞŚŮ

.ÇþŚõěŊ n ěŘ ÀãŞ ťČÖêĄõ ďŚŞ
ďŚŞ x ñŚÞţ§Ř B∗(n; x, 1

r
) :üÔĂõ ýŘĆÜÞŻøć üãÞźŮ âþěĄŮ âŞŚŮ
.ÇþŚõěŊ n ÂůîŘÀ§ ěŘ ÀãŞ ťČÖêĄõ

:ÀĂţÆû ďŘÂìÂŞ Âþě ÍŞŘøď ğŚĺŘ ßþŘ ÂŞ

B∗(n; x, 1
r
) = 1− B(x − 1; n, 1

r
) (5)

B(αn − 1; n, 1
r
) < 1−α1−αr

b(αn; n, 1
r
) for α < 1

r
(6)

â þěĄ Ů â ŞŘĄ Ů ÓþďŚ ã Ů ěŘ ùćŚ Ô ţĺŘ Ś Ş Ý Č Ö ţÆõ ďĄÏĆ Ş ??ĆÎ ŞŘď
ěŘ ùćŚ Ô ţĺŘ Ś Ş Ýû ??ĆÎ ŞŘď ø ćĄłüõ ĆźČ ţ œ B∗ ø B üãÞźŮ
,αnŚŞ k Ćî ćĄłüõ ÛňŚ§ ]?[ âŻÂõ 1119 Ć¡Ôň C.4 ĆČÌì

.ťĺŘ ùÀł ßþÃÚþŚŻ 1− 1
r
ŚŞ q ø 1

r
ŚŞ P

Œþ Ć Ş öÀ Čĺď ýŘÂ Ş ýŘÂ Ş ěŚ Č œ ćďĄ õ ýŚ ûôŚ ð ćŘÀ ã Ů 1 ĆČÌì
ďć ü ŞŚ þÂ ČÆ õ ñøÀŻ ěŘ ùćŚ Ô ţ ĺŘ Ś Ş ŘbÀ ś õ ěŘ D Ć ÜňŚ ê ďć ùÂ ð
Â Ú þć ŰďŚ ś äĆ Ş .O(r logr D)Ś Ş ť ĺŘ Â ŞŘÂ Ş ,Ć þŚ Ţ SkipTree

ñŚÞţ§Ř ŚŞ c ≥ c0 ýŘÂŞ Ćî ýďĄÏ ĆŞ ćďŘć ćĄŻø c0 = 9 ďŘÀÖõ
Â ŞŘÂ Ş Ą ź ţ Æ Ż ýŘÂ Ş ôŚ ð ćŘÀ ã Ů Â ů îŘÀ § ,1 − 3√

e
c Û ìŘÀ §

.ťĺŘ (cr logr D + c2r)
ýŘÂ Ş ĎŚ Ş À§ Œþ Ćî ťĺŘ üêŚî ??Ýó ěŘ ùćŚ Ô ţĺŘ Ś Ş :ŰŚś ŹŘ
ßþŘ ěŘ ÅŢ .ÝČĂî ŘÀČŢ Skp List ýĄźţÆŻ ÂČÆõ ďć ŚûôŚð ćŘÀãŮ
.ÝČûćüõ ďŘÂì ÂÑœ Àõ Řď Skip List ďć ĄźţÆŻ ÂČÆõ ÀãŞ ĆŞ ŚŻ
X üêćŚÊŮ ÂČçţõ .ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ c + logr D ÂŞŘÂŞ Řď x ďŘÀÖõ
Skip List ýĄźţÆŻ ÂČÆõ ďć ùÀł ùćŚÔţĺŘ ĳÎĺ ÂůîŘÀ§ ÂŞŘÂŞ
ßþŘ ñŚÞţ§Ř .ťĺŘ Ýî ďŚČÆŞ P [X ≥ x] Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ .ťĺŘ
ĆţłŘć íÂţÈõ ÀœĄÈČŢ ÂţÈČŞ Śþ ŚŮ x ďć ŘbÀśõ ùÂð ŚŞ ùÂð Œþ Ćî
ñŚÞţ§Ř Skip ListÓþÂãŮ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ) . 1

rx ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ ÀĂłŚŞ
,ĆźČţœ ďć .(ťĺŘ 12x ÂŞŘÂŞ ÀłŚŞ ĆţłŘć x áŚÔŮďŘ ùÂð Œþ Ćî ßþŘ
x ćŘÀãŮ ďć ,ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ßČŞ ùÂð Âû ŚŞ ŘbÀśõ ùÂð Ćî ßþŘ ñŚÞţ§Ř

ßþŘÂŞŚĂŞ . D
rx ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ ÀłŚŞ íÂţÈõ ÀœĄÈČŢ ÂţÈČŞ Śþ

P [X ≥ x] ≤ D

rx
=

1

rx−log
r

D
=
1

rc



.ÝþćÂî ŰŚśŹŘ Řď üŞŚþÂČÆõ ćĄśúŞ öŘÃČõ ýÂÑœ ŰďĄňĆŞ Śõ Ćî
ü þŚ œŘĄ Ů ,ýŘùěŚ Ş ýĄŻøťÆŻ öŚØõŘ Â Ş ùøĚä Ýţ þďĄÚ óŘ ß þŘ
ÛČÞ¡Ů öøÀŞ ø ćďŘć Ýû Řď ýÀãŞeÀĂİ ýŚûùćŘć ýøď ĄŻøťÆŻ
ßþŘ .Àûćüõ ÇûŚî Řď üŞŚþÂČÆõ ĆĂþÃû ,ĆØśł ĆŞ üňŚą ďŚŞÂĺ
ÛØł ĆŞ ,ĆŞŚÈõ üŞŚþÂČÆõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ŚŞ ĆÆþŚÖõ ďć ÝţþďĄÚóŘ
öćĄ Ş öěŘĄ ţ õ Ć Ş ýěŚ Č œ ø ćďŘÀ œ üÚ ţÆ ŞŘø Àã Şe ø ěŘÂ êŘ ťąďć

.ťÆČœ ŚûÀČÜî ťąŘĄĂØþ âþěĄŮ ø ťąďć
ø ÝţþďĄÚóŘ ßþŘ üãìŘø ýěŚĺùćŚČŢ ŚŞ ÝþďŘć ÝČÞÊŮ ùÀĂþŊďć
ø üĺďÂŞ ćďĄõ ÂţúŞ Řď öŊ üþŘďŚî ,üãìŘø ýŚûùćŘć ŚŞ öŊ öĄõěŊ
öćÂî ĆêŚőŘ ŚŞ ÝþďŘć ÀÊì ßČĂżÞû .ÝČûć ďŘÂì ÛČÜ¡Ů ø ĆþÃźŮ
,ÝČĂî ťþĄÖŮ Řď öŊ üÜ¡õ üŞŚþÂČÆõ öŚØõŘ ø ŚÎą ýÂþÁŢÛÞ¡Ů
ďć Řď ýÂţúŞ üþŘďŚî öŘĄŮüõ ýęĄóĄŢĄŮ ĆŞ ùŚðŊ üŞŚþÂČÆõ ŚŞ öĄİ

.ćÂî ćŚźþŘ üãìŘø ÍČ¡õ
ÝþŚÞő

,ÛŐŚÆõ ŰŚśŹŘ ďć ùÀł ùćŚÔţĺŘ ýŚûřþÂÖŮ
(

crx

x

)

=
(crx!)

x!(crx − x)!
[1] − P1097

=
crx(crx − 1) · · · (crx − x + 1)

x!
≤ (crx)x

x!

:ÝþďŘć ÙĂČóÂţĺŘ řþÂÖŮ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ

x! =
√
2πx

(x

e

)x
(

1+ θ

(

1

x

))

[1] − P55 (3.17)

1

x!
≤ 1√

2πx

(x

e

)−x

x ≥ 2→ 1√
2πx

< 1

:üþŚÞœ âŞŚŮ ÓþÂãŮ

lim
r→∞

(1− 1
r

)r = e−1, (1− 1
r

)r < e−1, (1− 1
r

)crx < e−cx
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ýĄźţÆŻ ÂČÆõ ďć ěŚ Č œ ćďĄõ ýŚûľÂŢ ćŘÀãŮ ÂůîŘÀ§ 2 Ýó
Ś Ş ťĺŘ Â ŞŘÂ Ş Ć ţ êŚ þćĄ ś ú Ş ü ŞŚ þÂ ČÆ õ ñøÀŻ ěŘ ùćŚ Ô ţ ĺŘ Ś Ş T

. f

r−1 + x + 1

Ś Ş Â ŞŘÂ Ş ,L = (b, z1, . . . , zf ) Ć î Ý Č Ă î ŋÂ ê :ŰŚ ś ŹŘ
ø zf = e Ć î ýďĄ Ï Ć Ş À łŚ Ş L Â Č Æ õ ýŚ ûùÂ ð ýĆ óŚ ś œć
ďŘÀÖ õ ğŚĺŘ Â Ş zi ýŚûùÂð ßþŘÂ ŞŚ Ă Ş .∀i ≥ 1 , M(b, zi) ≤ x

ťÆČó ýŚûlevel ďĄÑĂõ).ÀœĄłüõ ěŘÂêŘ ŚûĳÎĺ öøďć M(b, zi)

ø ćĄłüõ zi ýŚûùÂð ÛõŚł Ýû T ÂČÆõ ??Ýó ğŚĺŘ ÂŞ .(ťĺŘ
ÝþďŘć Řď öŚØõŘ ßþŘ ĆţêŚþćĄśúŞ üŞŚþÂČÆõ ñøÀŻ ÓþÂãŮ ğŚĺŘ ÂŞ
ďĄ śä M(b, zi) ĳÎĺ ďć ùÂð r − 1 ćŘÀã Ů ěŘ ľÂŢ Œþ Ś Ş Ć î
TÂČÆõ ěŘ i ĳÎĺ Âû ďć ùÂð ni ćŘÀãŮ Ćî ÝČĂî ŋÂê ÂðŘ .ÝČĂî
ÀłŚŞüõ ŚûùÂð öŊ ěŘ ŚŮ

⌈

ni

r−1⌉

ÂůîŘÀ§ ÛõŚł T ĆźČţœ ďć ,ÝþďŘć
ŚûùÂð ćŘÀãŮ ÂůîŘÀ§ ,ŚûĳÎĺ ôŚÞŮ öćÂî âÞŻ ŚŞ ĆźČţœ ďć ø

.ťĺŘ f

r−1 + x + 1 ÂŞŘÂŞ
:ÅŢ

⌈

x
y

⌉

< x
y

+ 1 ÝČœŘćüõ
x

∑

i=0 ⌈

ni

r − 1

⌉

<

x
∑

i=0 (

ni

r − 1

)

+ (x + 1) =
f

r − 1 + x + 1

2

Œþ Ć Ş öÀ Čĺď ýŘÂ Ş ýŘÂ Ş ěŚ Č œ ćďĄ õ ýŚ ûôŚ ð ćŘÀ ã Ů 2 ĆČÌì
ü ŞŚ þÂ Č Æ õ ñøÀ Ż ěŘ ùćŚ Ô ţ ĺŘ Ś Ş ŘbÀ ś õ ěŘ D Ć Ü ňŚ ê ďć ùÂ ð
Â Ú þć ŰďŚ ś äĆ Ş .O(logr D) Ś Ş ť ĺŘ Â ŞŘÂ Ş ,Ć ţ êŚ þćĄ ś ú Ş
Â ů îŘÀ § ďć ü ŞŚ þÂ Č Æ õ Û Þ ä ,c ≥ c0 ø c0 = 9 ýŘÂ Ş
,1− 3√

e
c ÛìŘÀ§ ñŚÞţ§Ř ŚŞ ôŚð (2c+1) logr D+2c2+ c+1

.ćĄłüõ ôŚźœŘ

ÂþćŚÖõ üĂþÃÚþŚŻ ø ??Ýó ø ??ĆČÌì ŰŚśŹŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ :ŰŚśŹŘ
:ÝþďŘć

f

r − 1 + x + 1 =
crx

r − 1 + x + 1 ≤ 2cx + x + 1

= (2c + 1)x + 1 = (2c + 1)(c + logr D) + 1

= (2c + 1) logr D + 2c2 + c + 1

2 ĆźČţœ 5
ÝþćÂî üêÂãõ ĆţêŚþćĄśúŞ üŞŚþÂČÆõ ÝţþďĄÚóŘ Œþ Śõ ĆóŚÖõ ßþŘ ďć
üþŘďŚî ÂŞ ùøĚä ĆŞŚÈõ üŞŚ þÂČÆõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ Ć Ş ťśÆœ Ćî
Ś Ş Ý ţ þďĄÚ óŘ ß þŘ .ťĺŘ ďŘćďĄąÂ Ş Ã Č œ ýÂţÞî Ć Ă þÃû ěŘ ,Â ţú Ş
ø O(logr D) ĆŞ O(log2 N) ěŘ üŞŚþÂČÆõ ýŚûôŚð ćŘÀãŮ ÇûŚî
ýŘĆÑ§Ěõ ÛŞŚì ćĄśúŞ ,üŞŚþÂČÆõ ñøÀŻ ùěŘÀœŘ ÇûŚî ßČĂżÞû
ÂČÆõ ñĄÏ D ŚŻßþŘ ďć .ÀĂîüõ ćŚźþŘ üŞŚþÂČÆõ ĆĂþÃû ďć Řď
Ý ţ þďĄ Ú óŘ ß þŘ .À łŚ Şü õ ü ŞŚ þÂ Č Æ õ ćĄ ś ú Ş Â ţ õŘďŚ Ţ Ý û r ø
ťĺŘ SkipTree ďŚţąŚĺùćŘć ďć üŞŚþÂČÆõ ÝţþďĄÚóŘ ýĆţêŚþćĄśúŞ


