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� 	�!:  ?!KL� ��/�J ?J  M��� $ ����/��I� .����$/ �J ?I�(� N�� /�

?�@� /� ?	�
�J �/�� O���J ��L> .�#P��Q  ?�R���& /� $ A�� ���

   ?	�S
�J �/�S� ?!KSL� T� ./���J��I� �J ����$/ N��U   FV�SL� T� �"�S� ' 

�WR .)�/X ��/ Y��	" ?J   AS�� ��S���Z ?SV�/� YE F>  .   /� ?S� �S[�E T�

?�@��J ��L> .�#A��$��� P�� .\��� ]�^� _��I T� ./��LJ .�#

N��E T� ���H��� '�/�� ��`$ a���� /� FR��� N�	b�# $ S# AS
` .�/��c 

     �S-� /� �SJ '?SI�(� NS�� /� F�I� N��# ?J $ ���J �@��	� ?	�)Z �/���#

?�@� N�� d�R e���� N�+�Z��/ '�#F��� $ f��` F> �S�.    NS�� .��SJ

A�� �����Z ?V�/� ?!KL�.  

�
� �#�$ � 	%&: ?����J '?	�
�J �/�� O��  ?�@S� '�SWR .)�/  .�S#

�J ��L>N��E 'P��A
` .�#/��  

Q� �' ('  

?�@��J ��L> .�# .����� T� F�
�� P����Z �� ��L>  S��J	  ?S� �

 �
�E T� .���T ����� �[�� A
`  $ ?SH�g$ ,�   ]�S#   ,S� /� h��S
�

*�i�@�/� �J  ?�>��j �J �S	!���� /� P��.       .�S# A��$�S�� ?SJ ?S`�� �SJ

?�@� N�� d�R   ���H�S�� .��J P�L�� A�+�g �k���> ?J �J����� '�#

/� Y�b�# �!V�L� /�  ./$�S0 /��LJ .�	@���T $ �J����L�  ' ���� l��

�� �-� ?J��/.  

?�@� N�� /� *�"mi� A+��/� $ l��/� ��		� �$��� F��" N����
�  �#

N��E e��� ��+��/� $ �I��/� a���� FR�����Z .�# l��+ f��� ?� A��#

�� P# �J FR���� *�i�@�/� Y��)�# Y��J��� .?�@� /�   �I�S��� .�S#

 �#��L>N��E N���� A!" ?J    ?SJ �S
�E  �i�S@�/� ?�>�� ?� �I���� .�#

����� */��   S� T� ��S
�J �S!�R FR��� .�G+ $ �
��$��� A�� .�?�@

N��E .�/�� .�#      ,S� */�S� ?SJ �S
�E FR��S� .�G+ ?� /�� A
` .�#

�� A�� no
� ?�$�T $ p��� �J ��i  '���J S0  T� ���H�S�� ?S�	�� N� 

N��E N�����` ?+�� q"�J �#   ,S� �# .\��� fJ�	� d�^R ?J fJ�	� /�

��Z T����Z �� �#.  

?�@� p�� N�� ��/�J ?J ?I�(� N�� /� N���J�	J��/ $ �#F> ��� ?V�/� .�#

  ?S�R���& �
�E /� �
��� ?J �
��� Y���` O�� �k���> ?J Y���/ �J ?WJ�/ /�

   MS��� $ ����/�S�I� ��S�� ,� �J A�� ��� ��� $ ���    �S�/�J ?SJ �S�

$���A�� ?!KL� ,� */�� ?J ?!KL� �
��� /� $ ��� ?�R���& �
�E .�#

r�!o� s��� ���"� .)�/ ?����Jt ��� ?I���+.    �#�S��  $� A�SL� /�

   /� $ AS��� P�#��SR ��� u�W� p�0�� �J e@��� .�#/�� $ *v�(� ?J

�� ?V�/� .�^�o� s�0��  ��� �# �J ?WJ�/  ��S�.     ?SJ  �S� A�SL� /�

 ��� s�0�� $ ?V�/���/ T�F>     P�T���S& �S� ��S� ?SV�/� w��	� .�# . /�

A��$��� $ ?!KL�  /�
x A�L�    ��S
� ��S�� Y�S	� �� ?� ��
� .�#

M��� A���� ��/�J �� ?!KL� ,� */�� ?J ?!KL� $ ��� .)�/ ?����J

r�!o� s��� ���"� �� ?I���+ ���.   ?SJ �/ ��R ?`�� P[	& A�L� /�

]�W��� $ ?J�
� FV�L���/ .��y&> P�	� �� w!` ��� ?V�/� F  �S���
� $

?J �/�J� �l�k� , �� ?�R���& �
�E F> z$/ $ ���.  

U� 
��
)� *�+�' 

 f`�� /�[4] ?�@� ?	�
�J �#�T�J A�+�g    ?S��/� �SJ $ ��S� ��/�J �#

    {�x/�S
x ,S� '.�S	@���T $ �J����L� .��J ��� f�T�� P��/��I� ,�

?	�
�J .��J�� ?V�/� ?�@� �VE/�� .T�� '�	� f`��[5]     ,S� ?SV�/� ?SJ

 �@��(� P��/��I�) ASJ�} w��(� w��0 �J (     .��SJ �S0��/ l�S��+ ,S� $

?�@� /� l���� {�L��� $ �J����L� ?!KL��J .�#    ���S���/ �S	x P�S�

�� f`�� '�T���&[6] (� P��/��I� ,��?!�` �	x �@�   ?!KSL� .��SJ .�

?�@� /� ��T�J �k���>�J .�#P��)# l�� N�+�Z �-� /� �J FR��S� .� (

�� ?V�/� YE w��(� w��0 ����# ?J�#� .  fS`�� /�[7]     T� ���H�S�� �SJ

?	�
�J ?��R ,�	���' �� FR��� ]��Z F��
� ?J ���J�  /� ?S� ��T���&

  ��S� ���� Y�
� ��/ ,� �J '����$ ?�@� /� ��Z $� N�J r�@�/� �# YE

 $��J. FR��� �# N��� �	� �� P�/ l�� ,� . 	�S
�J ?��R ����E �/ ?

 ,� �
	� ?� �/�� ��  m"� $ ?�+�� YE /� /�@" FJ�� ?��R N�� T� Y���`

'A��  f`��[8] ��Z ?�	�� ��+ �JN��E .�/�� �#A
` .�#/���  �	�L#

�� �-� /� �/ �#��L> T� ��W� $� ?�@� ,���Z ?� ���Z  sWS� .�#

���� l$���Z .�#  �S� Y�S
� $ �		� �� f��[� �/  $� sW� .�#   �S#�

��� ?	�
J ?�@� ��" l�i ���/�� ����$/ N�� �J ? f`�� '���[9]   ?SJ

�	x �J����L� .�#/��R�� ��/�J?�@� /� ?��Z  �SJ ��SL> .�#  P�S�

N��E .�/��A
` .�#    ?S�R���& �S
�E /� FR��S� /�S}E $ /��   ��S� $ �S��

,� �J��#/ ?!KL����� F> $ ?I���+ �/ FR��� F���> �J ���L����.  
∗ ��N �����	L (�� )��� e����*�( +�)�, �-�. )N. CS2386-2-01. (��>�A A�� ���.  



X� ����� ����,$� -	� 

z$/ N���
J T� ��� ��� u�W� �#[2,3] �WR .)�/ ?����J T� ���H��� 

A�� ?	�
�J �/�� ?!KL� ?J A���� $ . �S�� P�#��R ?� ?���	x  T� �S& 

?����J ���� ?J ?!KL� F>J �WR .)�/?A��$��� F�I�?�@� .�# .�#

�>�Z )�� �
	� �#������ T� �R�J   ?�SLLZ d�R ����(� F��� �	����

J�	��(?����J ?J ���& ' r�!o� s��� ���"� .)�/) NP-hard ( F��@�

�����.  

?�@� N�� /���Z �#N��E .�/�� �#A
` .�#�	�L# /�� .   NS�� T� p�S� �#

N��E   �S� $ �	�SL# �i�S@�/� ?�$�T $ p��� ?^o
� $� .�/�� �#   �S	����

   l�S�/� ��SR d�R p��� $ no
� ?�$�T A�� ��i ,� /� �/ Y���`

�		�.  

���� A+��/� �� $ l��/� F�" $� �# N��E �#   �S[�� d�R A
` /� �/ �#

�� �#� .��� Y��)�# /�WJ F�" $�  �[�� ?J /��� �I$ ���J.  

 ��Zi /� �
	��� ��/�� ��Z ?J ��R r�@�/� �����j �	� l��+ �/  �v$� ?�j 

   ��SZ �S# �����} $ ���J YE �i�@�/� p��� /�u    l�S�+ �S�i Y$/�j  )  ?SJ

 A��i ( A�� ?J ��R ��	���+ ��i ���J 'j �/�� ?�� A��� �/)  F�S�

� .(    ��S# AS�� l�S�+ N��E ,� T� ��i ,� ?� ����	# �!� AI�> /�

��� .���� ��Z  FR��S� ��>mW�� ��i N�� �J ?� �/ ��R T� �H�i ����� 

�	� l��+ �/��.  

 
 -��. . 0�1'� -2� +u  3� 4
��� ��i  ��j  

  

$��� AR�	� �J l�>?�@� N�� �i�@�/� .�# A��  Y���/ /�-	� ?J �#

  l�S� T� Y���` �k���> ?J   �SWR .)S�/ ?S����J   ?!KSL�Max-Flow 

A��$��� '���� p$���� ?+�0� YE ?J ��`�� .�# ��� .  

 ?J r�J�� *���0����/ N�� /� ���H��� �/�� ./�yZ ���� l$�` /� 'F>

� �� ���� ���.  
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 l�^�� .$/ �/��(i,j) 
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 Y��� .$/ �/�� ?	�
�J(i,j)  
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 ��Z N�J ?!��+i  ��Z $j 

 ��Z T� l��/� A
`i ��Z ?J j 

i ��Z e��� ���H��� �/�� ��i  A+��/� �� ?J l��/� .��J

 ��Z T�j 

l  ��Z T� ��i N����j  

 l�^�� ��`$(i,j)  ��i /�l  ��Z T�i 

 

 ?WJ�/ ?J ?`�� �J
( )








Π
=

2

, Bjij

i

α
θ��T /� ''     Y��S� ?+�S0� ?S[���

A��$���?�@� .�#     ,�S�m� ?	�S
�J �/�S� z$/ ?SJ  ?SJ  */�S�

?����J/�).WR� �
��� ��#���: 
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�� ���� ?���	x�� �/�� Y���� ?	�
�J ]�# ������J .  

��� /��?�R���& w!W� N�� Y��J ?J �� '(� $ f@	� /� )[J ?� P�� /� '�^

��Z  ���  NS�� f��$ /� $ ���J �J��J ���J �`$�R $ .�$/$ �/�� /��(� �#

�oJ �G" A�L�   AS�� ?	�S
�J �/�� ?!KL� �!� AI�> �J e@��� .�#

 f`�� /� ?�[1] A�� ��� ���� s�0�� F�^H� ?J. 

 ���� A�� ��� ?+�0� F�I� N�� ?J : �/��u  ?Jv )   ?S� �i�S� ?Ju  /�

��i T� ��� .�#i �JN�	b�# $ ��v  $i  T� ��i ,� /� P#u   '�	S��J

  ��� .��Ju  ��i Y$/� .�#l  T�i  ( T� �/�� �$m�Jk  ?Ji )   �S�� .��J

k  ��i Y$/� .�#l  T�i ( �# .��Ji  $l  T� ��
�J�� ���J� ���J.  

  



� ?J ?`�� �J� ?�	��� Y��)�# /�WJ N��E   AS+��/� PS# $ l��/� P# �����

      /�SWJ �/ AS+��/� �S	x �S� $ l�S�/� �	x A�� N��� �I$ ���J ?����

�#�  �[�� ��$��# ' �� ��� J�� Y���/�� : ��i ?J .�$/$ �/�� p��[�

l  ��Z T�i  ��i T� �`$�R �/�� p��[� �$m�Jm  T�i )  �S# .��Jm $l 

 �# .��J$i ( T� ��
�J�� ���J� ���J.  

/�
x ��� ����T  � �� r�@�/� ?� ���(i,j)  ��i FR�� /�l   ��SZ  ��i 

���J.  

       �S��� ��SZ ?SJ ��SZ �S# T� Y�S��` ?� A��	�� N�� ?J )�� �����& r��

A�� �H� .$�L� �� ��Z/)J.  

�� �-� ?J �#�g /�?����J .�	@� �J F> ��/ ,� ?J ?� ��/  �SWR .)�/

����/�J .� ?!�` �	x F> ��/ ,� N���J�	J $ P��   ��S� ��S�& ?!KL� .�

A�� . �S� q"�J ?� �/�� ��`$ �[	�� /� ���g �m��� ?��� ,� ���   ��S�

 ?!KL� ,� ?J F��@� ?!KL�Np-hard  /� ?� A�� N�� ?��� YE $ ���

����� �[	���� e(+ $ �	�L�� ��TE /��(� N�+�Z .��J �#  ?S	��� T� �	����

�@� �/ ?!KL� ��� N��# $ ���� {�o��� s��� ���"�   ?!KSL� ,S� ?J F�

?����JA�� ���� r�!o� s��� ���"� .)�/.  

c� ��� �:���;	<� -� 

      /� Y�S��` ?!KSL� FS> .��SJ �S� ��#�
� F@� �oJ /� ?� /�W���#

?�@�       $ ��S� p$�S� �/�����S�� Y�S��` ?	�S
�J ?!KSL� T� ��L> .�#

A��$���?�@� .�#   �S�E ?S�	�� $ A�� ��� ?+�0� YE ?J �-� �/�� .�#

e@��� r$��     ���S� ?!KSL� NS�� /� �/������� Y���` ?	�
�J ?!KL� �J

�� F���> $ ��
� ��/�J ?� �� A�� �S� ���� ,� �J ?!KL� ?J AHZ Y���

A�� ��� �-� M��� .z$/ .��Z�-�/� �J ��> $h����� ?J .�# ./�yZ

����T h����� �	��� ���J .�	
&� ��� ��
J e���� P#���.  

�� ?`��� A�� ��� �J� P�����/ /� l$� r�� ? �#�g ?J ��� ?V�/� F>

?�(J �J)��Z ,� /� Y��)�# A+��/� $ l��/�  �" ($ AL�� M@W	�   )S��

A�� ��
� ?V�/� Y���` .��J �(��� ����� .   FS�I� NS�� ?J *m�
� N��

 ���^� �[	�� /� �/������� Y���` ?	�
�J ?!KL� r$�� T� ��� ?� A��

KL� /� ?� A�� N�� P# YE $ �/���    ��S+ �/�����S�� Y�S��` ?	�
�J ?!

����# ?� �����Z T�  �������� ?-+�> .�/�� �#Q�    N���J�S	J $ �	�SL��

    a/�SR ?S-�I Y�S�# /� ���J ?-�I �# /� .�$/$ Y���` ����� /�@`v�J

 Y�S��`  ��� f�` N���J�	J $ ���    �S# /� YE T� �S`$�R $ .�$/$ .�S#

��J �#��R �H� �J��J ?-�I ./� ?���/�� /� ?�@� �-� �/�� ��L> .�#

?�HZ ?� /�W���#   /� Y�S�)�# A+��/� $ l��/� Y���� ?-�I ,� /� ��

��� ��Z ,����J .?������ ?� ./$�0 .�   ��S`$ ��SJ ��� T� �/ YE Y���

?�@� /� ?�	�� $ A�� Y��T �^	"      O�S� 'Y�S��` T� ]�S# ��SL> .�S#

�� Y���` ���J.  

�� N���J�	JJ �/ FR��� ����� Y���   r$�S� ?SJ Y��T �^	" Y��� ?+�0� �

/� ����T �>�$ �# /� �/ r$�� YE $ ��� M��� �!@�A+�Z �-�.  

?	�
J ]�# �J ��� ?V�/� *���0�� �J   ?�@S� /� Y�S��` O�S� Y���  .�S#

N��E �J ��L>A
` .�#P�T���& �� /��.  

   ��S�� FS@� �SoJ /� ��� ?V�/� ./�yZ���� �H> �J ./�ySZ   �S��` .�S#

�� F���� A
` l$�` /� �#��� A�� ���E: 
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�� ��#�
� l$� ��� /� ?� /�W���#�� ���    Y�)S�� ?S� ��S� Y��J Y���

 ��Z �# /� �`$�R $ .�$/$ Y���`)�^(� $ ��@� )` ?J (  Y�S�T F� /�

A�� �H� �J �J��J ��/�J �/��.  

 /���� M��� w���� N�� ?J $ A�� ��� �/�$ Y��T �^	" )�� ���� ����

���.  

j� >
?@��5AB�� �:��� 4 '� � 
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