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fim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �X%&��� �\�� ��� =��5 �(/[��� �<�
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 lhp
fim . . . . . . . . . . . . . . . . . . R�([ ��� =��5 �(/[��� �<�
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 fhlhp
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flk . . . . . . . . . . . �� XB� �\�� ��� =��5 �(/[��� ������1 �<�
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��� )v V�O�  �� ���� Rv &�# F��� ����E�6 ���

3���! ����4-� $  �
�9� vu ���*��  �� ��<�  � �� Rv(−→vu) �������� ���E�6 ��� �$� �X%
��� ��/��5 2��� �� v V�� �$�'� ���*�� �E�6 Ev = 〈vu�, vu�, . . . , vuk〉 ���! ���
��� ����0�
��� F���� �� �\��	� Ev �� ��*�� F���� 3�
� xpjy �	���-6� ^
�� &�#  �
�9�
d� ≤ i < ke αi  ! � �<�
� � �� ��- � �� Rv = 〈α�, α�, . . . , αk〉 �E� 6 3�
� v *�> � �*� �
����  �$�< ��� αk $ �
� vui+� $ vui ���*�� ��� ����0�
��� �41 �� &�# R��(�  �$�<
� �� � � ≤ i < k ��<�  � �� Rv(−→uiv) )Rv $ Ev �E� 6 $� � 	 #�� � � 3�
� vu� $ vuk �� �*� �
� � � 4 �� � �X% U�� � � � 7 � <� &�� Y 	 
� � � �� αi = Rv(−→u�v) �� 	 �� �� � � !� �  �
�9 � P���
P��C� ��-�� �<�'� �E�6 7�  ! ���! ��� *�> 3���!�� ���� Rv �$� ��$�$� ��'	E1
$� @��
�� U����� � � )P�������� 3���� ��1$ R′

v = 〈αi, αi−�, . . . , α�, αk, αk−�, . . . , αi+�〉
3���#��  �
�9� Ev <� vui ���*��  �� ��<�  � Rv(−→uiv) ���B� Ev $ R′

v �E�6
��� 3���:�� �
�� xpjy �	���-6� �� �8��! ���`� "�'�� �� 
�� e−→uv

 � c���� P�0D+�
$ vui �$�'� *�� $� @��� <� $ v V�� <�  ! ei ^%&��� ��  ! ��#�� "�'�� F���� ���  � ���`�
 �
�9� &�9�  �  1�� �� 3��#�� ����4-� ��� ��/��5 2���  �
�9� @��< �� �#�� ��� =��5 vui+�

�'��� �� 3�
� V�	
� �� ���[� a<���� "�'�� @$�� ���`� ��� )�	���-6� ��� �� ��� ��/��5 2���
3�
� &�# �T�2�� xpjy �	���-6� =��! ��[��  � <��� =�6�  � a$� ��� �	��� P��O
1 @��� <�
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 ! �
�  �9� <� �6�� ��6$� ��(�  �  ! ��	E� e−→uv
 � c���� ����B� @��� M5�$ �� ei ���*�� ���

3��#�� MX5 −→uv ���	�� ^
��
�� ��<  '�	� �������� $ ��#�� a<���� ��� O(�) ��� ��/��5 2��� *�� �� )a$� ��� ��

3�����

1��
 �6�� ���� O(e + n logn) 7�
��(8�( )��� �� ��=���/� ��� ������ A
�9 E FK OA

3���!�� ����M�1 ��<  �K5 F6�5 �� �� UZ� ��� �� &��: �
�� ?��	�

�� & O(e + n) �� ��
 ��
�� :
� n �� !" G 2� ��= ���/� ��� ������ A
�9 ��
�0
 E FJ ��74
& ��
 !" G 3�
 ��� ������ A
�9 �� ��N�� �
�*� e !$ ��
 �6�� ���� O(e + n log n) )���

1��
 O(n�) �H$
�4 )< �
�/�

$ O(e + n log n) �� ����� F����  � a<����U��  />�� �� <��� ����  T��> $ @��< ��������
3�
� O(e + n)

X	
� ��� ('�
 �7
��28 ����.�� �������� ;L;

3��#�� "�-�4� �!�> "�-�� �� $ ����4-� V (q) ������!�� ��	%�
 )��1�� ��T� ���a$� ��
���1 *�� $ V�� @�$
�� ��(�  � P����`� ��� 3��!�� ���`� ���% ���@��< �� ^B� ��	%�
 ���
q  XB� <� ��� =8# �� q �\��  ! ����< )*�r� @���0  � 3�
� @: <� *�� �� V�� 2,> �� V (q)  �

3����� �<�
"�-�4�  � �<��� $ ��!��� ���`� V (q) ������!�� ��	%�
 )��!�� �!�> q′  XB�  �
=��5 S�5� ���B� ���� )���!�� ����4-� �� S�5� ��� =��5 �(/[��� ��  !����< )=��B���
=��5 �(/[��� �����Z� �� ��� )�������� 3���! {Z�� �� ��� =8# �� e� $ e� ���*�� <� ���
�� �� $ ���
� �# �� �4 6� � ��� �
� ���! ��#� �  	#�� �6��	� �����< ����4� �� �� S�5� ���
S�5� �(/[��� �
� $ U���� P������ �� 3���! {Z�� �� ��UZ� ��� S�5� ���B� ����<�4�

3��#�� "�'�� ��UZ� ���� 2��+� �� "<s P�>D�� "�'�� �� 
��
���5 q <� ��� =��5 �
�8(�� ���V�� P�$�'� �� P����`� ���  ! ��� @��� @����� ����E�
e *�� ��s�� ��E5 ^B� )=8# ��� �� 3�
� ��V�� ��� <� �� ���� ��� =8# �� v V�� 3�����
��� )��!�� �!�> q  ! ����< 3�
� ��� =��5 q <� ��#�� ���(� qv ^%&��� ���	�� ^
��  !
 ! =8# ��� �� A ����� ���� �>�� 3��#�� �! ��  ��[� )q �!�> �41 FE>�� ��� =��5 UZ�
&�'�� $ *�� )V�� �	�����  
 �� c ��	E� �� 3���#�� &����� �
�( ����� ���5 ��� ���`� P�$�'� ��
)=8# ��� �� A ��	E� ���� 3��#�� &��� @��� ec $ wc )vc �� F����  � $ ��#�� {Z�� @:

3��	E� e $ −→
l )v F����  � @: *�� $ &�'�� )V��

Time-stamp�



nk :(8�� ���6�/ (7
/ �	� � 
! $0�1�23 ����*�/ ; ���

A
q

l

e

v

)v V�� �� �	E� 7� A 3��!�� ���`� V (q) <� e *�� ��� =��5 UZ� ^B� q �!�> "�-�� �lhl =8#
3�
� e *�� $ l &�'��

�!�> "�-�� ��  ! �
� ��� V (q) S�5� ���B� ^%�� ����4-� ���� �� �	���-6� �/�� &���
�(/[��� )����<�4� �� �� u.
 3���! �<�
"�-�4� $ ���
��#  ��4� @��< �� �� ���	E� �����	�
���(� <� u� 3��#��  �
�9�  T96 @: �� ���	E� ���*�� ��� =��5 UZ� ���(� �� S�5� ��� =��5
F��� P��C� $  �
�9� @: ����	E� �E�6 )��1�� ����	���-6� <� &��Y	
� �� V (q)  �6$� ���B�
V (q) <� ����@�8� �E�6 ��� 3��#�� &��� @��� C(q) �� �E�6 ��� 3��#�� ����4-� q *�> &�#
a$� )C(q)  �6$� �%�
 &�9� ) ���� �� 3��!�� {Z�� ���!�� ���`� q �!�> "�-��  ! ��
@��� ����<�4� �� �� �E�6 ��� wD�� a$� $ �!�> "�-�� �E�6 ��� �6��	>� P����`� {�Z��

3���#��

H�����+� :�&�N5 �%D�� 9-A-A

��� UZ� �� &�#  	 Y� a$� V�
�� � �� q  � 6$� ��( 5� � ��� � V (q) )�!�> t$�# <� = � 5
�� 3�
� q <� ��� =��5 ���V�� $ ��*�� F���  6���� =��# V (q) )a$� ��� S�+ 3���!��  �
�9�
 � �	E� 7� )V (q) <� �
�8(�� V�� �� ��<�  � 3��#��  �
�9� ��< P��C� C(q) )V (q) �	#��
{Z�� �
�8(�� V�O� ���(� $ V (q) �$� �X% U����� 7� �� ���	E� ��� 3��#��  ��[� C(q)

$ *�� )V��  ! ��#��  �
�9� @: �� �\��	� ci ��	E� )vi �
�8(�� V�� �� ��<�  � 3���#��
V (q)  6���� ��  ! �
� �6�� ei )�'��� �� 3��	E� −→

viv
′
i $ ei )vi �� ����� F����  � �	E� ��� &�'��

3�
� M+�B� ��� =9� v′i $ ��#�� MX5 qvi ^%&��� ���	�� ^
�� $ ���� ���5 vi <� =�5 �� �(� �B�5�
3���#��  	%�
 O(|C(q)|) @��< �� ���	E�  �� V (q) �	#�� ��  ! �
� �[�$

 �
�9� 
�� �
� wc &�'�� &������� ��  ! �� Rvc(wc) &<�� )wc &�'�� �� ���� )@:��&$D0
=�� 5 O(log(|Rvc |)) @��< �� Rvc �$� ��$�$� ��'	E1 � � � 	E� �� &�'� � ��� �  ! �� � !��

3�
�  �
�9�

1��
 O(|V (q)| log n) 	
�����
 3���Q< !�4�� �0��� �9��Y�( E FL OA
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q
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v

α′
u

e

B

���%� 7� ��!�� �!�> p  � r <� �� r  � p  XB� <� �\��  ! ���-�� )dBe A UZ� �� �mhl =8#
3�	���� }�Y�� d2,>h@�$
��e *�B	��

@��< �� C(q) )u.
 3��#��  �
�9� O(|V (q)| log n) @��< �� V (q) )s�� P�9�[�� S�+ EG��H�
O(|C(q)| log n) @��< �� 
�� ���	E� ���&�'�� &��������� ���&<�� $ ��#��  �
�9� O(|V (q)|)
� 3���:�� �
��

��� ��
��K  &�
,���
! ;-A-A

���� ����<�4� �� �� $ �!�> "�-�� �� S�5� ��� =��5 �(/[��� ���� &��: �
��  �6$� ���B�
&��� q ���1 ��(5�� ����<�4� �� �� $ ������ �0D+� �!�> �0�
 $ �41 <� �� 3��# "�-�4�
"�'�� F
��� @��< �� �� ��! ��� �����	�  !��� ���� 3���!  �4� �� V (q) ���1 =8# ���� $ ��#��
 ! ����<�4� �� �� $ ��T�� ����  � 3��#��  	#�� ��  T96 @: ����	E� �E�6  ! �
����! ����
V (q) S�5� ���B� �E�6 ��� V�
��� $ �<�
"�-�4� �� C(q) �E�6 ��#�� ND�� q ���1 ��(5��
3���!��  �
�9� �� qvc ���	�� $ ec M+�B� =9� )C(q) <� c ��	E� �� ��<�  � ����!�� {Z�� ��

3�
�  T96 @: �� ec *�� ��� =��5 UZ� &���! {Z�� M+�B� ���
�\�� �	��� �!�> $ @��< �#,� �� �6$ 3���� ���	0� �
� ���I C(q)  ! "���� a$� ���
����<�4� �� �� c(q) �
�� �<�
"�-�4�  � c��� �	���-6� ��� �9� �������� 3��!�� ���`� C(q)

a<���� M5��  � $ ���
��# ���#�� C(q) ���`� q0��  ! �� �������%� ���� ��!��� ���� 3�
�
3���&�# &��� @��� ��� $ ��� ���=8# ��  ! ���#�� V (q) ���`� q0�� ���%�  	
�  
 3���!
@��� ��� =8# <� A ��E5 �� ���#�� &����� �6�B	�� ������%�  ! �����%� *$�  	
�
 � @��
� <� =�5 ��!�� �!�> r  XB�  � p  XB� <� �\��  ! ����< )=8# ��� �� 3�
� &�# &���
 ! ����< 3��� ����% *�� ��� e� )q <� �	#,� <� u� $ �
� C(q) <� �	E� 7� *�� e� )q  XB�
���%� 7� �� 3� �:�� U�� d@$��$ P��C�e ����%� �� �� 
� � ��#�� =B	 � � p  � r <� �\� �



nm :(8�� ���6�/ (7
/ �	� � 
! $0�1�23 ����*�/ ; ���

u

A B

p q r

v
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p q r

v

"�_��h��EB� ���%� 7� ��!�� �!�> p  � r <� �� r  � p  XB� <� �\��  ! ���-�� �nhl =8#
3�	���� }�Y��

*��  8��� �� ��#�� ���	E� <� �8� *�� ��
-��1  ! ��#��  ��[� V (q)  � ���1 *�� 7� )�6�B	��
����� �	E� ��� *�� $ ��# 2,> V (q) <� ����  ! ��#�� ~��% �\�� ��� &�$�9� <� ���	E� <� �8�

3�# ����% V (q) �� @: �$�'� *�� ��
��� %� � 
� &� # &��� @� � � ��� = 8 # <� B � � E 5 ��  ! � ���� %� "$�  	 
�
<� =�5 )r  XB�  � p  XB� <� �\�� �!�> "�-�� )=8# ��� S��X� 3��#�� &����� 2,>h@�$
��
&�'�� &���� �
� �I�� �	E� 7� 3����� ��1$ v V�� �$� ��P�� ��	E� W�� q  XB�  � @��
�
�$� �� �I�� ��	E� 7� r  XB� �� $ q  XB� <� ���0 <� u� �6$ 3�#��  	#�� ���5  �9� @$�� @:
 ��[� C(q)  � �I�� ��	E� 7� @���0  � ���� ���1 ��	E� q  XB� �� )�������� 3���� ��1$ v V��
�� $ �	���� }�Y�� @$��$ P��C�  (5�$ ��� ��! �!�> p  XB�  � r  XB� <� �\��  ! ����< 3��#

3��# {Z�� �I����_ ��	E� 7� @���0  � v V�� �� �\��	� ��	E� ���� q  XB�
�� �	E� $� �����%� ��� �� 3���#�� &����� "�_��h��EB� ������%� )�����%� "�
  	
�
�� ����([$ ��� ��� =8# 3��#�� ��EB� 
���	� ��	E� $�  � �	E� 7� �� ���#�� "�_�� ��
�� 3���� u $ v V�O� �$� 
���	� ��	E� $� ���� ���5 q  XB� �$� �\��  ! ����< 3����� @���
�	E� 7� ^B� r  XB� ��  !���X� ���#�� 7��
� ��  � $� ��� r  XB� ��
  � �\�� �!�>
P��C�  (5�$ ��� ��!�� �!�> p  � r <� �\��  ! ����< )�-�� 2�+ <� 3������ �5�� v V�� �$�
�$� 
���	� ��	E� $�  � q  XB� �� $ ���� ��1$ v V�� �$� �	E� 7� ��	�� 3�	���� }�Y�� @$��$

3��#�� ��EB� u $ v V�O�
@�$
�� �� 2,> =�0 7� �\�� �!�> �41 V�
��� )"�_��h��EB� ���%� 7� �� )��������

3��# *��0� V (q) $ C(q) �� c���� P����`� ����  ! �	���� }�Y�� �	E�
P����`�  �� s�� ������%�  	
�  
  ! ���� @��� ��� � a$� ��� �9� P��I� ����

3���#�� =��# �� ���	E�  � c����
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1�0�� ��
�6 ��
*� �$�4 N�V �� V (q) ������$�� ��
6�� ��0�= 7�
��(

�� ���`� 7� �� �\��	� V (q) ������!�� ��	%�
 �� ���`� ��  ! ������ @��� P��I� ���� EG��H�
2��� <� e *�� 7� ���	�� �$� <� q  ! ��!�� ���`� ����< V (q) ������!�� ��	%�
 3�
� C(q)

$ V�� 7� �� ��#�� &�$
�� V (q)  � ���1 *�� $ V�� 7� P������ �� 3��! ���0 ��� ��/��5
 � ���%�  ! �
� �
�� u $ �
� v $ u ���V�� �� �\��	� e ���! ��� 3��#�� 2,> @: <� *��
de �$� <� q ���0e ����$� ��� <� =�5 �
��  ! ��� ��� ��e �
� &�# 2,> @: <� ��  ��[� V (q)

7� )����$� ��� <� =�5 $ �
� �
�8(�� V�� 7� v �
� �4��� 3d�
� ��1�� C(q) �
�� ���B�
���`� �	E� ��� *�� ����$� ��� <� u� $ &��� ��1�� C(q) �� @: �� �\��	� �I����_ �� �I�� ��	E�
�� C(q) P����`� �� ��� $ �
� &��� C(q) �� ���`� 7� �� �\��	� V (q) �� ���`� ��� u� 3�
� &��!

3��#��  	#�� �� V (q) �
�� ���B� �������� ���! a<���� $ ���
��# �
��
t��  
 <� �8� �� �\��	� 
�� C(q) �� ���`� ��  ! ����  '�	� @����� &��
 *s�	
� 7� ��
� 3�
s�� ���%�

3���!�� @��� �� �����%� a<���� $ ���
��# &�9� ��(� UZ� ��

�����!� /����� <L;

����4� �� )@:��1 � 3����� ��1$ �1��� �� �����%� R� "�4Y� )���	���-6� ���
 2D%��
�E�6 )����<�4� �� �� 3��#�� "�'�� "<s P��/�0 $ a<���� �8�� ������%� �CZ�� ����<
 /��� ��  ! �������%� )�E�6 ��� U����� �� 3��#�� �
��� q ���1 ��(5�� V�
��� ���	E�
7� <� U�� �
� �8�� )�	E� �� ���� �� 3���#�� ���
��# ���&��	�� }�Y�� s�> �� �/�5 ����<�4�

3���# ��1� $ a<���� �4�: t�5$ F����  � ����  ! ��# ���
��# ���%�
<��� P��� �� $ �
��� �	E� �� )���	E� �E�6 �$� �X% U����� ��� *D% �� )��������
�	E� 7� ���� ��! ��� 3��#�� *��0� C(q) $ V (q) �� "<s P�9�9C� $ ��1� @:  � c���� ���%�

3��#�� ���8� �#��  	#��� ��&��� a<���� ���%� W��  ! ����< ��
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"�-�� �� SPT (t) $ SPT (s) P����`� �������� SV (st) $ WV (st) P����`� {�Z�� ����
�� ^B� SPT (p) )��!�� �!�> P &��
 �(/[��� �� p  XB�  ! ����< 3���! *���� st �!�>
 �� <� ��E� ����&���! �%��  �
�9� ���� &��� ��� 3��!�� ���`� �!�> <� ���% P�T96
���`� SPT (t) �� SPT (s)  ! ����< 3xniy �
� &�# &��Y	
� P ��� ��/��5 2��� 
�� $ P V�O�
��� �U�� ���� �#$� xffy �� 3��!�� ���`� 
� � SV (st) � � WV (st) ����� �!�� ��	%�
 ��!��
��B	E� ^% P��C� q ��� )a$� ��� �� 3�
� &�#  O��� q H�9	�  XB� ���� SPT (q) P����`�
������� q  ! �	6�> ���� 3��#�� a<���� O(log(|V (q)|)) @��< �� SPT (q) ���`� �� ��! �!�>
�������� 
�� �� 3��#�� a<���� O(log�(|V (q)|)) @��< �� SPT (q) ���`� �� ��� �41 ���`�
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 8��� ��'� �!�> *�+ �� $ ���! *��0� $ ���-�� a$� ����  � �� SPT (t) $ SPT (s) P����`�
�� SPT (t) $ SPT (s) ���`� �� �� �� c���� P����`� ��<�E� *$� <� �� SV (st) $ WV (st) ��� ��

3���! *��0� �4�:
$ SPT (s) � 6$ � � � !� � � � � ` �  	 
� � � P��C � SV (st) $ WV (st) )�!�> "�- � � ��
��	%�
 ^B� )=8�� ��� => ���� 3���!�� ���`� �CZ�� M5��� �� $  	EE� P��C� SPT (t)

$ SPT (s) P����`� �� �\��	� @: P����`�  ! ���!�� ����4-� �� SV (st) $ WV (st) ������!��
��� &���� =�8�� ���V��  6���� P��C� �� SV (st) $ WV (st) ������!�� ��	%�
 3�
� SPT (t)

�$� �� �-�� �%�� $ ��	E� P ���V�� @��� ��V�� ��� <� �%�� 3������� �T��� �(/[���
R��(� ��� UZ� ��  ! ��	E� C $ B t�� ���V�� @���  ! ����� ���5 @: @$�� �� P ���*��
�� �4�: )��!�� ���`�  	
��� P��C� st �!�> �� ��%� ���V�� S�5� =9�  !���  �  1�� �� 3���#
�������� )P�0D+� ��� �	#�� � � 3���!�� ����4-� �4 �: &���!���(� ���*�� $ �4
�� V�
���

3���!  �
�9� �X% U����� 7� �� �� SV (st) $ WS(st) S�5� ������B�

)� �� �� )
� �� � 
� WV (st) ] � �� �
� / � �WV (st) :� �� �� �! �� � 0� �
 ��� 5 
 �
 � � E FP OA
1��$ !��� � O(|WV (st)|)

���V�� S�5� =9�  ! �
� "<s ^B� )WV (st) ���V��  6����  � c���� R��(� S�+ EG��H�
)V (−→xv, e) D r � B t� � V�� ��� � 3� � � ! {Z� � � ���� ��1$  6� � �� � �� ��  ! �� C $ B t� �
�� @: S�5� ��(5�� �������� �������� 3����� �� e *�� $ xv <� &���,� ���^%  � c���� P�0D+�
uv @��� {Z��  �  1�� �� 
�� V (−→uv, e) Dr� C t�� V�� 7� ���� 3���! {Z�� ���I @��< ��
�� WV (st) V�O�  �� S�5� =9� )�������� 3���!  �
�9� ���I @��< �� ��@: ��(5�� �������� e $
� 3��:�� �
�� WV (st)  6���� �$� �X% U����� 7�

)� �� �� )
� �� � 
� SV (st) ] � �� �
� / � �SV (st) :� �� �� �! �� � 0� �
 ��� 5 
 �
 � � E FQ OA
1��$ !��� � O(|SV (st)|)

�� �� C $ B t�� ���V�� S�5� =9�  ! �
� "<s ^B� )WV (st)  � c���� P��I� ������ EG��H�
&���,� ���^%  � c���� P�0D+� )V (−→xv, e) Dr� B t�� V�� ���� 3���! {Z�� SV (st)  6����
7� ���� 3���! {Z�� ���I @��< �� �� @: S�5� ��(5�� �������� �������� 3����� �� e *�� $ xv <�
@��< �� ��@: ��(5�� �������� tu $ sv @��� {Z��  �  1�� �� 
�� V (−→sv,

−→
tu) Dr� C t�� V��

 6� � �� �$� �X% U����� 7� � � SV (st) V�O�  �� S�5� =9� )������ � � 3���!  �
�9� ��� I
� 3��:�� �
�� SV (st)

a$� $ ������� �T� �� V�O�  6� � �� ���(�  � �� SV (st) $ WV (st)  ���� �� )������ � �
3���!�� @��� �� �4�: �<�
"�-�4�
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&��S Z��2� ��� ����Z��2.'  ����.�� 9L<

$ SPT (s)  � c���� P����`� �
� ���! SV (st) $ WV (st) P����`� *��0� ����  ! ������ @���
3���! *���� �� SPT (t)

�"$�� ���R� �0��� \/@ ���� �*�+�", 2� �� st '� 
� \6���( !� X���� WV (st) E IR OA
1�"$ ���R� SPT (t) �� SPT (s) !$

�X
 V�O�  0��'�  ! ��!�� ���`� ����< ^B� A t�� V�O�  0��'�  ! �
� �[�$ EG��H�
�� C �� B t�� V�� 7�  ! ����< 3��! ���`� t �� s ��E� ����&���! ����%�� <� �8� �� *$�
7� @�# F��_ ���L�� 3�
� &�# 2,> V (t) �� V (s) <� P V�� 7� )��#�� ���\ WV (st)

���`� )�������� 3�
� V (t) �� V (s) �� P V�� 7� @�# ���\ =�6�  � WV (st) <� C �� B t�� V��
}�Y �� SPT (t) � � SPT (s) �� � � �` � "�- ��  � ^B� WV (st) �� �` �  '� 	 � �� $ ��V�� t� � ���
� 3�	����

!$ �"$�� ���R� �0��� \/@ ���� �*�+�", 2� �� st '� 
� \6���( !� X���� SV (st) E IF OA
1�"$ ���R� SPT (t) �� SPT (s)

C t�� V�� 7�  � =���� st �!�> �I� �� B t�� V�� $� ����� �%�� �� )SV (st) ���� EG��H�
�6s�	
� �� ���6�> ���
 ���� 3��#�� ��EB� B t�� V�� $�  � C t�� V�� 7�  8��� �� ���#��
�� ����`� �6�> $� ��� ���� �� 3��! P��I� �� �6 @����� �#  	Y� WV (st) ���� ��  L�:  ����
@��! *�� �� ^B� )���� �� � � 3��!�� �� �` � SV (st)  !�6�> �� ������ �� SPT (t) � � SPT (s)

�
��� 7� �� ��  6�E� ��� 3�E�� ���! SV (st) �<�
"�-�4� ���� SPT (t) $ SPT (s) P����`�
���! ��� 3������ "�'�� d@: �X% U����� �� &$D0e SV (st) S�5� ���B�  �
�9� "�-�� ���[�
C t�� V�� 7� $ ���&�# "�_�� �� �� �!�> "�-�� �� V (−→tu, e) $ V (−→sv, e) ����� B t�� V�� $�

3���&��� SV (st) �<�
"�-�4� ���� ���`� ���  1�	� �� $ ���&��$: ��1�� V (−→sv,
−→
tu) �����

 �
�9� SV (st) ���*��  6���� U����� ���7� �� �� SV (st) S�5� ���B� �����Z� ��� *�>
�� S��X� e *�� �$� V (−→tu, e) $ V (−→sv, e) �� �\��	� ���V�� S�5� ��(5��  ! ���#��  1�	� ���!
$� ��� ���� &��: U�� ���%� <� �� �
����!  	8� ���� 3�E�� SV (st) �� ��V�� ��� F����

3���! wD�� ��@: $ ���# M/X� V��
P����`� �%�� �
� �8�� SPT (t) $ SPT (s) P����`� @��! *���� �� ^B�  8����� )��������
��(� P����`� �� �� SV (st) S�5� ���B�  �
�9� "�-�� P����`� ��� �6$ )�����  1�	� �� SV (st)

� 3��#�� "�'�� SV (st) �� "<s P�>D�� ������ ��� @��< U��
�� @$�� $ ���
��#
a<��� � $ � ��
� � # SPT (t) $ SPT (s)  � c� �� � P�� � � ` � )st �!�> @� �< )� ��� �� � �
q  XB�  ! ����< 3��#�� "�'�� SV (st) $ WV (st) �� "<s P�>D�� )���`� �� ���� $ ���#��
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���%� 3xffy �	���� }�Y�� SPT (q) ���� �� ���%� t�� $� ��!�� �!�> &��
 �(/[���7� ��
 ��� <� � 6�� 	 � � �<� � $�  ! � �:�� U� � � �� �< )��#��  	 Y� *$� �X
 ���%� @:  �  ! *$�
�� ��V�� ��� <� �8� q �!�> �41  �  	E��$ )�6�>����� 3���#�� �	
���� q � � SPT (q)

3��#�� ��-�� ��<�� SPT (q) �%��
<� �8� $ SPT (q) �%�� �� q @���<�� <� �8�  ! ��:�� U�� ����< �����%� �-�� t��
t�� ��� 3������� �/�� ��<�� �� "$� ��<�� P��� ��� �� 3���# �	
���� q �� V�� @: @���<��
 � $ �%�� *$� �X
 �� �/�� ��<�� )�6�> ��� �� 3��#��  	Y� �/�� ��<�� ���%� 
�� ���%�

3������ ���5 a��� <� u� �� U�� $ q ��<�� @���0
���! ��� 3��#�� "�'�� P��� ���� �����%� ��� <� 7� �� ��<� � SV (st) �<�
"�-�4�
=��5 t <� D�5  ! v $ u V�� $� ) '�	��� 3�
� &��:U�� SPT (t) �$� *$� �X
 ���%� 7�  !
<� =�5 v  L���� 3�E�� ��� =��5 t <� �-�� v V�� )�!�>  ���� �� $ ���&�# �	
���� t �� ����� ���
v )P��C��� ��_�� 3��#��� SV (st) ���`� q0�� ���%� ��� )�#�� � SV (st) �� @�# �	
����
���  ! V (−→tu,−→sv) �� d�
� P �� v <� �(� V�� v′e V (−→tu, vv′) V�� $ ��# 2,> SV (st) <� ����

3��# 2,> SV (st) <� ���� 
�� ���� ���5 SV (st) �� u $ v V�O�
�� c���� P����`� ��� � ���� ���5 v <� =�5 SV (st) ��  ! �
�� t�� V�
��� )@:��&$D0
���5 P �� v V�� <� =�5 ���� )�#�� A t�� <� v′′ ����� �
�� )V�� ��� ��� ����� P��� SV (st)

��� 3��#�� ~�� SV (st) �� v =9� <� =�5 V (−→tu, v′′v) ���1 V�� P�������� $ �#��  	#��
�� @: ��' � V (−→tu, e) V�� $ 2,> SV (st) <� )�#� � B t� � <� V (−→tv , e) �� �� � �
�� )V�� ���
2,> SV (st) <� �#�� C t�� <� V (−→tv ,

−→
su′) ����� �
�� )V�� ��� ��� )�	��4� 3��#�� ~�� SV (st)

3��#�� ~�� @: ��'� V(−→tu ,
−→
su′) ���1 V�� $

V�� )P������ �� 3�#�� &��:U�� SPT (t) ���� �/�� ��<�� ���%� 7� ���! ��� *�>
 !e �#��� ��� =��5 s <� v ��� 3���&�# �	
���� t �� u ��� =��5 V�� $ ���� ��� =��5 t <� D�5  ! v

���� v )P��C�����_�� 3��!��� ���`� SV (st) )d�E�� WV (st)  � S/(	� v  ! �
� ��� ���(�  �
��� ���� 3��# wD�� F
��� ��X� SV (st) V�O�  6���� $ ~�� SV (st) �� ��% F
��� =9� ��
7� �� )@:��&$D0 3�
� SV (st) Ǳ
1 u ���%� ��� @��< ��  ! �
� P��I� =��5 ����E� �6�>
$� �� �� 3���� ��1$ SV (st) �� V (−→tu,

−→
su′) ����� C t�� V�� 7� �� V (−→tu, e) ����� B t�� V��

�� $ V (−→tv , e) ���1 V�� *$� �6�> �� @: ��'� $ ��# 2,> SV (st) <� ���� V�� ��� )�6�>
FE>�� )���L�� 3��# ~�� SV (st) �� v V�� <� =�5 ���� V (−→tv ,

−→
su′) ���1 V�� "$� �6�>

<� u� � �� � V(−→tu ,−→sv) � � V (−→tu,
−→
vv′) ���1 V�� )d�
� P �� v <� �( � V�� v′e vv′ *� � �41

3��#  ��[� SV (st) �� v V��
���%� 7�  ! ���! ��� 3��#�� *��0�  ���� �#$�  � 
�� WV (st)  � c���� P����`�
�	
���� t �� ��	E� ��� =��5 t <�  ! v $ u V�� $� ��(� 3�
� &��� �$� SPT (t) �$� *$� �X
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�5�� ��� =��5 st <� @����� v ��� 3��� ����Z� ��� =��5 �-�� v V�� )st �!�>  ���� �� $ ���&�#
V (−→tv , e) $ V (−→uv, e) )v )P��C�����_�� 3��#  ��[� WV (st)  � V (−→uv, e) V�� �
� ���! �����
V (−→tu, e) V�� =��# WV (st) ��� )@:� �&$D0 3� ��# 2,> WV (st) <� � �� � ��1$ P��� ��
)P��C�����_�� 3��#  �
�9� ���'� −→tu t�(# ���1 M+�B� =9� V�
��� ���� @: ���B� )�#��

3��# ~�� WV (st)  6���� �� v =9� �� ���� V (−→uv, e)

=��5 t <� D�5  ! v V�� ���! ��� )SPT (t) �$� �/�� ��<�� ���%� 7� a<���� ����
��  ! �������e v ���V�� )�6�> ��� �� 3�
� &�# �	
���� t $ u ��� =��5 V�� �� ���� ���
~�� WV (st) �� ��% �
�� =9� �� ��� � V (−→uv, e) $ V (−→tu, e) )d�#��  	#��� ��1$ WV (st)

v ���e V (−→tv , e) V�� @: ��1  � $ 2,> WV (st) <� V (−→uv, e) V�� ���� )P��C�����_�� 3���#
3��#  ��[� WV (st)  � d�
� �
�8(�� V��

�������� (	
�R ;L<

SPT (t) $ SPT (s) �� ���%� �� ��<� � WV (st) $ SV (st) P����`�  ! �
� P��I� =��5 ����E�
3�
� ��,�"�'�� O(log n) @��< ��

& O(max(log(|V (s)|), log(|V (t)|), log(|SV (st)|))) )� �� �� SV (st) �� � �� � � � R � �� E II OA
1��
 ��_([�Z0
 O(log n) )��� �� !Z�
0 ��

�'	E1 V (t) $ V (s) �$� ���� )���%� �� a<���� ���� )�#  	Y� �/�5 UZ� ��  L���� EG��H�
"�' �� ��� I @� �< �� P�� � � ` � )u.
 3� � � ! �� � � SV (st) �� � �� � �� P�� � � ` � =9� 
 � � $ � � � !
�$� O(log(|V (s)|) + log(|V (t)|) + log(|SV (st)|)) @� �< �� ���%� �� )���� �� � � 3�# � ����%
$ O(log(|V (s)|)) @��< �� F����  � 
� � SPT (t) $ SPT (s) ������%� 3��#�� *��0� SV (st)

O(log n)  ���� <� |SV (st)| $ |V (q)|  !���  �  1�� �� 3���#�� ��1� $ a<���� O(log(|V (t)|))
� 3��#�� ��1� O(log n) @��< �� SV (st)  � c���� ���%� �� )��	E�

O(log n) )� �� �� !Z � 
 0 �� & O(log(|WV (st)|)) )� �� �� WV (st) �� � �� � � � R � � � E IJ OA
1��
 ��_([�Z0


V (s) �� V�� 7� ��([$ ���� ���%� 7� a<���� ���� )�#  	Y� �/�5 UZ� ��  L���� EG��H�
V�� 7� ��:  ! ���! �
��� ���� ���L�� 3��# {Z�� WV (st) �� P����`� =9� 
�� $ V (t) $
= �� 5 �� 	 ��� - 6 @� �< �� � ��' 	E1 � ��  � � 3� �% � � �
� � �� = �� 5 R� ([ P��C � st <�
3� ��#�� "�'�� ��� I @��< �� <� � � ���� P��� �` � )���'	E1 ���  '�	 � �	#�� � � 3�
� "�'��
$ a<���� O(log(|V (t)|)) $ O(log(|V (s)|)) @��< �� F����  � 
�� SPT (t) $ SPT (s) ������%�
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�� WV (st)  � c���� ���%� �� )�
� O(n)  ���� <� |WV (st)|  !���  �  1�� �� 3���#�� ��1�
� 3��#�� ��1� O(log n) @��<

3�
� @��� =��5 ��<  �K5 P��C� �	���-6� ��� <� =��> ?��	�

)� �� �� �
! 0� � � )
� �� � 
�)< )&�� st \6��� ( & P ��
� n ��� � � * � +� " , E FN ��74
�
�
�
 �� st !$ ����"� 
� st U�*+ & ��� ��� ���� �*�+�", !$ ��$ 7�
��(8�( O(n log n)

���R� �0
�
� st �$�4 �;� !Y0�", 1	�"$ ����[��";� O(log n) )��� �� �"$�� �$�4 \6 2�
1��=�� 
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 O(log� n) )��� �� st U�*+ & ��� ����*�+�", �� ��� ���R� �� ��"$

��	+�>	�� <L<

7� ��5 $ R�([ ��� =��5 �(/[��� �<�
"�-�4� $ ����4-� ���� ��	���-6� =C� ��� ��
$� ��E� ����&���! �%�� P����`� <� a$� ��� �� 3�# @��� &��
 �(/[��� 7� �� M5�$ ^%&���

3�# &��Y	
� ���(/[��� ��� ��� P����`� "�'�� $ ���
��# ���� ^%&��� �

)u.
 3�
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U��
�� @$�� $ ��!  �
�9� �����! P��C� �� �X% ���B� ��� @�����  ��-�  ! ������ @���
) ' � 	 � �� 3�� ! &�� Y 	 
� ��1� � �<�
&��
 �� �� 	 ���- 6� �� ��@: )�� T ��> � � � �� �<  � �
 �
�� ���1 ���(� ������8� �� @����� �� )��� =��5 �(/[��� �<�
&��
 ��(� )�T� ����  6�E�
&�#�'��1 �>�E� ��E� <� &�#  O��� ���(� ��  ! ������� 3��! => ��1�� ����	���-6�
 ���� ���� ��  ! �
� O(n�) V�� ���	�!  6�E� => ���� �	���-6� ���1� @��< ���!&��Y	
�
��E� <�  ! ����� �� 3���!�� => 
�� �� �� XB� ��� =��5 �(/[��� �<�
&��
  6�E� ����<
 O��� @: => ���� O(n�) ���1� @��< �� �	���-6� 7� ��	�� ���! &��Y	
� �X% ���(� @���0  �  /���
�\�� ���� �� V (q)  ! ���!��  O��� O(n�/�) ���1� @��< � � ���! �	���-6� 7� )u.
 3������
=��5 �(/[��� �<�
&��
 ���� �� &�#  O��� �<�
&��
 ���(� )@:��&$D0 3��!�� &��
 q �� XB�
t�� ��� => ���� �����! ����	���-6� $ ������ ���(� 
�� �X%&��� �\�� 7� ��5 $ R�([ ���

3���!��  O��� �<�
&��

"�-�� �� ��9�� �<�
&��
  �  ! �
� &�# "�'�� xiny Buzer ^
��  E��B� =��5 ��! �4��
�<�
&��
 
� � a$� ��� �� )��1$ ���� � 3�
�  	%���� U����  9Y� 7� �$� �� @��� @���
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3������ P��� U����  9Y� �5� V�
� �� ^B� $ �\�� ��(5�� <� =B	E�
3��#� �  O��� � \� �  �  	 E ��$ �<� 
&�� 
 �� � ( � $� ��� UZ� �� )=C � � ��  ���� ��
V�
��� �<�
&��
 �4��� ����	���-6� $ �4�: V�
��� �X%  �
�9� a$� )�����(� ��� �����J�$
$� ��� $ ��� ���UZ� �� 3��#�� @��� UZ� ��� �� 
�� dO(n�) ����<  ���� ��e �����(� ���
��� <� �8� V�
��� �<�
&��
 ���� O(n�/�+δ) $ O(n�) ����< ��� ���� �� F����  � �	���-6�
��5 $ R�([ ��� =��5 �(/[��� �<�
&��
 ��X% ���(� )��� UZ� �� 3��#�� @��� �����(�
�<�
&��
 ���� ! � 	 ���- 6� )��� UZ� �� 3��#�� @� � � @:  �
�9� a$� $ �X%&�� � �\� �

3��#�� @��� �X%&��� �\�� ��� =��5 �(/[���

�6�� �' ��*'� ����"��� %L@

�� � ! ��� 3� � � !�� �
�� � �� V�� ��� 	�! �<�
&��
  6�E� � � B �  ��� ^B � =C� ��� ��
Q := 〈q	, q�, . . . , ql+�〉  6� � �� � �< �� 3�
� 〈p	, p�, p�, . . . , pn〉 V�O�  6� � �� � � � �E� 7� P
pn $ p	 V� O� � � � ��� � F � �� �  � ql+� $ q	 V� O� &� �� � � 
� P ��� � �<� 
&�� 
hk 7 �
��E�� �< &�# &��
 )d� ≤ i ≤ le )qiqi+� ^%&�� � �� )�<�
&��
 ��� �� 3�#� � l ≤ k $ � �#� �
P(s, t) ��E� )�-�� �����0  � 3pt = qi+� $ ps = qi  ! �
� P <� P(s, t) := 〈ps, ps+�, . . . , pt〉

3������� 
�� ��@��� �� *�C�� �� ��^%&��� t�� ��� 3�
� &�# &��
 qiqi+� ^%&���  /�
$  �
���! ��� 3�
� ����4-� =��5 ��	�!  T��> ��  ! �
� P <� ����B� Q )P��� ��� ��
�� �<�
&��
 ��� ��X% 3�
� Q $ P ����# @�
�� ���(� ���� &��Y	
� ���� ���(� ��X% M��� err

�� Q �� P �<�
&��
 ��X% )*$� �6�> �� ���! R��(� @����� P��� $�  � err ���(� V�
� ��
�� 3������ @��� SEerr(Q) �� ��@:  ! ������� Q �� ��1�� �����@��� ��X% t��'� �� �����
Q �� ��1�� �����@��� ��X% ���B� ���	��� �� ����� �� Q �� P �<�
&��
 ��X% )�-�� �6�>
�� err ��X% ���(� ���� Q<� qiqi+� ��@��� ��X% 3������ @��� MEerr(Q) �� ��@: $ �������
 ! ��#��  �
�9� err ��X% ���(� R��(� V�
��� @: ���B� $ ��#�� &��� @��� err(qiqi+�)

3��#�� ���(� �����!  �  	E��$ s��(�
�� &�# &��Y	
� ��X% ���(� ���	�4� ��#�� &��� @��� errh � �  ! 2�$�V$��  /���
)�
� P(s, t) � �E � &�#&��
  ! qiqi+� � �@� � � ��� � 3�
� ��1�� �<�
&��
 ���� 	 ���- 6�
3�
� qiqi+� ^%&��� <� 〈ps, ps+�, . . . , pt〉 V�O� �
��/5�  /���  ���� � � � � ��� � errh(qiqi+�)

R��(� |pt| P��C� ��#�� &��� @��� d(p, qr) ��  ! qr ^%&��� 7� <� p  XB� �
��/5�  /���
errh(prps) )*�r� @���0  � 3�
�  ���! |pt| ���B� @: ����  ! �
� qr �$� �� XB� t  ! ��#��
3�
� prps ^%&��� c�B� $ pk  XB� ���  /��� ���	�!  ! �
� |pkpr| � � ����� 	�� =8# ��
 /��� P��C� do(pm, pspt) ! �
� do(pm, pspt) � � � ��� � errh(pspt) )=8# ��� �� )���L��

3��#�� R��(� pspt ^%&��� <� &���,� ^% <� pm  XB� ����0
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��E� ��� �>�E� �� ����� erra(qiqi+�) ���(� ��� V�
��� 3�
� ��1�� �<�
&��
 ����	���-6�

3�
� qiqi+� ��@���  /�
�� &�#&��
 ��E� P(s, t)  ! �
� qiqi+� ��@��� $ P(s, t)

��� � = � 6� ����  � $ � ���� ����� &�#&��
 � �E� $  � 6$� � �E� ^B � ���� � ( � � �� ��
F
��� ���� �
�
� ����� @: �� �\�� ��(5��  ! �\�� 7� <� ��� =��5  �>�� <�� �<�
&��


3���!  1�� ��< *�r�  � F/X� @�# �#$� ���� 3��	E��
q �� XB� �\�� <� ��� =��5 �(/[��� 	�� =8# �� P := 〈p�, p�, . . . , pn〉 ���! ���
P �����%��  ! ���! ��� *�> 3���� ���5 q  � ��7��
� ���E� pi  � ��E� pj )*�r� ��� �� 3�
�
���! 2,> �� pj V�� ��� 3��	E� 2,> =��5 V�O� �4�� pj $ pi $ ���! &��
 V�� 7� 2,> �� ��
$ ���� P$�Y� |pjp

′
j | &<����  � q ��� <� �<�
&��
 �� @: ��(5��  � ��E� pj �(5�$ ��(5�� &�-�:

&�-�: ��# 2,> pi V�� ��� )=��B� �� 3�
� &��	�� }�Y�� �\�� <� |pjq|  /��� �� ���'��1 ���
3����� �� |piq| /��� �� ���'��1 ��� $ �
� |pip

′
i|�����  �6$� ��(5��  � ��E� ���'��1 ���B�

��(� )"$� a$�  � �<�
&��
 )���� ���5 q <� ����$� ���E�  /��� �� pj  � ��E� pi  ! �'�: <�
�� ��� 3�#�� ��G�
� |pjp

′
j |<� �O
1 P��C� |pip

′
i| ��� �	> �
� ��F
��� q ��� <� )pi 2,>

���� *s�	
� ���� 3��# 2,> pi ���� 2�$�V$��  /��� ��X% ���(� V�
� ��  ! �
� �6�>
3��!�� }�� 
�� &�# �'��1 �>�E� ���(�

P��
�9� �� �� �\�� ��(5��  ! ��# R��(� ���1 ��X% ���(� 7� �
� "<s )��������
����	���-6� �� &��Y	
� $  �
�9� =��5 ����E� ���� ���1 ���(� )@:��&$D0 3���-� �T� �� ��%

3�#�� ��1�� �<�
&��
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��Z�  ! �� d��� =8# <� A ��E5 �� &�#&��� @�� �e pippj ��E� �����%�� �� �! ���
 XB � �$� � � �<�
&��
 ��� �� p  XB � )q &����� <� 3� � � ! &��
 pipj ^%&�� � � � �
� V (q) <�
�� @�#�\� � 	 � c� B � �$� � � ppj $ pip ���^%&�� � c� B � � ��
 � � �L�� 3��#�� �#�- � p′
 �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� )�<�
&��
 t�� ��� �� 3���#�� �#�-� p′pj $ pip

′ ���^%&���
�\��  L���� 3������ @��� errvis(q)(t, pipj) P��C� q �\�� $ pippj ��E� <� t  XB� ���� �� �\��

3������ @��� errvis(t, pipj) �� ��&��
 P��C� �� �X% ��� �#�� {Z�� �	�  �  1�� �� q
$ tq ���^%&��� M+�B� =9� t′  ! ���!�� R��(� |tt′|

|tq| � � ����� �� errvis(t, pipj) ���B�
�� �/�� ��E�  /��� )�\�� <� |tq|  /��� ��  ! �
� ��(� ���  � �X% <� R��(� ��� 3�
� pipj

V�� 7� <� U�� �� �����E� ����  ���� P��C� R��(� ��� 3�
� |tt′| �� ����� &�# &��
 ��E�
3��#�� R��(� 
�� �����

 � Ps�> ��� ���� �� R��(� ���� $ �������� ���5 s�� R��(� ��  ! ���� ��1$ �6�>  

3���&�# &��� @��� ��� =8# <� D $ C )B �����E5 �� �6�>  
 ��� 3��! @��� ��% P���
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���  ! ������� 3��	E� �	
�� �� q $ pj )pi V�O� d��� =8# <� B ��E5e *$� �6�> ��
3���� ���5 @: � 	E� �� q  ! �
� ��&��	
 �(/[��� 7� V (q) $ �
� V (q) <� ��Z� ��E�
q $ pj )pi c�B� <� &���,� ^% �$� �� 
�� pippj ��E� c�B�  �/! $ p V�� �6�> ��� �� )��������
�$� �� ���	8�  XB� $ ������� ���5 �� �$� pipj $ tq ���^%&��� ) '�	� �� 3�#�� �����% ���5
&��
 ��E� $ �/�� ��E� ��� ��$�B� �6�> ��� ��  ! �
� �4��� 3�#�� �����Z� �4�: M+�B� =9�
3���!�� R��(� �Y� �� ����� �6�> ��� ���� �� �<�
&��
 ��X% =�6� ����  � $ ����� ��1$ &�#
tq $ pipj ���^%&���  ! �
� �	�([$  � c���� d��� =8# <� C ��E5e �-�� �6�>
��E� ���  8���  �  1�� �� 
�� �'��� �� 3����� ��1$ t′  XB�  '�	� �� $ ���!��� MX5 �� �-����
���	�� )���� ���5 �(/[��� ��� <� pj $ pi V�� $� ��� t $ �
� ��&��	
 �(/[��� 7� <� ��Z�
�� 3���������5 V (q) @$��� M+�B� =9� ��� $ ��!�� MX5 �� pipj ^%&��� ��	> tq <� &���,� ^%
���B� $ ��#�� �#�-� �
� M+�B� ��� =9�  ! t′  XB� �$� �� t  XB� q �T� <� 
�� �6�> ���

3���!�� R��(� |tt′|
|t′q| �� ����� �� errvis(t, pipj)

���5 tt′ ^%&��� �$� q  ! �
� ����<  � c���� d��� =8# <� D ��E5e "�
 �6�>
&����� q �\��  ! ����� ��T	�� $ ���! &��
 �� ��� =��5  �>�� ��$��� <��  ! �����%�� �� 3������
&��
 �(/[��� <� ~��% q �<�
&��
 ��� ��  ! �
� �6�>�� ��� 3�#��  	#�� ���5  �>�� ��� @$��
�� ����< �6�> ��� 3��# �����/1 ���<�
&��
 t�� ��� <� ���� )������� � 3������ ���5 &�#
MX5 �� �-���� tq $ pipj ���^%&���  ! ���� ��1$ P(i, j) ��E� �$� t ����� �
��  ! �����
R���(� ���4�� � � � ����� �� errvis(t, pipj) �6�> ��� �� 3���� ���5 V (q) @$�� pipj $ ���!���
q0�� ��� $ �# ����% ���4�� � )��:�� ��< ��  L���� )
� � errvis(pi, pj)  '�	 � �� $ ���!��

3���� ���\ �<�
&��
 �� �X%&��� ���� ��#��
����� �� 7� $ �Y� ��� ���0 V (q) <�� <�  XB� �� ���� errvis ���B� )s�� R��(� �� S��X�

3�
� ���4��� ��
�>�E� $ 2�$�V$��  /��� ���(� $� ) XB� 7� ��X% ���� s�� R��(� <� &��Y	
� ��
�\��  �  	E��$ �� /��� ��X% 3��! R��(� �\��  �  	E��$ �6�> ���� @����� �� &�# �'��1
maxt∈P(i,j)(errvis(t, pipj) �� ����� �
� P(i, j) ��E� &�# &��
  ! �� pipj ^%&��� ���� �� XB�
���L�� 3������ @��� errdvis(pipj) �� ��&��
 P���  � �� errdvis(q)(pipj) �� $ ���!�� R��(�
R��(� ∑

t∈P(i,j)(errvis(t, pipj) P��C� ^%&��� ��� ���� �� �\��  �  	E��$ �	>�E� ��X%
3������ @��� erravis(pipj) �� erravis(q)(pipj) �� $ ���!��

�������� �	 �
����
 ��� ��� �� ��� �� �� ����� ������ �
����
  ! �"#��
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��0 3���� ��1$ c�B� ��0 "�4Y� $ �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� ��� �8��
�  X���
−→
d �41 �� �<��� ^% $� ���  /��� ���	�! �� ����� −→d &�# &��� ���	�� �� c�B�  0��'� 7�
��E� <� �
�O�  0��'� dPU (i, j)e PL(i, j) ���! ��� 3�#��  	#�� �� �� �� c�B�  ��  ! �
�
q =��#  ! pj $ pi c�B� <� &���,� ^% ^
�� &�# R��(�  	E�  9Y���� ��  ! �
� P(i, j)

$ wL(i, j) � � F� �� �  � �� PU (i, j) $ PL(i, j) c�B �  0��'� ��0 3� ���� ��� 5 d�E� �e �
�
3������ @��� wU (i, j)

#	��
� V (q) �
 P(i, j) = 〈pi, pi+�, . . . , pj〉 ���� �
�� E IK OA

errdvis(pipj) = max( wU (i,j)
do(q,pipj)+wU (i,j) ,

wL(i,j)
do(q,pipj)

)1

�-�� ��
 ��  ! P(i, j) ��E� <� p  XB� �� ���� errvis(p, pipj) )u6��  �K5 V�
� �� EG��H�
c�B� ��� ��X% ���	��� )�������� 3 do(p,pipj)

do(p,pipj)+do(q,pipj)
�� �
� ����� ���� ���5 q  � ��E� pipj

 ! P(i, j) ��E� <� p  XB� �� ���� errvis(p, pipj) ) ���� ��+  � 3 wU (i,j)
do(q,pipj)+wU (i,j) �� �
� �����

����B� ���  ����� $ �
� do(p,pipj)
do(q,pipj)

�� �
� ����� )�E� q  ! ����� ���5 pipj <� �	�
 @��� ��
� 3 wL(i,j)

do(q,pipj)
�� �
� �����

P(i, j) <� pk V�� 7�  � c���� errdvis(pipj)  ! �
� ��� �6 ��� <� ��B	E�  '�	� 7�
��X%  �
�9� � � �� pipj ^%&�� � �� ��X% �� ��� ��� ����E� ) '�	 � ��� <� &��Y 	
� � � 3�
�

3���$��� �
�� P(i, j) ��E� �� ��1�� ���V��
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P(i, j) ��E� c�B� �\��  �  	E��$ ��X% t��'� �� pipj ��@��� ���� �\��  �  	E��$ �	>�E� ��X%
 � errvis(t, pipj) ���B� �$� ����*��-	�� �� @����� �� erravis(pipj) ���B� )�������� 3�
� �����
@��� ��� =8# ��  ! )rs ^%&��� ���! ��� 3��!  �
�9� P(i, j) ��E� <� t ����B�  �� ��<�
�� �� ^%&��� ��� �$� c�B�  � c���� �(�'� ��X% 3�
� P(i, j) ��E� <� ��Z� )�
� &�# &���
���5 x ��9� �$� �� pipj ���! ��� )q9� ��/! U��! @$�� 3������ @��� erravis(rs, pipj)

)P��C����� 3����
erravis(rs, pipj) =

∫ xs′
xr′

|tt′|
|tq| dx

3��	E� s′ $ r′ c�B� x  Y6�� F����  � xs′ $ xr′  !
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pi

3�\��  �  	E��$ �	>�E� ��X% ���(� �jhp =8#

$ xq = m $ �
� ax + by + c = � P���  � rs <� &� ��, � ^%  6�� ( � � � � ! �� �
s�� ��� S�+ $ ���� ���5 t′q $ rs ���^%&��� <� &���,� ^% $� �� �$� t )���L�� 3yq = n

����!  �
�9� ��< P���  � �� yt $ xt �������� ) '�	��� 3yt′ = � $ xt′ = x

{yt − n = n−	
m−x(xt − m), ax + byt + c = �⇒ {yt = nc+anx

ax−am−bn , xt = cm−cx−bnx
ax−am−bn 3

�� �
� ����� erravis(rs, pipj) ���B� )��������

erravis(rs, pipj) =
∫ xs′

xr′
|tt′|
|tq| dx =

∫ xs′
xr′

√
(x−xt)�+(	−yt)�√
(m−xt)�+(n−yt)�

dx3

���:�� �
�� ��< P��C� *��-	�� ���  	E� "��

F(x) =
∫ |tt′|

|tq| dx = (t−xt)
√

(t−xt)�+y�t +y�t ln(t−xt+
√

(t−xt)�+y�t )

�

√
(m−xt)�+(n−yt)�

3

���#��  �
�9� ��< *���� <� erravis(rs, pipj) ���B�  '�	� ��

erravis(rs, pipj) = F(xs′) −F(xr′)3

��E� <� ^%&��� �� ��<�  � s�� P���0 ���B�  �
�9� �� @����� �� erravis(pipj) )��������
<� C ��E5 ��  ! �	6�> ���� 
��  ���� D��! ����
�9�  ! �
� �!v  � "<s 3��$: �
�� P(i, j)

$ ��� I �X% ���B� 
� � �-�� �6�> $� ���� 3�
� ��,�"�'�� �
� &�# &��� @��� ��� =8#
3�
� {Z��
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 O��� ��E� �<�
&��
  6�E� ��5�� $ ��B�  ��� $� �� ���� ���(	� ����	���-6� )�#  	Y�  L����
���(� �� ���� &��Y	
� =��5  ! ���&�#  O��� �X% ���(� <� =B	E� ���	���-6� ��� <� �%�� 3�
� &�#
$ ����0 a$� 7� @���0  � 3xfip) om) pg) no) kk) ipy ��	E� �<�
&��
 ���� &��Z6� ��X%
��� �� ��E� ����&���! => $ ����41 2��� 7� �	%�
 �� V�� ���	�! �� �<�
&��
  6�E� ) ��4�
P = 〈p	, p�, . . . , pn〉 � �E� V�O� �$� Gε ����41 2��� )a$� ��� �� 3��#�� => 2���
−−→pipj ����41 *�� $ ���� ��1$ V�� 7� P <� pi V�� �� ��<�  � )2��� ��� �� 3��#��  	%�

3�#��� ε <�'� ��X% ���B� <� �	��� err(pipj) ��� �4�� $ ��� ��#��  ��[� 2��� ���  � )i < j  !
� � �<�
&��
  6�E�  ��4 � ;��1 ����41 2��� ��� �� pn  � p	 <� Q ��E� ����&� ��! )u.


3�
� MEerr(Q) �<�
 ��4� 2�� V�
��� P ��E� V�� ���	�!
Gε ����41 2���  � )i < j  ! pipj ���*��  �� �#��  ��4� SEerr(Q) �����Z�  L����
3��#��  	��� �T� �� @: �� �\��	� ��@���  � c���� ��X% �� ����� *�� �� @<$ $ ���#��  ��[�

3�
� SEerr(Q)  ��4� ;��1 pn  � p	 <� Q ��E� ����&���! )P��������
 � � ��X% @�� � V� 	
� �� ��� � � )� 	 ���- 6� � �� ���1� @� �< )� 6�> $� � � ��� �
���� &�# &��Y	
� ��X% ���(� <� =B	E� a$� ��� )@:��&$D0 3�
� O(n�) �� ����� )��^%&���
��� � �� �\� �  �  	E ��$ �>�E� $  /�� � �� � ( � $� �� � � ��� �� � )� ��� �� � � 3�
� �<�
&��

)��^%&���  �� ��X%  �
�9� <� u� $ ���! &��Y	
� �� XB� �\�� ��� =��5 �(/[��� �<�
&��

�� ����� pipj ���^%&��� ���(� 3���� "�'�� �� �<�
&��
 =�0 O(n�) @��< �� �	���-6� ��� � �
^%&��� �� ���� �� errdvis(pipj) $ erravis(pipj) ��X% �������� �4��� P���  � 3�
� O(n�)

3�# ����% O(n�) �� ����� �<�
&��
 ���1� @��< =! )�������� 3���!  �
�9� O(n) @��< �� pipj

@��< �� $ �\��  �  	E��$  /��� ��X% ���(� ����  6�E� ��� => ���� a$� $� ��(� ���UZ� ��
3���!��  O��� O(n�) <� �	�! ���1�

��*'� ���
]�J ��	7� ���' ����"��� ����� �������� ��-.' 1L@
�6�� �'

�\��  �  	E��$ �� /��� ���(� ���� �<�
&��
 )�# @��� ����� UZ� ��  ! ����0 �	���-6� ��
errdvis(pipj)  �
�9� ���� "<s @��<  � c���� ����<  ���� ��� 3��#�� "�'�� O(n�) @��< ��
3��#�� ��1� O(n�) @��< �� d��E� ����&���!  �
�9�e �/�� �	���-6� ) �
�9� ��� <� u� 3�
�
�� �
� �8��  ! pipj ���^%&���  �� ���� errdvis(pipj)  �
�9� ���� �#$� )UZ� ��� ��
�� 3��!��  �
�9� �� ���X% ���  �� O(n�) @��< ��  ! ���!��  O��� ���# ���\ �<�
&��
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3�� XB� �\�� ���� @�
��  �>�� �khp =8#

V�
� �� �<�
&��
 )O(n�) @��< �� )����� UZ� �� &�#  O��� �<�
&��
 �	���-6� ) '�	�
3����� "�'�� �� �\��  �  	E��$ �� /��� ���(�

 ! ��# ���\ ������� P ��E� V�� ���	�! �� �<�
&��
 �� ����� �� ^B� pipj ^%&���
<�'� ��X% ���B� ε  ! �#�� ���5�� errvis(pm, pipj) ≤ ε c�# )i < m < j  ! pm c�B�  �� ����
�� p′mp′′m ^%&��� ���� pipj )c�# ��� @��! &��$:�� ���� 3�
� V�� ���	�!  6�E� ���� &�# &���
$ |p′mpm| = ε|pmq|  8���X� �
� pmq ^%&��� �$� �� XB� p′m )��� =8# S�+  ! ��! MX5
 8���X� �
� p′m  � ��E� pm =��B� ��
 �� $ pm $ q c�B� <� &���,� ^% �$� �� XB� p′′m
~��% q  ! ��# q0� � � �� � � �<�
&��
  � pipj ^%&�� � @�$
�� )@:� �&$D0 3|p′′mpm| = ε|p′′mq|
 ! ���� ���5 �� 9Y���� @$�� pj  ! �
� "<s )c�# ��� ��[�� ���� 3���� ���5 �<�
&��

<� pi  XB� ���� ��  9Y���� ��� 3�
� pi+� =��# $ ��#�� R��(� piq <� &���,� ^% ^
��

3������ @��� hp(pi,P , q) �� q �\�� $ P ��E�
 ��[� �<�
&��
 ����0 �	���-6�  � c���� Gε ����41 2���  � −−→pipj *�� )�-�� P���0  �
q $ ��! MX5 )i < m < j )pm c�B� ���� �� p′mp′′m ���^%&���  �� pipj ��� �4�� $ ��� ��#��
$ q �\��  � ��E� pm  XB� @�
��  �>�� �� p′mp′′m ^%&��� 3���� ���5 pipj =��# �<�
&��
 @$��

3������� ε  ��	
: ��X%
&�$
�� Gε ����41 2���  � ���� ��:  ! pipj ^%&��� ���� �� �������C� ���� )��������
)u.
 3���# �
��� )����� ���5 pj $ pi ���  ! P(i, j) V�O�  �� @�
��  �>�� ���� )��% �� ��#
���� �� �������C� @��< �� &��: �
�� P�0D+� <� �������� pipj+� ���� �� �������C� ����
P��C� )��#�� &��� @��� PRpi ��  ! �� pi V�� <�'�  �>�� )��T�� ��� ���� 3���! &��Y	
� pipj

)pipj ���� �� �������C� "�-��  ! �
�  9Y� <� ��Z� PRpi <�'�  �>�� 3���!�� R��(� ��<
���B�  ! �
� �4��� 3�#� � PRpi  �>� � @$�� pj ��� �4 � � $ ��� ��#��  ��[� Gε  � *� � ���
<� �T�2�� $ errdvis(pipi+�) = �  ! �
� ��� @: =�6� 3hp(pi,P , q) �� �
� ����� PRpi  �6$�
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$ ��� ��#��  ��[� Gε  � −−−→pipi+� )u.
 3��#��  ��[� Gε  � &����� −−−→pipi+� *�� )pi+� ��(5��
−→
bc $ −→

ba ���*��  /�
�� &�# R��(�  #�� � abc  ! �#�� � p′i+�pip
′′
i+�  #�� @$�� pi+� ��� �4��

<� u� )� ��� �� � � 3�
� pi+�  XB � @�
� �  �>� � p′
i+�

p′′
i+�

$ �
� ac ^% &�� � =��#  ! �
�
3���� � p′i+�pip

′′
i+� � � � ��� � �� @: ��� B � $ �� ! �<�
"�- � 4 � �� RPpi � �� � )pi+� V�� �
�� �

−−−→pipi+� *�� $ ���� �� �T� ���� ��J�$ PRpi )��#�� �
��� pi+� V��  ! ���-�� )P��������
)��� =8# �� 3�#� �  	#�� ��� 5 PRpi  �>� � @$�� pi+� ��� �4 � � $ ��� ��#��  ��[� Gε  �
@��� )d� < k < �e )p	pk ���^%&��� ���� �� �������C� "�-�� p	 V�� <�'�  �>�� P����`�
Gε  � −−→p	p� �6$ ���#��  ��[� Gε  � −−→p	p� $ −−→p	p� )−−→p	p� ���*�� )=8# ��� S�+ 3�
� &�# &���
�!  �# 3��<�E� O(n�) @��< �� �� Gε 2��� �������� a$� ��� <� &��Y	
� � � 3��#���  ��[�

3�
� &�# &��� @��� ��� =8# �� Gε  �
�9�  � c����
<� &��Y	
� �� @����� �� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� V�
��� �<�
&��
 )��������

3��! => )@: <��� ����  T��> �� @��< U��
�� @$�� $ ��1��  ��4� $ ����0 �	���-6�
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BuildDAG(P , ε)
� P is the input path of n vertices and ε is the error threshold

1 for i = 1 to n − 1
2 do
3 PRi := hp(pi,P , q)
4 for j = i + 1 to n
5 do
6 if pj ∈ PRi

7 then add −−→pipj to Gε

8 PRi = PRi ∩ � p′jpip
′′
j

9 return Gε

�<� 
&�� 
 ��� � �<� 
&�� 
 � �� � 0 � 	 ��� - 6�  � c� �� � Gε � 	 %� 
 � 	 ��� - 6� �mhp =8#
3�\��  �  	E��$ �� /��� ���(� V�
��� �� XB� �\�� ��� =��5�(/[���
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& �
!./0 �E�0 ��� ���� �*�+�", E FP ��74
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�*� n !$ ��$ ���� O(n�) )��� �� :
� 3��
J$ �� �E�0 !� !
��
& !�G�@ ���*�

1��
 ��� ���� �*�+�",

���5�� ��� ('�
 �7
��28 ����"��� ����� �������� 9L@

��+  � ����� �� Gε 2��� )��#�� O(n�) <� �	�! ����<  ���� �� �����	���-6� *����  �  ! ����� ��
�
� Gε <� ��&��� � U��� �  � 4 � =8�� � �� � �  � / _ =>&�� 3� � � !  �
�9� � ��� $ =�� !
� � �<�
&��
 �	���-6� ��	EZ� xny Varadarjan $ Agarwal 3�#�� O(n�) <� �	�! @: &<����  !
��X% ���(� <� &��Y	
� �� V�� ���	�! �� �<�
&��
  6�E� => ���� �� O(n�/�+δ) ����<  ����
<� &��Y	
� �� Gε 2��� �<�
&���� �� ��	�� �	���-6� ��� 3�����  O��� L� �� 2�$�V$��  /���
$ Feder ^
�� �� #�% U#�� <� &��Y	
� � � 2��� �<�
&���� &��� 3�
� ��� #�% U#��
�� 2��� ����	���-6� <� ����(� ���1� ����<  ���� @: <� &��Y	
� ��  ! �# w�X� xkmy Motaven

3����� ���4�
Gε 2��� &���� U���� ���� xny ��  ! �� �� #�% U#��  �4� a$� ��	�� )UZ� ��� ��
�� Gε &���� U���� V�
� �� �<�
&��
 ����0 �	���-6� ���L�� 3���!�� @��� )�
� &�#  O���
@��� �� XB� �\�� ��� =��5 �(/[��� ���� �� Gε &���� U����  �
�9� a$� u.
 3���!�� @���

3��#�� �<�
&��
 �0�
 ���4� q0�� ��! ���  ��-�  ! ������ @��� $ ���!��

Clique Cover�
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�� G = {G� = (V�, E�), . . . , Gl = (Vl, El)}  0� � ' � $ G = (V, E) ��� � 4 1 2�� �
 
 ��� �
� G ���� �� #�% U#�� 7� G 3�
� G <� 2�����< 7� Gi ��  ! ����-� �T���

��#�� ���5�� ��< c�#

2��� ��� V�O�  	
� $� Vi� $ Vi� ��� $ �
� ��Z�$� =��! 2��� 7� Gi 2��� �� df
3�#�� Vi� <� �
��  � Vi� <� V�� 7� <� ���� Gi *�� �� �41 &�-�: ��#��

3E = E� ∪ E� . . . ∪ El di

3Ei ∩ Ej = Φ )i �= j $ � ≤ j ≤ l )� ≤ i ≤ l  ! j $ i �� ��<�  � dj

��&���� P��C� �� @: �������� )�
� ��Z� $�  #�% 7� Gi 2��� ��  8���  �  1�� ��
O(|Vi|) @: <��� ����  T��> ) '�	� �� 3���! ����4-� Vi� $ Vi� ���V��  	
� $� ���(� �� ^B� $
$ ������ @��� |G| �� �� G �� #�% U#�� &<���� 3�E�� Gi ��46�� ����4-�  � �<��� $ �
�
G &���� ����4-� ���� <��� ����  T��> M5�$ �� 3���!�� R��(� ∑l

i=� |Vi| �� ����� �� @: ���B�
3�
� |G| �� �����

@��< �� @��� �� �� G <� V�� $� ��� ��E� ����&���! )G 2��� <� G &���� =8# �	#�� ��
3��!  �
�9� O(|G| + |V |)

A
� 9 �
� � �
! =� 6 8 =� ( 2 � G = {G� = (V�, E�), . . . , Gl = (Vl, El)} � 9
 E IL OA
O(|G| + |V |) )��� �� )
���� 
� G �
 v & u :
� &� 3�� ���� 3�������$ ���0< �=�� G �
��;�

1��$ !��� �

gi ��  ! � � � !�� R��( � �� V ∪ {g�, g�, . . . , gl} V�O�  0��'� � � H � ��1 2��� EG��H�
−→ugi ���*� � )�#� � Gi  � S/( 	 � −→uv ��� )G <� −→uv ����41 *� � �� ��<�  � 3�
� Gi � � �\� � 	 �
O(|G|) $ V�� O(l + |V |) ����� H 2���  ' � 	 � �� 3� ��#��  ��[� H � ��1 2���  � −→giv $
H �� v $ u �� � � �E � � �� �&� �� ! )G <� v $ u �� � � �E � � �� �&� �� !  �
�9� ��� � 3�
� *� �
��E� &�-�: )�#�� 〈u� = u, g�, u�, g�, . . . , gk, uk+� = v〉 P��C� ��E� ��� ��� 3��#��  �
�9�
$ �
� �
���
 �0�� ��� �9� P��I� 3�
� G �� v $ u ��� ��E� ����&���! 〈u�, u�, . . . , uk+�〉
� 3�
� "�'�� =��5 O(|G| + |V |) @��< ��  �
�9� ���  ! �
� �4���
��%�� �8 � $ L� ��X% �� � ( � V�
�� � G  �
�9� ��� � xny ��  ! �� �� 	 ���- 6� *�>
 �  	E ��$ �� /�� � ��X% �� � ( � $ �� XB � �\� � � �� = �� 5 �( /[� �� ��� � )�
� &�#  O���
� � � ! �� � 3��#� �  	 %� 
 �=> $ � �E B � P��� � G a$� � ���� 3� � ��� � � � � ( � � \� �
����41 2�� � Gε(C) $ �
� �T � ��� � � �� = �� 5 �( /[� �� V (q) = C = 〈p�, p�, . . . , pn〉
���! ��� 3�
� Gε(C) �� #�% U#�� G $ d�<�
&��
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Divide-and-Conquer�
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U#�� F����  � G� $ G� 3��#�� C UZ� $� C� = 〈p�n
�
	+�, . . . , pn〉 $ C� = 〈p�, p�, . . . , p�n

�
	〉

)"�_��  />�� �� 3� ��#��  �
�9� �	��<� � P��C�  ! �� 	E� Gε(C�) $ Gε(C�) �� #�%
���*�� ���� �� G�� �� #�% U#��

E�� = {−−→pipj|−−→pipj ∈ Gε(C), pi ∈ C�, pj ∈ C�}

$ C� �� �4�: V�� $�  ! ��	E� ����*��  �� =��# F����  � G� $ G� )�������� 3���$:�� �
��
3�
� C� �� �4�: �-�� �
 $ C� �� �4�: �
 7�  ! �
� ����*��  �� =��# G�� $ ���� ���5 C�

 � G� $ G�  8���  �  1�� �� 3�
� Gε(C) ���� �� #�% U#�� 7� G = G� ∪ G� ∪ G�� ) '�	���
3���! @��� �� G��  �
�9� &�9� �
� ���! )���#��  �
�9� �	��<�� P���

7� �� �
� ����� ��	�� @: ���B�  ! ����! R��(� F���� ���  � �� PRpi )��� UZ� ��
�����E� 3��#�� �<�
"�-�4� ?����  � @: ���B� . . . $ pi+� )pi+� V�O� a<���� �� $  9Y����
�T� �� �� pj ∈ C� $ pi ∈ C� V�O� $ C� = 〈pn, pn−�, . . . , p�n

�
	+�〉 $ C� = 〈p�, p�, . . . , p�n

�
	〉

���B� �� ����� �� cone(pj) $ p�n
�
	 V�� a<���� <� u� PRpi ���B� �� ����� �� cone(pi) 3����-�

3����� �� ��< �6 )F���� ���� 3������� �T� �� p�n
�
	+� V�� a<���� <� u� PRpj

1pi ∈ cone(pj) & pj ∈ cone(pi) �9
 �;"� & �9
 −−→pipj ∈ E�� E IM OA

)p′mp′′m ���^%&���  �� pipj ��� �4� � $ ��� −−→pipj ∈ Gε  ! ����� @��� ��� UZ� �� EG��H�
pj ∈ cone(pi) &�-�: ��! MX5 �� ��^%&��� ���  �� pipj ��� �
� �4��� 3��! MX5 �� )i < m < j

�� �^%&�� �  � � pipj )pi ∈ cone(pj) $ pj ∈ cone(pi) � �� )� - �� 2� + <� 3pi ∈ cone(pj) $
� 3�
� E��  � S/(	� 
�� $ Gε  � S/(	�  '�	� �� $ ��! ����% MX5 �� )i < m < j )p′mp′′m
 �$�< α $ ��	E� cone(pi) &���! R��(� ���^%��� pil

′ $ pil ���^%��� ���! ���
 �>�� �� ����� �� dwed(pi) 3�
� ��^%��� ��� ��� ;�9�  �$�<  '�	� �� $ cone(pi)  � c����
dwed(pi) ) '�	 ��� 3���!�� R��(� α  �$�< � � $ pil

′ $ pil <� &���,� ^% $� ��� &�# �$�9�
3�
� ���5�� ��< �6 R��(� ��� S�+ 3�
� pi  � ��E� @:  ���5 $ cone(pi) =��#

1�"
�� ��
	� ��� W
���I E IN OA

1−−→pipj ∈ E�� `a

1pi ∈ cone(pj) & pj ∈ cone(pi) `b

1pi ∈ hp(pj, C�, q) & pj ∈ hp(pi, C�, q) �pi ∈ dwed(pj) �pj ∈ dwed(pi) `c

�4��� dwed $ cone R��(�  �  1�� �� 
�� �⇒ � P��I� 3�# @��� �� �6 �� �⇔ � P��I� EG��H�
3���! P��I� �� �⇒ � �
����! �������� 3�
�

������ dwed $ cone R��(� S�+
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cone(pi) = hp(pi, C�, q) ∩ dwed(pi),
cone(pj) = hp(pj, C�, q) ∩ dwed(pj).

� 3��:�� �
�� �⇒ �  '�	� �� X��� ��� <�
��#�� @����� ��< P��C� �� E�� ���*��  0��'� )s�� �6  �  1�� ��

E′
��

= {−−→pipj |pi ∈ C�, pj ∈ C�, pj ∈ hp(pi, C�, q)},
E′′
��

= {−−→pipj |−−→pipj ∈ E′
��

, pi ∈ hp(pj , C�, q)},
E�� = {−−→pipj |−−→pipj ∈ E′′

��
, pi ∈ dwed(pj), pj ∈ dwed(pi)}.

����� �� �6 �� �� �4�:  �
�9� a$�  ! )pi ∈ C� $ pi ∈ C� c�B�  � c���� cone(pi) �	#�� ��
� �!��� �"#�$� %�& '��() �� G�� *����� +��, -��.

% � *�&� � ) -/ 0 # � � ! �� � � " #� $ � E′
��

*� �1� � *�% ) �� G′
��

*�� �� � +�� , �� � )�
{(a, b)|(a, b) ∈ A × B, (a, b) ∈ E′′

��
} *� �1� � &� *�� �� � + �� , 2 � (A, B) ∈ G′

��
� �� �

�� ��� �� � E′′
��

*� �1� � *�% ) G′′
��

*�� �� � + �� , 2 � � ) % 
 ! � � �  ��3.� � 4 #� )
*� �1� � � 5� 6 
 � *�% ) *�� �� � + �� , 2 � (A′, B′) ∈ G′′

��
� �� � % � *�% ) -4 �� 7 �

+��, �� 4#� �7��) � ��3.�� 4#�) {(a, b)|(a, b) ∈ A′ × B′, a ∈ dwed(b), b ∈ dwed(a)}
�4#� E�� *�%) *����� +��, 2� %��� *�����

!��� � O(n log n) )��� �� pi ∈ C� C�0 & pi ∈ C� :��� !J� �
�� )
���� 
� cone(pi) E IP OA
1��$

 �
�9� i ≤ k ≤ �n
�
� ���� �� cone(pk) ���B� )����B	
� P��C� $ pi ∈ C� ���! ��� EG��H�

&���,� ^%  � ��E�e {p′′i , p′′i+�, . . . , p
′′
�n
�
	} c�B� ;�9� a�� ����< <�� �� ����� �� Li 3���&��!

3���!�� R��(� {p′i, p′i+�, . . . , p′�n
�
	} c�B� ;�9� a�� ��s�� <�� � � � ��� � �� Ui $ dpip�n

�
	 <�

3���&��!  �
�9� ����B	
� P��C� 
�� �� Ui $ Li ���B�  ! ���!�� ���
3���$:�� �
�� ���#�� �
� Ui $ Li  � pi−�  XB� <�  ! �� ����V��� )pi−� V�� ����
)�� � - � ��� 5 dpi−�p�n

�
	 <� &� ��, � ^%  � � �E �e Ui � � V� � � � �< �� Li � � V� � �  L �� � �

$ Li−� 3�
� V��� $� ��� ���  �>�� �� ����� cone(pi−�) )P��C�����_�� 3�
� �4� cone(pi−�)

3� � � !��  �
�9� O(log n) @��< �� xffj) oly ��1�� ���a$� <� �8� <� &�� Y 	
� � � �� Ui−�
 �
�9� ���� "<s @��< ) '�	��� 3���! ���(� O(log n) @��< �� �������� 
�� �� Li $ Ui ��4
���
*s�	
� ���� 
�� pi ∈ C� c�B� ���� 3O(n log n) �� �
� ����� pi ∈ C� c�B�  �� ���� cone(pi)

� 3��!�� }��
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O(n log n) )� �� �� & O(n log n) ��
� 0
 � � �
! =� 6 8=� ( 2 � )
� �� � E′
��
�
� � E IQ OA

1�6��

�� ��< ��1$V�� �����	�  ! ������ ���5 �� ��-� ��	%�
&��� 7� �� �� pj ∈ C� ����0 EG��H�
���5 hp(pi, C�, q) ��  ! �� pj ∈ C� c�B�  �� )pi ∈ C�  XB� �� ���� ����� "�'�� �����! P��C�

3���!  �
�9� �������
;��1  ! ���!�� ��'�� C� c�B� �$� ��$�$� ��'	E1 ��	%�
&��� 7� )��!��� ����
�
�� �� <� ��1 $ �����!  0��'���< O(log n) t��	1� P��C� �� pi ��1$V��  � c����
��� �	#�� � � 3O(n) � � �
� � ��� � �� 	%�
&��� ��� �� ��� ��! ��� 0��'�  �� &<�� �� 3��$:��
�����!  0��'� �� ��<�  � $ ���!�� ��1� �� c���� ��1$V�� )pi ∈ C� �� ��<�  � )��	%�
&���
&��� �4�: ��1$V�� ;��1 Ǳ
1 Bi  ! C� <� �+�B� =��# Ai  0��'� )��	%�
&��� ��� <� Bi

U#�� ��K0� <� �8� @���0  � �� (Ai, Bi) &�-�: )�#��� �4� Ai ��� 3���$:�� �
�� �� �
�
<� 7� �� $ O(n) � � �
� ���� � Bi �����! ��� 0��'� &<���� 3���!�� ;�Z	�� G′

��
�� #�%

U#�� &<�� �� ) '�	 � �� 3� ��#��  ��[� ��Ai <�  0��'� O(log n) �� �r!��> 
� � C� ����0
� 3�
�  �
�9� =��5 
�� O(n log n) @��< �� $ �
� O(n log n) &��: �
�� �� #�%

O(n log� n) )� �� �� & O(n log� n) ��
� 0
 � � �
!=�6 8=�( 2� )
� ��� E′′
��
�
� � E JR OA

1�6��

�
�� �� #�% U#�� <� (Ai, Bi) ��K0� <� 7� �� ��<�  � )E′′
��

)E′
��

���  X��� S�+ EG��H�
Ai × Bi ���*�� <� �� 0��'���< �$� �� #�% U#�� 7� )s�� �6 � � S��X� E′

��
���� &��:

3�#�� E′′
��

�� ��1�� ���*�� =��# ^B�  ! ���!�� ��'��
&�# @��� &<�� ��'	E1 ��	%�
&��� 3����-� �T� �� �� (Ai, Bi) ∈ G′

��
 #�% )��!��� ����

;��1 �� ��< ��1$V�� �����	 �  ! ��<�
�� �� ��-� Ai  0��'� ��K0� ���� �� �� �6 ��
������ 3���$: �
�� pi ∈ hp(pj , C�, q)  ! �� pi ∈ Ai c�B�  0��'� )pj ∈ Bi �� ��<�  � 3����
&<����  ! ���$:�� �
�� Ai × Bi ���*�� <�  0��'���< ��� ���� �� #�% U#�� 7� )�� �6

3�
� �%�
 =��5 
�� ����<  ���� ���� �� $ �
� O(|Ai ∪ Bi| log(|Ai ∪ Bi|)) ����� @:
���U#�� =! &<�� �� &�- �: )���� "�'�� (Ai, Bi) ��� #�%  �� ��<�  � �� ��!��� ���
3�
� O(n log� n) 
�� �4�:  �
�9� @��< $ �# ����% O(n log� n) �� ����� &��: �
�� �� #�%
E′′
��

 � S/(	� *�� �� $ �
� E′′
��

 � S/(	� �� #�% U#�� ��� �� ��1�� *�� ��  ! �
� �4���
� 3���� ��1$ �� #�% U#�� ��� �� 
��
*� � 1� � � 5� 6 
 � � ) 8� )% � *�� �� � +�� , � � 7 9 *�% ) :3� 2 � xny �� -� ;% <&�
4��=� %) �!�"� :3� >�� �4#� ��� �?��� E = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B, a ∈ dwed(b), b ∈ dwed(a)}
@&A B��& �4#� B�C3� *�D; >�� �� ��E����, F<�G9 �"#�$� 3 B�C3� *�D; �) dwed(p) 8�H�
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���I9 n �� 4#� O(n�/�+δ) �) %)�%) JK�L *����� +��, �&���� 3 *����� +��, >�� ��79 *�%)
�4#� B 3 A *���5�6
� 8�G�

*����� +��, -E′′
��

*��1�� �) 8�)%� *����� +��, >���� 3 -:3� >�� &� ���M�#� �)
���. 4#�) *����� +��, &� (A′

i, B
′
i) *�D5� &� 2� %� *�&� �) � �&�#�� %�& '��() �� E��

�) N)�H� A′
i × B′

i *��1�� &� *��5�6
�%�& *3� *�����+��, 2� -�
  O �) N)�H� E′′
��

*�%)
�� 4#� �7��) ����) E�� �� ��P�� *��1�� J��� EG; ��  �!��� ��
�� xny �� ��� �?��� :3�
�) 4#� %)�%) E′′

��
�) 8�)%� *�����+��, *�D5� ��Q� *�%) *�����+��, >�� �&���� 3 ��79 B��&

�O(n�/�+δ)

Gε *����� +��, �"#�$� JL 3  �RG9  � ���=O� �;%(� �S;�L 3 �%P� B��& ->��% )� ! )
T��) ����� %�& '��()

S(n) ≤ �S(n/�) + c.n�/�+δ

= O(n�/�+δ)

��.6 ���*� & �
!./0 ��� ���� �*�+�", !� X���� Gε �
�� �
!=�6 8=�( 2� E JF OA
1��
 �6�� ���� O(n�/�+δ) )��� �� !$ ��
� ���& O(n�/�+δ) ��
�0
 �� �E�0 !� !
��
& �
!�G�@

3� �P�� &� %�6� B��& �� �� V (q) *&�#���# B��9�� -��  O �) 8�)%� �
��� 3 A�)  O U��%9 �)
���� @�
��

�� )
���� 
� !0�9�*�+�", !"�
� 2� �� -�
& �
!./0 �E�0 2� ��� ���� �*�+�", E FQ ��74
1��$ �������� �E�0 !� !
��
& �
!�G�@ ���*� :��
 �� O(n�/�+δ) !?@�4 & )��� A�G

�5!"��� �6�� ��� ('�
 �7
��28 ����"��� ;L@

�� V�%I9 >�� � ��%� V�%I9 *��HG� %W�� *�%) EG; �� %W�� �) ��R)�3 *�H� ���I� -�Q"X *��+Y)��
��  ������� 3  ���� �H����, %W�� 2� �� ��!�Z%; ����  �6I9 %W�� %=�� *�����C *�%) B��9��

� �!� ���# �� B. *�X 3 V�I[ ��� J)�X �IQ[�!\

���B ��� .!�/ 	�%B��6  &�
���
 9-A-W

�) 8�)%� -WV (qr) -V�I[ ��� J)�X �IQ[�!\ &� �]Y) P(i, j) = 〈pi, pi+�, . . . , pj〉 ��!�Z%;
P(i, j) &� �HG� 2� pm %C� � �!� ���# pipj E����, �) ��B.  ������� �� 4#� qr �H����, %W��
%C� �4#� ��� J)�X  ����� B�]� Q �) �� qr 8�G� &� *��5�6
� &� pm �� 4#� �7��) ��=�. -���)
%W�� �) ��R)�3 *��QK�; *�H� ��=�. - �%�=) %S� �� *��HG� %W�� 2� B��!5 �) �� q′ ∈ Q �HG� %�
J)�X �IQ[�!\ �� pm ��  ������ �errvis(pm, pipj) �) 4#� %)�%) pm �HG� *�%) *&�#���# >��



fin �	� � 
! $0�1�23 �,
���
� A ���

4#� �I�"< ->��%)�!) ����) ��� J)�X qr &� �HG� 2� &� EG; %C� ��L �%�C�� ��%X qr V�I[ ���
-errvis(q′)(pm, pipj) ���G� �!�6� '��() pm �HG� *�%) �� qr %W�� �) ��R)�3 *��QK�; *�H� ��
errwvis(pm, pipj) �) %9���# '��K �) �� errwvis(qr)(pm, pipj) �) �� �H� >�� � �!� V�%I9 -q′ ∈ Q

� ����� B�]�
�!�]�) �) %)�%) �� pipj E����, *�H� -P(i, j) 8�G� ��� �) ��R)�3 *�H� ���G� >���� �)
�) pipj E����, *�%) �� �H� ���G� >�� �pm ∈ P(i, j) ��  �!��� V�%I9 errwvis(pm, pipj) %���G�
�� 4#� '�"^� J)�X �C��R) � ����� B�]� errwvis(pipj) �) %9���# '��K �) �� errwvis(qr)(pipj)

�;�� E����, %� *�H� �"#�$� *�%) �
��� �� 3 4#� P(i, j) &� _�� 2� �) 8�)%� �H� ���G� >��
� �!� �"#�$� �� P(i, j) _�?� *�H� �� 4#�

2� -���C�IQ[�!\ �!��� 2� �� FX�3 �H����, %W�� 2� ��� J)�X �IQ[�!\ -��P3 >�� �)
B. B3�� �� 4#� ���# �IQ[�!\2� V�I[ ��� J)�X �IQ[�!\ FX�3 �� �4R�� ���# �IQ[�!\
*&�#���# %C� ->��%)�!) ��!�R�� ��� J)�X V�I[ '��() %W�� &� �� ���� ��P3 `�$� ��L�� *���I9
�!�6D9 a�� - ��� @�
�� JG�R� '��() �Q��� `�$� *����L�� >�� & %� �� ��3%�) & %� *3� ��
*&�#���# �� �#�#� Jb]� 2� >�� ��!!b� FHX �� %=��6� *&�#���# *��1�� �� ����� ��P3
�� �� ��3%�) & %� �7!9 %C� -J)�G� �� �4#� ���C�IQ[�!\ *���!��� �� V�I[ ��� J)�X �IQ[�!\
���) ���# �IQ[�!\ 2� B3�� qr �H����, %W�� %C� �4��� ����Y� ��P3 �O�R� >��  �%�=) %S�
���I� _�#� %) �� *&�#���#  ����9�� B. *�%) �� ��) ����� ���# �IQ[�!\ 2� c�� WV (qr) ��=�.

� ��� @�
�� ������ '��() ��� V�%I9
J)�X �H����, %W�� 2� &� ��#��, �IHX 2� &� ����6� �HG� 2� -���# �IQ[�!\2� B3��
&� �IHX >�� *�7��� 3� &� �b� �) 8�)%� %W�� �) ��R)�3 *�H� �!�6� ���G� -��  O N"< 3 4#� ���
��� J)�X �IQ[�!\ *&�#���# *�%) ��� �?��� ���I�  �����) �� ����� d5�) �Ce�3 >�� �4#� %W��

� �%") ��b) ����� +Y) �� ��� �?��� ���65  ����=O� &� ���M�#� �) �� V�I[
�� %W�� &� ��� J)�X �IHX B. _�� %� *�%) �9  �!��� +��6�, �� WV (qr) &%� -��S!� >�� *�%)
���) ���� %��W _�� >�%�6� �) *&�#���# �O�R� �� �!���9�� �� �� ����E����, -/0# � �!� �"#�$�

���� ����# - ��%� B��) *��HG� %W�� ���� �� �f�. �!��6� -Gε g�%C 3 ���� hY]�
�(/[��� V�� ���	�! �� �<�
&��
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&��
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&���� ���1� @��< 3xjny �
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�� �� �X% ���	�! $ V�� ���	�! �� �<�
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� 	&�
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)2�$�V$��  /��� ��X% ���(� V�
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��Z� &���� @��� P(pi, pj) ��E� ��� <� pj $ pi  XB� $� �� ��<�  � $ �
� p	, p�, . . . , pn c�B�
&��� @��� 
�� P(i, j) � � ��&��
 P���  �  ! �
� pj �� pi c�B� =��#  ! �
� P(n) ��E� <�
P(n) �<�
&��
 �� �������  ! ��#�� &����� ������ �� *�C�� 7� )i < j )pipj ^%&��� 3��#��
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� � ≤ i < n ��<�  � pipi+� Ps�C�� "��� =��# P(n) 3��# ���\
 6� � �� 3� � !� � {Z� � �� *�C �� � � �� X% � Y � � � � _ ��� B � err M �� � � � � ! �� �
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� B ��E� ���	�� �� z
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dF (A, B) = infα,β max	≤t≤� d(Aα(t), Bβ(t))
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3��#�� a<����

���B � �� ��<�  �  #��] � � 2�$�V$��  /�� � ��X% �� � ( � $ �� �8 �hxy ���� �E� ��� � di
@: <�� � ����  T��>  ! ���!��  O��� �	��5�h(�+ ε) ������1 �	���-6� 7� ε > � ���I
3��#�� a<���� O(k log �
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 @��< �� ���1 ��$�$  XB� �� $ �
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7� ε > � ��� I ��� B � �� ��<�  �  #��]  /�� � ��X% �� � ( � $ &��Z 6� � �E � 7� ��� � dj
O(k� + k√

ε
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@: <�� � ����  T��>  ! ���!��  O��� �	��5�h(�+ ε) ������1 �	���-6� 7� ε > � ���I
3��#�� a<���� O(k log �

ε ) ��8#�
 @��< �� ���1 ��$�$  XB� �� $ �
� O(k� + k√
ε
)

 XB� �k �� ������1 �	���-6� W�� 2�$�V$��  /��� ��X% ���(� ����  ! ������ @��� dl
��E� �� ���� Opt(k)  � ��E� d���I ���B� 7� <� �	8��!e �$�9� �	��5� F��[ $ �����

3�#�� Ω(n/k) @: ���C�  T��>  8��� �-� ����� ��1$ &��Z6�
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���-��3 ����"��� ����� �������� 1LB

 9Y� �� p	, p�, . . . c�B� <� �<�
&��
hl 7� ����4-� ���� ����0 �	���-6� 7� )UZ� ��� ��
�� �	���-6� ��� �	��5� F��[  ! ������ @��� 3���!��  O��� ���#�� &��� ������1 P���  �  !
���8� ��< R��(� V�
� �� �<�
&��
 �� &�# &��Y	
� ��X% M��� ��
� F
��� c�# $� �	#��
� ��#�� &�� Y 	 
� � 	 ���- 6� ��  ! � �� �� �@� � � ��X% � ��Z �  � 
�9 � ��� � �� �$� $ �#� �
�� err ��X% M��� $ pipj ��@��� ���� ��  �$� ��� ^
�� &�# �
�9� ��X% 3�#��  	#�� ��1$
<� �6�> ?�� ���� c�# $� ���  ! ������ @��� ��(� ���UZ� �� 3������ @��� err∗(pipj)

3�
� &��Y	
� =��5 �4�: ���� �	���-6� ���  '�	� �� $ �
� ���5�� �X% ���(� $ ��E� ~] $<
a<���� �� p	, p�, . . . , pn c�B � � �  ! �� �! ��� 3�
� &��
 D��! �T� ���� �	 ���-6�
 ! � � � !�� ��� �� �L�� 3�
� &��: �
� � �<�
&��
 Q = q	, q�, . . . , ql, ql+� $ � ��&��!
7 � $ � �� � � �� 8 � �<� 
&�� 
 �� � � ��� �� � �� c� B �  � � MX B � � �� <� = � 5 � � �� �< n > l + �

@: ��  ! ���� ��1$ T ���6$� R� 7� �	���-6� ��� �� 3��#��  	#�� �Y� ��X% �� �<�
&��
hl

&�#  �
�9� ��X% �� ����� qi V�� �� ���6$� $ ���#�� ����4-� � ≤ i ≤ l ��<�  � qi V�O�
)�- �� P�� �0  � 3�
� err∗(qi−�qi+�) ��( � qi−�qi+� � �@� � � ��� � �X% ���Z�  �$� ^
��
3��:�� ��1�� �<�
&��
 <� qi V�� 2,> <�  ! �
� ���X% d<� ����Z�e �� ����� qi V�� ���6$�

3��#�� a<���� ��< P��C� pn+� ��(� V�� *�>

P(n + �) ��� � �<�
&��
h(l + �) 7� @:  '� 	 � ��  ! � �� ���� pn+� � � � ��� � �� ql+� df
3��:�� �
��

3��#�� ~�� T �� err∗(qlql+�) ���6$� �� ql+� $ ��#��  �
�9� qlql+� ��@��� ��X% di

3��#�� 2,> �<�
&��
 <� 
�� $ T <� ���� �� ���6$� ���	�!  ! ps V�� dj

�<�
"�-�4� T ���1 ����B� ��� V�
��� $  �
�9� ���'� qs+� $ qs−� V�O� ������6$� dk
3��#��

��6�� P(n + �) ���� �<�
&��
hl 7� pn+� a<���� <� u� �	���-6� ���  ! �
� �4���
3���!�� =�/9� �� @: $  �
�9� �� �	���-6� ��� �	��5� F��[  ���� �� 3��!��

P(n) ��E� ���� 3i ≤ l ≤ m ≤ j &�� �� ������ ���� �� plpm ��@��� pipj ��@��� �������
$ pipj ��@��� $� �� ��<�  �  8���X� �#��  	#�� ��1$ c ���I ��� �
� ���8� err ��X% M���

���#��  	#�� )������ �� �� �� plpm ��@��� pipj  ! plpm

err(plpm) ≤ c.err(pipj)3
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@: <� ��@��� �� ��X% ��� �
� ���8�hc ��E� 7� ���� �X% M��� 7� )�-�� �����0  �
3�#��� ����������� ��@:  ! ������@��� ��X% ����� c <� �	��� ��E�

��@��� �� ��<�  � &���� ������� ��,�F��B�he ��E� 7� ���� �� err ��X% M��� )���L��
���#��  	#�� ��#��  �
�9� �X% ���Z�  �$� ^
�� @: ��X% s�� �	���-6� ��  ! pipj

err(pipj) ≤ err∗(pipj) ≤ e.err(pipj)3

�� 3� � � !  � 
�9 � e F�� B � F ��[ � � �� pipj � �@� � � ��X% � � ��� 	 � )�- �� P�� � 0  �
3������� �����Z�he �� �X% ���Z�  �$� ��� )P������

& ��
 
�"L�dc !��&
 ���� �&� �� F�� 	
�����
 �� !
@���L� ��.6 -��� ��"$ e�@ E IK ��74
�
� ��= ! �
�
 �������� 	 
 ���� �
 W��G 3�
�� 1��
� ���& )< �
� � �93�J>�de ! �&� 2�
2� )���� [��"� Q ����[��";� �
�� ���0 ���� )��� 1��
 �
����dce �Opt(k) !� ���0 l = �k

3�J>� !�&� �����
6����
� ����[��";� �
�� ���0 ���� )��� �&f*� O(log k) �� ��
�� ���� :
�
O(k) �� ��
�� 	
�����
 3�
 �@�B� !?@�4 �Q ��
�;�0 �
�� ���0 ���� !?@�4 �� �&fI 1��
 �.6

1��
 �.6 3�J>� !�&� ���0 ���� !?@�4 �&f*�

&��: �
�� �<�
&��
h�k )Q(n) ���! ��� $ ����-� �T� �� �� n ≥ � &��Z6� ���B� EG��H�
@: �����@��� ��X%  ����� �� ����� Q(n) ��X%  ! �'�: <� 3�
� P(n) ���� �	���-6�� ��� ^
��
err(σ) ≤ c.e.err(QOpt(k)(n))  X��� Q(n) <� σ ��@��� �� ��<�  � ���� @��� �
� ���! )�
�

3�
� ���5��
3�
� &�# ���\ �<�
&��
 �� )m ≤ n ���� )pm  XB� a<���� "�-�� σ ��@��� ���! ���
���! ��� )P��C��� ��_ �� 3�
� ���5�� �T� ����  X��� $ err(σ) = � &�-�: m ≤ �k + � ���
V�� )pm = q�k+� @� � 
� � � 3�
� P(m − �) �<� 
&�� 
h�k Q(m − �) = 〈q	, . . . , q�k+�〉
<� �8� =5��>  ! ����� @��� �#���# &��
 *s�	
� 7� 3��#��  ��[� T  � q�k+� = pm−�
���� )������ @��� σ′ � � ��@:  ! )� ≤ t ≤ �k + � ��<�  � )Q(m − �) <� qt−�qt+� �����@���
MXB� ��� ��  !���  �  1�� �� 3��#  	��� �� �� QOpt(k)(n) ��@��� k + � �r!��> <� �8� ^
��
<� @: ���� &�# &�< ���Z� ��X% )�
� T �����@��� @��� �� ���6$� ���	�! ����� σ ��@���

)�������� 3�
� ��7��! σ′ ���� &�# &�< ���Z� ��X%

err(QOpt(k)(n)) ≥ �

c err(σ′) ≥ �

c·eerr∗(σ′)

≥ �

c·eerr∗(σ) ≥ �

c·eerr(σ).

 ��4� �	���-6�  ! Opt(k)  � ��E� &�#  O��� �	���-6�  ! �������  '�	� s��  X��� <�
)�X% ���Z�  �$� <��� ����  T��> $ @��< �� &$D0 3�
� �	��5�hce )�
� V�� k �� �<�
&��
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@: �<�
"�-�4� ���� @��< O(log k) $ ���6$� R� ����4-� ����  T��> O(k) �	���-6� ��� ��
� 3�
� <��� ���1 V�� 7� a<���� ��

V� �4 �� �
]�J ��5! ��	7� 9LB

$ ���8� �T� ���� ��E� �$� �� �X% M���  ! �	6�> ���� ^B� &�#  O��� �	���-6� )�#  	Y�  L����
��X% ���(� ���� �� ����J�$ ���  ! ������ @��� UZ� ��� �� 3�
� F
��� �#�� ��,�F��B�
��� �
� ;�9� ��E� 7� 3�
� ���5�� ���8�hxy $ ;�9� �����E� �$� �� 2�$�V$��  /���
&���� �
� ���8�hxy ��E� 7� 3��: ��1�� ;�9� �(/[��� 7� @: @���� $ t$�# ^B� *�C�� ��
��E� t�� $� ��� ��  ! �
� �!v  � "<s 3��! MX5 �� @:  XB� 7� �� ^B� ����0 �� �B�� ^% ��
?��	� )�������� 3�
� ����� P(i, j) ��E� $ pipj��@��� �� ���  #��]  /��� $ 2�$�V$��  /���
 /��� ��X% ���(� ���� ���#�� @��� UZ� ���  ���� ��  ! ��E� t�� $� ��� ���� &��: �
��
��  !  #��]  /��� ��X% ���(�  � c���� ?�� 	 �  � ��E� ?�� 	 � ��� 3�� �!�� }�� 
� �  #��]

3������5 ���#�� @��� ����0 �����E� ���� ��� UZ�
 /��� ��X% M��� V�
� �� �� ����E� R/	Z� ��� ��� @��� ���8�  � c���� ?��	� ��< �6

3��!�� @��� 2�$�V$��

������� �&� �� & 
�"L�d�g� � ������� �&� ��2�$�V$�� !�G�@ ��.6 -��� E JI OA
��.6 -��� )< �
�
 !� !$ ��
�0 ���& c ���P �
�/� O�� �)<���&fI 1��
 
�"L�d� �
�"L�dxy

1�=�� 
�"L�dc ���JI ���� 2� !Z�
0 �� & 
�"L�dx���� 2� �&� ��2�$�V$�� !�G�@

;�9� �����E� �$� �� 2�$�V$��  /��� ��X% M���  ! ��� @��� @����� ����
 � EG��H�
���E� &�#&��� c ���B� �� ����  ! ��� @��� @����� &��
 *�r� 7� �� ���L�� 3�
� ���8�h�
��� <�  ���� 7� 3�#�� � �� �8�hc 2�$�V$��  /��� ��X% M�� � ��� �  ! ���� ��1$ ���8�hx

$ ��  � 7��
� ���E� @: "�
 $ *$� V�O�  ! �
� V�� ��4� �� ���
-�< ��E� 7� )����E�
3����� ���5 �� 7��
� 
�� "��4� $ "$� V�O�

$� plpm$ pipj ���! ��� 3����-� �T��� �� P = 〈p�, p�, . . . , pn〉 ����8�hxy ��E� *�>
��E� �$� �� XB� ps $ ������ ���� �� plpm ��@��� pipj ��@���  ! ��	E� ��E� ��� <� ��@���
)Cl ���&���� 3�
� errH(plpm) ��(� plpm ��@��� ��X% �� ����� d(ps, plpm)  ! �
� P(l, m)

@�� � 	�� =8# ��  ! �� ps $ pm )pl 
!��  � F� �� �  � $ errH(pipj) t�(#  � �� Cs $ Cm

� � � ��� � � r!��> ps $ pm )pl c�B � <� pipj �� �� � �  /���  ! �'�: <� 3����-� �T� �� ���&�# &���
F����  � p′s $ p′m )p′l ���! ��� 3��! MX5 �� &����  
 ��� ���� ��@��� ��� )�
� errH(plpm)

@$�� F����  � p′s $ p′m )p′l  ! �
� �[�$ 3�#�� pipj ��@��� �$� �� ps $ pm )pl c�B� �#�-�
��� p′s )�
� ���8�hxy ��E� 7� P(i, j)  8���  �  1�� �� 3������� ���5 Cs $ Cm )Cl ���&����
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pjpm

ps

pl

pi

3�
� ���8�h� )���8�hxy ��E� �� ���� 2�$�V$��  /��� ��X% M��� �fho =8#

���#��  '�	� ��<  X��� @: <�  ! ������ ���5 p′m $ p′l

d(p′s, plpm) ≤ max(d(p′l, pl), d(p′m, pm)) ≤ errH(pipj).

)��������

errH(plpm) = errH(ps, plpm)
≤ d(ps, p

′
s) + d(p′s, plpm)

≤ �errH(pipj).

F��[ ����� @���  ! �#�� V��� Cs $ Cm )Cl ���&���� �� �
� �8�� pipj ��@���
� 3�
� � 	E� $ �8�� ���B� ���	�! i �����8�
���UZ� ��  ! �
� ���8�hxy $ ;�9� �����E� ���� �X% ���Z�  �$�  �4� )��(� "�5
���(� V�
��� ����0 �����E� �<�
&��
 ���� �� �Y��  '�	� 7� ���L�� 3��#��  O��� ��(�
��� ���� �����	���-6� ���� ��1$ "�0 &����@���  ! ���!��  O��� ���I  T��> �� $ 2�$�V$��

3�
� ������1 �6�> �� �<�
&��
  6�E� <� �6�>

Z�2�  �3��>�  ��! �EL :�@'� ��#� 9-=-Y

P(i, j)��E� $ pipj ��� �>�E� ����B� ����4-� ;�9� �����E� ���� �X% ���Z�  �$� &���
$�  L�� �� 3�#� � �>�E� ��� &� ��� @��� area(i, j) �� �! ��� 3�
� pipj � �@� � � �� ��� �
�$� <� �� errH(pipj <� ����B� �������� )��#��  1�� og �r!��> � pj−�pjpi $ � pi+�pipj  �$�<
$ pipj ��� �>�E�  ����� �#�� d �� ����� dH(pipj ,P(i, j)) ��� 3���$: �
�� |pipj| $ area(i, j)

�� �r/r�  � c���� �>�E� ���  ���! $ �
� d t�Y��� $ pipj &�0�5 �� �/�X	E�  � c���� P(i, j)

Tight�
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pi

pj

3���#�� ����4-� ;�9� �����E� ���� �X% ���Z�  �$� ^
��  ! �����>�E� �iho =8#

)�������� 3�
� d t�Y��� $ pipj &�0�5

dH(pipj,P(i, j)) ≤ � · area(i, j)/|pipj | ≤ � · dH(pipj,P(i, j)),

errH(pipj) ���� �����Z�h�  �$� 7� @���0  � ������� �area(i, j)/|pipj | ) '�	� �� $
=��5 ��#��  1�� og <� �	��
� � pj−�pjpi �� � pi+�pipj  ! �	6�> ���� a$� ��� 3��# &��Y	
�

3���!�� =�0 ��< P��C� =8�� ��� M�� ���� 3�E�� &��Y	
�
S��X� �� P(i, j) ��E� )�
� &�# &��Y	
� ������1 �<�
&��
 ��  ! pipj ��@��� �� ����
 ! ������ "�'�� P(i, j) <� �
�O� �� �� ��EB� ��� 3���!�� ��EB� UZ� l �r!��>  � ��� =8#
�� V�� 7� <� U�� Dr�  L���� 3��#��  	#�� y �� x ��9� ��	
�� �� ���B� ���	�! �� ���	���
����  ! ���0D+� 3��#�� "�'�� �4�: V�� ��6$� �$� �� ��EB� )�#��  	#�� ��1$ x ���B� ���	�!
���UZ� ��� <� 7� �� ��� �>�E� $ ��EB� c�B� ��� =��# ��#�� ����4-� pipj ��@��� ��
^B� )�#��� ���EB� c�B� ���� =��# P(i, j)  L���� 3�
� @: �� �\��	� plpm ��@��� $ P(l, m)

3��#�� ����4-� area(i, j)

P(l, m) P�(X5  �� �$� dH(pipj ,P(l, m)) ����B�  ����� �� ����� dH(pipj,P(i, j)) ���B�
�
� ���! dH(pipj ,P(i, j))  �
�9� ���� ������� � 3�
� &�#  	E8# �4�:  � P(i, j)  ! �
�
� pj−�pjpi $ � pi+�pipj ��� �$�< @�� 3��#  �
�9� P�(X5 ��� ���� dH(pipj,P(l, m)) ���B�

���B� <� dH(pipj ,P(l, m)) F��B� ���� �������� )��	E�  1�� og �r!��>

(� · area(l, m)/|plpm|) + dH(pipj , plpm).

3���! &��Y	
�
�������� 3�
� errH(pipj) ���� �����Z�h� 7� s��  �$�  ! ���! �� �0��

dH(pipj,P(l, m)) ≤ dH(plpm,P(l, m)) + dH(pipj , plpm)
≤ �·area(l,m)

|plpm| + dH(pipj , plpm).
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� · dH(pipj ,P(l, m)) ≥ � · max(dH(plpm,P(l, m)),
dH(pipj, plpm))

≥ �·area(l,m)
|plpm| + dH(pipj, plpm).

��� � j F �� [ � � � � � Z � 7 � �area(l, m)/|plpm|) + dH(pipj , plpm) � �� � �� � �
3�
� dH(pipj,P(l, m))

�� P�0D+� ��� �<�
&��
 ���`� $ ���1 c�B� @��
� ��  ��-�  ! ���� @��� ���� *�>
)�� � !  �
�9� �� err∗H(qlql+�) �����%��  ! �	 ���- 6� "$�  />�� �� 3� � � !�� �<�
"�-�4 �
��E� �� �6��	�  XB� $� 
�� ql+�$ ql+� V�O� $ �
� ��1�� qlql+� ��@���  � c���� P�0D+�
3� � � ! ;�E> O(�) �� qlql+� ��� � �� �T � ���� P�0D+� � � ��� ��� ���� �� � � 3� � 	E� P  � 6$�
�<�
"�-�4� $  �
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�	 ���- 6� 7� @�� ��� � 2�$�V$��  /��� ��X% M�� � ��� �  ! ���� �� @��� UZ� ��� ��
Opt(k)  � ��E� @: �	��5� F��[  8���X� ���  O��� ����� V�� �k <� �	�! �� ������1 �<�
&��

���8�hy ��E� 7� ���� F/X� ��� M5�$ �� 3�#�� O(n

k ) @: ���C�  T��>  8��� �-� )�#�� �$�9�
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errH(QA(�k−�)(n)) > c · errH(QOpt(k)(n)).
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� ��< �����J�$ �����  ! �
� &�# &��� @��� ��� =8# �� ��E� ��� �� ���  Y6�� EG��H�

3��	E� �	
�� �� p	, p�, . . . , pm−� c�B� dR6�

3�
� ���5�� |pipi+�| > c · dH(pm−�, pipm+�)  X��� )� ≤ i ≤ m − � ��<�  � d;

3�
� ���5�� dH(pm−�, pi−�pm+�) > c ·dH(pm−�, pipm+�)  X��� )� ≤ i ≤ m−� ���� dQ

�T� �� �� @: �$� pm−�  XB� $ l �B�� ^% s�� ��� ��J�$ �� ��E� 7� @��$: �
�� ����
��� 5 @: �
�� ��
 �� $ pm−� <� �$� �� �E �  /�� � �� $ l � �< �� �� pm+�  XB � 3� �� � ���
&��Z 6�  � ��0 7� ε ≥ �  ! �#� � (c + ε)m−� <� � 	��
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 �� $ l �$� �� � ≤ i ≤ m − � ��<�  � pi c�B � *�> 3�
� 7��!
 �  1�� �� 3�#�� V��� (c + ε)m−i−� t�(# $ pm−� 
!��  � ��&���� �� pipm+�  ! ������ ���5

3���� ��1$ &����� pi  XB� )dH(pm+�, l) > (c + ε)  8���
&��%v ������� ��  XB� m − � �r!��>  ! ����-� �T� �� �� A �<�
&��
 �	���-6� *�>
c� B � <� �8 �  ' � 	 � �� $ � � ! ����4- � ��  X B � m � ��� ��� � A )pm−�  XB � @� �
� � � 3� � !
 � pi ���! ��� 3��# &��%v pm−�  XB� @: ��'� $ H�� A �	���-6�  T��> <� ��� � ��� =��5
� �< pm ��( � ��$�$  X B � � � � ! �� � )*�> 3��#�� 2,> )� ≤ i ≤ m − � )i �%� � ��<�
�� ���� QA(�)(m) �� pm−� ;�Z 	 �� � � )� ' � �� � � 3d|pipm| ≈ �e ���� ��� 5 @:  � &� � � E � $ pi

3errH(QA(�)(m)) = errH(QOpt(�)(m)) = �

s�� &�#  	%�
 ��E� �� @: �� �\��	� =9� ��  ! ����-� �T� �� �� pm+� ��(�  XB� *�>
u� )�E�� �
�	
� =��5 �-�� $ �
� &�# 2,> pi  XB� A �	���-6� ��  ! �'�: <� 3���� ���5

3i �= j  ! �
� p	, pj, pm+� P��C� QA(�)(m + �)

����� ��1$ j ���� �6�>  


������ dQe ��J�$ V�
� �� �� ≤ j < i df

errH(QA(�)(m + �)) = dH(pm−�, pjpm+�)
> c · dH(pm−�, pipm+�)
= c · errH(QOpt(�)(m + �)).

������ d;e ��J�$ V�
� �� �i < j ≤ m − � di

errH(QA(�)(m + �)) ≥ dH(pm, pjpm+�) ∼= |pipj|
> c · dH(pm−�, pipm+�)
= c · errH(QOpt(�)(m + �)).

������ dR6�e ��J�$ V�
� �� �j = m dj

errH(QA(�)(m + �)) = dH(pm−�, p	pm) ∼= |pipm−�|
> c · dH(pm−�, pipm+�)
= c · errH(QOpt(�)(m + �)).

$ pm−�  XB� $� =5��> ���� )�#�� �$�9� A �	���-6� �	��5� F��[  !��� ���� )��������
3��#�� �<�
&��
h� 7�  � �'��  ! ��#��  	#�� ��1$ A �<�
&��
 �� pm

 Y6�� $� �� ����  ! ���� ���5 ���
 ��� �� ��-� �� ��E� t�� ��� <�  Y6�� k ��������
t�� ��� 3����-� ���5 *$�  Y6�� ���4	��  XB� $� �$� �� "$�  Y6�� ����	��  XB� $� )�� �
 ���
$ *$� c�B� �� &$D0  ! ��� @��� @����� ����
 � 3�
� &�# &��� @��� ��� =8# �� ��	%�
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� @: <� ���8�hxy �����E� �$� �� 2�$�V$��
��� )q9� ��/! U��! @$�� 3��#�� R��(� ��< P���  �  ! �
� pipj ��	
�� �� �	����
� � pm $ pl  XB � $� ��� � 3���� ��� 5 pi �
�� ��
 �� pj $ �B �� ^% 7� �$� � � pipj �� � !
&� � �� �
� P(i, j) �$� � � �	��� � � �E� 7� P(l, m) � �E� )l < m  ! P(i, j) � �E� �$�
7� −−→pipj �41  � ��E� P(l, m) )�-�� �����0  � 3�
� p  XB� x  Y6�� (p)x  ! (pm)x < (pl)x

 � 3��#��  	���� FB0  � −−→pipj �41  � ��E� pm  � pl <� �!�> "�-�� ��� �
� �	���� ��E�
3�
� �	���� ��E� 7� ��� =8# �� P(l, m) )*�r� @���0

�� plpm �#�-�  � c���� ^%&��� *�+ �� ����� P(i, j) �$� �� P(l, m) �	���� ��E� *�+
(pl)x − (pm)x �� ����� @: ���B� �#�� �B�� pipj ���  ! ��#�� R��(� pj $ pi <� @��,� ^% �$�

3������ @��� b(i, j) �� �� P(i, j) �$� �	���� �����E� *�+  ����� 3�
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,
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) ≤ errF (pipj) ≤ �
√
�max(

w(i, j)
�
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�
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1	�0C� 3�J>�

�
�� ��
 �� pj $ �
� �B�� pipj ���!�� ��� )q9� ��/! U��! @$�� $ s�� ������ EG��H�
 ! �
� {Z�� 3���� ���5 pi

errF (pipj) ≥ errH(pipj) ≥
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�

.
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$ pi <� @��,� ^% �$� �� plpm �#�-� ^
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((pl)x + (pm)x)/� �� ����� @: x  Y6�� $ ���� ���5 pipj <� @��,� ^% �$� �� r )��(� 3���� ���5 pj

���  #��]  /��� 3�#�� ����Z� ���5 pipj ^%&��� �$� �� ��$
6 r  ! ��#��  	#��  1�� 3�
�
��:�� �
�� P(i, j) $ pipj �$� &���!��	����� ���M��� <�  ��4� ~$< 7� V�
��� P(i, j) $ pipj

�$� q <� =�5 p ���  8���X� ��!�� {Z�� �� pipj <� p  XB� 7� P(i, j) <� p  XB� �� ����  !
pl ��� 3����-� �T� �� �� pm $ pl ����B� *�> 3��� ����Z� pipj �$� q <� �(� p &�-�: ����� P(i, j)

�� �� �
�� ��
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�

&�-�: �#��  	#�� ���5 r �� ��
 ��
�� <��  ! �#�� ����% ���5 r �$� �� �� �
�� ��
 �� 
�� pm &�-�: �#��  	#�� ���5 r �$�

) '�	� �� 3�
� ���5�� |pmpm| ≥ b(i,j)
�

 X���

max(
w(i, j)
�

,
b(i, j)
�

) ≤ errF (pipj),

3�����  '�	� �� �6 *$� ��E5  !
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$ ��!�� �!�> P(i, j) �$� �� z
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�� �	8��! &����� �4�:  /��� $ ���!��� �!�> FB0  � &��W�� z
 $ "�: �$�&���� ��� ��

3�
�
√
�max(w(i, j), b(i, j)) �$�E�

pman �� �� "�: ��(5�� 3���! �>��+ ��< P��C� �������� �� ����J�$ ��� �� �$�&���� 7�
����0 ^% l ���! ��� 3pman = pdog = pi )��	 �� 3������ @��� pdog � � �� z
 ��(5�� $
P(i, j) ��E� ��  XB � ��� ��$� �� p )P(i, j) � � l ���%� � c�B �  �� @� � � <� 3�
� pi <� @��,�
)���4 ��� � �$�&�� � � �� 3� �� ���� pi � � � ��� � �� p )�#� � ���%� �  XB � �4 � � pi ��� 3� �� ����
7� q ���! ��� 3������ pi  XB � �$� "�: P�� ��� �� $ ��!�� �+ �� P(pi, p) ��E� z

 ! � ���� ��1$ )l < m )pm $ pl c�B � P��� ��� �� 3�
� P(pi, p) � �E� �$� &��Z 6�  XB �

) '�	� �� 3(pm)x ≤ (q)x $ (pl)x ≥ (pi)x

|(q)x − (pi)x| ≤ (pl)x − (pm)x ≤ b(i, j).

 X��� �!�> <�  />�� ��� *D% �� )�������� 3|(q)y − (pi)y| ≤ w(i, j)  ! �
� {Z�� )���L��
��
� ���5�� ��<

|pmanpdog| ≤
√
�max(w(i, j), b(i, j)).

3������ �!�> �
�� ��
  � �� l ;$��1 ^% �������  ���� F���� ���� �� �$�&����
����� �� pman )�
� ���5�� c�# ���  ! ����< �� 3��!�� MX5  XB� 7� �� �� P(pi, p) ��E� l )��	��
|pmanpdog| ≤ w(i, j)  X��� P�� ��� �� 3������ ���5 l ∩ P(p, pj) �� ����� �� pdog $ l ∩ pipj ��
c�B � �� �� P(pdog, pj) )c�B � �%�� �� �
� �8�� l ^% )�$�&�� � � ���  ���� � � 3�
� ��� 5� �
�����$� P(pdog, pj) ��E� ��  ! �� p ���%��  XB� )P�������� 3��! MX5 pdog <� 
�_ ��-��
"�:  ! �6�> �� )��! �+ �� P(pdog, p) ��E�  �� z
  ! ������ &<�1� $ ������� �T� �� �
�

3������ ���I ��% �/(� ��(5�� ��
<� UZ � � �� *D% ��  ! ��� @�� � @�� �� � )�!�> � �<� _: � 6�>  ��� � � 6s� 	
� � �

3�
� ���5�� |pmanpdog| ≤
√
�max(w(i, j), b(i, j))  X��� 
�� �$�&����

s�� ������ �� ��% ��E� 
�� z
 $ "�: $ ������ �!�> �
�� ��
  � �� l ^% ) ���� ��
�����E� z
 $ "�:  T96 ��� �� 3������  ���� �
��� pj  � l  ! ����< �� ��! ��� 3���!�� �+
 X ��� &����� ��� 4 �� � � �$�&�� � � � �� �� )� ��� �� � � 3� ��&� �
� pj �CB�  � $ &��� � � �� ��%
3��#��  '�	� �6 "$� ��E5 P��I� @: <�  ! �
� ���5�� |pmanpdog| ≤

√
�max(w(i, j), b(i, j))

�
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max(w(i, j), b(i, j)) ��� G � � � 4#� � ;� � errF (pipj) B�& U�% G 9 *�% ) -�� � 6 S �� X �
��!b��xy *��%�R� *�%) 2�$�V$�� �QK�; *�H� >�6Y9 �?��� �� �Q"X +Y) �� ���� ��& >�6Y9
� ?��� b(i, j) >�6Y 9 *�% ) ��3� -� ���� �� ��& > �6Y 9 �� w(i, j) B�� 9�� � ��=\ ��  ���� B�] �
>�6Y9 *�%) *���3 � 3 �%� U��%9  � �) �� :3� 3� >�� B��9�� ���=\ ��  ����� B�]� 3  �!���
*�H� ���G� -���) ������ ��P3 ��]C%) %�R� a�� %C� �� 4#� %�i �) @&A ���3. 4#�) errF (pipj)

*�%) ��!b��xy *��%�R� �
��� �� 3 ����� %)�%) 2�$�V$�� �QK�; *�H� ���G� �)  #��] �QK�;
�4#� �QI; �O�R� &� �K�� 4O�L 2�$�V$�� �QK�; *�H� ���I�

*��%)B��� &� 2� %� *�H� ���G� j&� �!�6Y9k �� 4#� @&A ��� �?��� ���65  ����=O� ��
��]C%) %�R� >�%9l�c) 1�< 4#� @&A -��S!� >�6� �) � ���) ����� *��P *&�#���# �� �� qlql+�

�� �9��Q65 � �!� *&�#@�=!7) ��B. ���P _�� %� B��#� �)  �����) 3  ���) ����� �� P(ql, ql+�) ��
3 *&�#���# *�7��� �) ql+� = pn+� _�� B�3c;� J��� ������ @�
�� ���P _�� 2� :&��%, ��
'�5m<�  �!� *&�#@�=!7) �� ��%)B��� �6� b  �����) ��>�� *�%) �4#� *&�#���# &� qs _�� gnL

������� *���7=� %�&
�� �� ��]C%) %�R� >�%�C�c) 1�<  ������� EG; �� �� ��!�Z%; -UQH� B��) �C��# *�%)
�� %�& '�5m<� -*&�#���# &� pipj %)B��� %� *�%) '��K >�� �� � ���) ����� x ��$� 4"o� 47P

T  �!��� *���7=�

�P(i, j) %�R� *3� jx ��$� 4"o� 47P �) 4"R�k ��]C%) *��%�R� 1�< �!�]�) -b(i, j) •

�P(i, j) %�R� *3� 8�G� x �MO�� �!�]�) -xmax(i, j) •

�P(i, j) %�R� *3� 8�G� x �MO�� �!�6� -xmin(i, j) •

�ql+� = pj 3 ql+� = pt -ql = pi � � ! � Z% ; 3 � �% � = ) % S � �� �� qlql+�% )B� � � 1� L
�H)�� &� -P(ql, ql+�) = P(i, j) %�R� *3� ��]C%) *��%�R� 1�< �!�]�) �!I� -b(i, j) -'��(!����

T��.�� 4#�) %�&

b(i, j) = max(b(i, t), b(t, j), xmax(i, t) − xmin(t, j)).

%� *�%) �� A�) ���G� �# 4#� �;�� 3 ����� @�
�� �C��#�) ql+� _�� B�3c;� -�
��� ��
-�! �R� �QK� %�R� &� �O�� �� �HG� 3� ql+� 3 ql+� �� �
�. &� � ��3. 4#�) ql+�ql+� % )B� ��
O(�) B��& �� �C��#�) c� � qs _�� gnL �4#� ��P�� �7��) '��() �7�. *�%) ���G� �# >��
%���G� *3� &� �� b(i, j) ���G� -A�) �H)�� N"< Tjqs+� = pj 3 qs−� = pi ��!�Z%;k ����� @�
��
c�� xmax(i, j) 3 xmin(i, j) %���G� �"#�$� � ��3.�� 4#�) xmin(s, j) 3 xmax(i, s) -b(i, s)

�4#� �7��)
� �!� *���7=� �� ��]C%) *��%�R� 1�< �!�]�)  ����9��  ����=O� *�%P� 1m� �� ->��%)�!)
47Pk 4)�^ 47P 2� �� EG; b(i, j) ��� ��� :3� �� T4��� ��P3 Z%; >�� A�) 1A��#� �� -���
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BA

D
C

−→
d

pm β
pm

pl

−→
d

q

p

r

β

β

pm β
pm

−−→pipj

−→
d

pl

q

β

pl

β
q

p

p

q

pl

p−−→pipj
−−→pipj

−→
d

−−→pipj

3 #��] ���(� ��X% ���Z�  �$� �	
�� U���� �mho =8#

%� *�%) �� ��]C%) %�R� 1�< �!�]�) ���) �� �� 4#� �O�L �� >�� ������ *���7=� jx ��$� 4"o�
3 4#� '3�M�� VQ�Y� *��%)B��� *�%) ��47P >�� � �!� *���7=� −−−→qiqi+� 47P �� qiqi+� %)B���
�� %=��b� &� B�Rb� �QK�; �) 3 ������ 47P �π

α ���I9 -Jb]� >�� JL *�%) ��!�R��hY]� 13� &�
�� �� A�) �� �����MC '�5m<� -pipj %)B��� %� *�%) 3  �%�C�� %S� �� α > �U#�!� ���G� *�&� �)

� �!��� *���7=� ������ *��47P >�� �6� ������
&� −−→pipj 47P �� 3 pipj % )B� � � *�% ) � �] C% ) *� �% �R � 1�< � ! � ] � ) ��� G � *�% ) -1� L
47P �4#� −→d 47P �� P(i, j) ��]C%) *��%�R� 1�< �!�]�) ��  �!��� ���M�#� b−→

d
(pipj)

-�Q� 4O�L �� �4#� −−→pipj �) >�%�b��c� �%C45�# 47P �� �� 4#� ������ *��47P &� �b� −→d
���R) %���G� *�%) ��L -−−→pipj 47P �� b(i, j) &� �)�� U�%G9 4#� >b6� b−→

d
(pipj) &� ���M�#�

U#�!��� ���) l�c) b(i, j) �) 4"R� w(i, j) �� �9A�L *�%) EG; U�%G9 >�� ��� ����"� -α 2\��
&�!� errF (pipj) *�%) ��� �"#�$� U�%G9 -b(i, j) >�6Y9 B��) U#�!��� ��P3 �) �
��� �� �� 4#�

�4#���� B��) %�&  O �� �O�R� >�� ������� �X�) U#�!�

P(i, j) ���� X�/0 �
�� �
T9�� ���� N�V !"�T�� & e�I D���� !� b & w ��"$ e�@ E JN OA
�� P(i, j) �&� �
T9�� ������� N�V !"�T�� b∗ ��"$ e�@ �3�"YJ� 1�"
�� −−→pipj �;� ��
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��9�I�� D���� �� −−→pipj !� �0�0�$ ����;� )��� �� �;� 3���2��C0 −→d !$ ��
 −→d �;�
#	��
� W��B"�
�� 1��


b∗ − tan(α) · w ≤ b ≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w).

P(l, m) �	���� ��E� ���! ��� 3b ≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w)  ! ������ @��� ��	 �� EG��H�
�� −→

d $ −−→pipj P�<���  � $ pm  XB� <� &�# ~��% ^%��� $� 3���� −−→pipj �41 �� �� *�+ ���	���
����7��
� −→d  8���  �  1�� �� 3�
� ^%��� $� ��� ���  �$�< β ���! ��� 3����-� �T� ��
 � q $ p ���! ��� 3β ≤ α  ! �
� �[�$ )�
� ����0�
 F���� �� −−→pipj  � ��� ��! �41
V�
��� 3��	E� −→

d $ −−→pipj P�41 �� $ pm <� @��,� c�X% �$� �� pl ����0 ��$�C� F����
�� p  8��� V�
��� 
�� $ �#��  	#�� ���5 pipj �41 �� $ pm <� @��,� ^% ����� �� s�� ql  8���
��  ! ��:�� ��1�� R/	Z� �6�> ��4� )���� ���5 −→d �41 �� pm �� ��
 �� �
�� ��


3���&�# &��� @��� ��� =8#
��
� ��< P���  � Ps�> ��� <� 7� �� ���� �6 P��I�

dAe
b = |pmq| ≤ |pmp| + |pr| + |rq|

≤ |pmp| + |pmp| tan(β) + |plq| tan(β)
≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w).

dBe
b = |pmq| ≤ |plq| tan(β)

≤ w tan(α)
≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w).

dCe
b = |pmq| ≤ |pmpl|

≤ |pmp| + |ppl|
≤ |pmp| + |pmp| tan(β)
≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w).

dDe
b = |pmq| ≤ |pmp|

≤ b∗

≤ b∗ + tan(α) · (b∗ + w).
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� 3��#�� P��I�  ���� �6s�	
� �� 
�� b∗ − tan(α) · w ≤ b  X���
����B� ���B� w∗ ���! ��� 3��#�� R��(� ��< P��C� errF ���4� ��X% ���Z�  �$�
 ����� b∗ $ �
� Yu $ Agarwal ^
�� &�#  O��� �	���-6� S�+ −−→pipj �41 �� P(i, j) c�B� ��0
�� −−→pipj  � �����! �41 ����7��
� −→d  ! �
� −→d �41 �� P(i, j) �	���� �����E� *�+
�������� �T� ��  #��]  /��� ��X% ����B� ���B� @���0  � �� ��< P���0 3�
� ����0�
 F����

err∗F (pipj) =
√
� · max(w∗, b∗ + tan(α) · (b∗ + w∗)).

3��! ���I @����� �� ��< �6 )�� $ �� ����6 ?��	� $ s�� F6�X� F�!�� ��

!� 1��
 errF (pipj) �
�� D��/�d(�
√
�(�+ ε)(�+ � tan(α))) 2� err∗F (pipj) �
�/� E JP OA

���]��� W���I

errF (pipj) ≤ err∗F (pipj) ≤ �
√
�(�+ ε)(�+ � tan(α)) · errF (pipj).

 8���  �  1�� �� 3��#�� −−→pipj �41 �� b(i, j) $ w(i, j) �� ����� F����  � b $ w ���! ��� EG��H�
)�� �6 S�+ 3�
� ���5�� w ≤ w∗ ≤ (�+ ε)w  X��� )�
�  	E�  0��'�  � c���� ��0 w∗

errF (pipj) ≤ �
√
� · max(w

�
, b
�
)

≤
√
� · max(w∗, b∗ + tan(α) · (b∗ + w))

≤
√
� · max(w∗, b∗ + tan(α) · (b∗ + w∗))

= err∗F (pipj).

)�-�� 2�+ <�

err∗F (pipj) =
√
� · max(w∗, b∗ + tan(α) · (b∗ + w∗))

≤
√
� · max((�+ ε)w, b + tan(α)w
+ tan(α) · (b + tan(α)w + (�+ ε)w)

≤
√
�(�+ ε) · max(w, b + b tan(α)

+ �w tan(α))
≤

√
�(�+ ε)(�+ � tan(α)) · max(w, b)

≤ �
√
�(�+ ε)(�+ � tan(α)) · max(w

�
, b
�
)

≤ �
√
�(�+ ε)(�+ � tan(α)) · errF (pipj).

�

F��[ �� �� �$� ��(� )�T� ���� ���4�  '�	� )��#�� 7��! ���! &<����  � ε $ α  L����
3��:�� �
�� ) #��]  /��� ��X% ���(� ���� O(�) F��B�
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 ��������d�k 2� ��
�;�0 & !��� � �
�� ������� 	
�����
 2� E IP ��74
D��+ �
�
� Opt(k) !"�;� 	
�����
 !� ���0 !$ ��
� ���&  #��] !�G�@ ��.6 ���*� & �
�>��
�� ��&�& !./0 �� & ��
 O(k� + k√

ε
) 	
�����
 3�
 ��� 0 ���� !?@�4 1��
 �

√
�+ ε �
����

1��=�� 7�
��( O(k log �

ε ) �"L=�� )���

�6�� �' ��*'� ���
]�J ��5! ��	7� <LB

3�#  O��� �X%&��� �� �� XB� �\�� 7� <� ��� =��5  �>�� <�� �<�
&��
 ���� ���(� $� )� =C� ��
�<�
&��
 )UZ� ��� �� 3����!  O��� �����(� ��� V�
� �� �<�
&��
 ���� �����	���-6� ���L��
=��5  �>�� <�� �$� c�B� �6�> ��� �� 3���!�� �
��� ������1 �6�> �� �� ��� =��5 �(/[���
���� �� &�# &��
 ��E� �����%��  XB� �� ������ �� $ ���#�� ������ ������1 P��C� ���

3���! �<�
&��
 ��� =��5  �>�� <�� <� UZ� ���
&��Y	
� =C� ��� �� &�#  O��� �<�
&��
 ����0 �	���-6� <� �����%�� )��T�� ��� ����
��� <� &��Y	
� ���� 3���� "�'�� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� V�
� �� �� �<�
&��
 $ ���!
���8� ��� =��5  �>�� <�� �$� �� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(�  ! ���� @��� ���� )�	���-6�

3���� ��1$ @: ��X% ���Z� ���� �� �$� $ �
�
���8� �	��I ���B� W�� ���� �\��  �  	E��$ �	>�E� ���(�  ! ���! ���I �������� ����
 �
�(/[��� ���� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(�  ! �
� P��I� =��5 ����
 � ���L�� 3�E��
3�E�� ���8� 
�� d&��
 �(/[��� 7� �� M5�$ �\�� ���� �	>e �X%&��� �\�� 7� R�([ ��� =��5
�(/[��� <�� ���� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(�  ! ������ @��� UZ� ���  ���� �� �6$
���� ���� �$� $ �
� ���8� �X%&��� �\�� ��5 ��� =��5 �(/[��� 
�� $ �� XB� �\�� ��� =��5

3���!��  O��� �4�: ��X% ���Z�

 ��EO� �V�� ��� .!�/ 	�%B��6  ��1���  &�
���
 9-P-Y

�\�� 7� ��� =��5 �(/[��� ���� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(�  ! ������ @��� ��	��
3�
� ���8�h� �� XB�

�"*� �q �
!./0 �E�0 ��� ���� �*�+�", �
�� �E�0 !� !
��
& �
!�G�@ ��.6 ���*� E JQ OA
1��
 
�"L�d� �errdvis(pipj)

$ i ≤ l ≤ m ≤ j  ! � ���� ��� 5 �� ��- � V (q) �$� pm $ pl )pj )pi c�B � � � � ! ��� EG��H�
=9� F����  � p′′k $ p′k $ l ≤ k ≤ m  ! �
� P(l, m) �$� pk  XB� ��X% �� ����� errdvis(pipj)
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���8�h� �� XB� ��� =��5 �(/[��� �$� �� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� �nho =8#
3�
�

3�
� pipj $ plpm ���^%&��� $ qpk <� &���,� ^% M+�B�
 1�� �� 3���� ���5 �(/[��� ���  	E� �� q $ �
� ��&��	
 �(/[���7� V (q) )�������
MX5 �� pipj ^%&��� pkq $ pmq )plq ���^%&��� <� @��,� ���^% )V (q) �$� c�B� F����  �
��� � R/	Z� ��-��1 U# 3��!�� MX5 
 � � �� plpm ^%&�� � pkq <� @��,� ^% $ �� �!��
3���&�# &��� @��� ��� =8# ��  ! ���� ��1$ qpk <� @��,� ^% �$� p′′k $ p′k )pk c�B� ��(5��

������ �� ��< ^��$� �6�> U# ���  �� ����

errvis(pipj) ≥ max(errvis(pl, pipj), errvis(pm, pipj), errvis(pk, pipj)),
errvis(p′k, pipj) ≤ max(errvis(pl, pipj), errvis(pm, pipj)).

) '�	� ��
errvis(pipj) ≥ max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj))3

����� @��� �� ��<  X��� �9� ���� �6 P��I� ���� )��������

errvis(plpm) = errvis(pk, plpm)
≤ �max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj))
≤ �errvis(pipj).
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�$� �� �X% ���	��� P(l, m) c�B�  �� ��� pk  ! �
� ��� ���  � c���� *$� �$�E�
�$�E���  ! �
� ���! )������� � 3��:�� �
�� ��s��  X��� $� <� 
�� �%: �$�E��� 3���� plpm

3���� @��� ��� =8# �� &�# &��� @��� �6�> U# ���� �� �X
$

)�6�> ��� �� �d��� =8# <� A ��E5e *$� �6�> •

errvis(pk, plpm) = |pkp′
k|

|pkq| ≤ |pkp′′
k |

|pkq| = errvis(pk, pipj)
≤ �max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj)).

�� ��<  X��� &�-�: )|pkp′′k| ≥ |p′′kp′k| ��� �6�> ��� �� �d��� =8# <� B ��E5e "$� �6�> •
������

errvis(pk, plpm) = |pkp′
k|

|pkq| = |pkp′′
k |+|p′′kp′

k|
|pkq| ≤ �|pkp′′

k |
|pkq|

≤ �errvis(pk, pipj) ≤ �max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj)),

������ �� ��<  X��� &�-�: )|pkp′′k | < |p′′kp′k| ��� $

errvis(pk, plpm) = |pkp′
k|

|pkq| ≤ �|p′′
k p′

k|
|pkq| ≤ �|p′′

k p′
k|

|p′′
k

q|
≤ �errvis(p′k, pipj) ≤ �max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj)).

3�
� ���5�� �6 �6�> $� �� �� )��������

� � � ! �� � � 6� > � �� �� �d��� = 8 # <� C � � E 5e "� 
 � 6� > •
)P�������� 3|pkp′′k| = x|pkq| = x(|pkp′k| + |p′kq|)

max(errvis(p′k, pipj), errvis(pk, pipj)) ≥ errvis(p′k, pipj)
= |pkp′

k|+|pkp′′
k |

|pkp′′
k
|+|pkq| = |pkp′

k|+x(|pkp′
k|+|p′

kq|)
x|pkq|+|pkq|

= (x+�)|pkp′
k|+x|p′

kq|
(x+�)|pkq|

= errvis(pk, plpm) + x|p′
kq|

(x+�)|pkq|
≥ errvis(pk, plpm).

3�
� "�
 �6�>  ���� �6�> ��� P��I� �d��� =8# <� D ��E5e "��4� �6�> •

3�
� "$� �6�>  ���� �6�> ��� P��I� �d��� =8# <� E ��E5e �'�� �6�> •

3�
� *$� �6�>  ���� �6�> ��� P��I� �d��� =8# <� F ��E5e ��# �6�> •

����
 � )���L�� 3errvis(plpm) ≤ �errvis(pipj)  ! �����@��� Ps�>  �� �� )��������
� 3�
�  	E� �'�� $ "$� Ps�> �� di �����8� F��[e ���B� ���  ! ��� @��� @�����
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���� )errdvis(pipj) )q �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% @�< ���Z� ����  �$� 7� *�>
���! errdvis(pipj) ����B�  �
�9� ���� )�� �6 S�+ 3���!��  O��� ����0 �	���-6� �� &��Y	
�
3�
� {Z�� do(q, pipj) ���B� 3���
� ���Z� �� wU (i, j) $ wL(i, j) )do(q, pipj) ���B�  ! �
�
$ ���8�hxy �����E� �$� 2�$�V$�� ��X%  �
�9� ����  L�: ������ �� wU $ wL ����B�

3���<�� ���Z� xpy Yu $ Agarwal ^
�� &�#  O��� a$� V�
��� )����! @���  #��] ��X%


� �E�0 !� !
��
& �
!�G�@ ��.6 �
�/� !$ ��
� ���& (�+ ε) D��/� D��+ �� !�&� 2� E KR OA
!�&� 3�
 �@�B� !?@�4 1�0��� 3�J>� �
!./0 �E�0 2� ��� ���� �*�+�", �
 ��)��� �� �
��

1��= �� 7�
��( O(k log �

ε ) �"L=�� )��� �� ��&�& !./0 �� & ��
 O(k� + k√
ε
)

P(n) = 〈p	, p�, . . . , pn〉 ��E� ���� �/(� �<�
&��
 Q = 〈q	, q�, . . . , qk+�〉 ���! ��� EG��H�
����<�
&��
 �� �
� �8�� )� ≤ i < j ≤ k + � ���� qiqj �����@��� ��� <� 7� �� 3�
�
�����	�  ! ��� ���� 3���
� ���Z� �� errdvis(pipj) ���B� �����	� ����  '�	� �� $ ���# ���\ &���:
��  ! ���!�� ����4-�  	E�  0��'� 7� qiqk+� ��@��� �� ���� )���
� ���Z� �� ���X% ���
c����  	E�  0��'� �	#�� �� 3���
� ���Z� �� wL(i, k + �) $ wU (i, k + �) �����	� @: <� &��Y	
�
 XB� $� ���  /���  ! ���:�� �
�� qiqk+� �� ���0 �41 �� ���4	��  XB� $� )qiqk+� ��@���  �

3��	E� �+ ε F��B� F��[ �� wL(i, k + �) $ wU (i, k + �) ����Z� ���B� �� ����� qiqk+� <�
���� $ �
� O( �√

ε
) 7� �� &<����  ! ���!�� ����4-�  	E�  0��'� O(k)���(� ) '�	���

��  ! �#$� @���  � �� 	E�  0��'� ��� 3���#�� &��Y	
� errdvis(pipk+�) ��X% ���Z�
3���#�� "�-�4� $ ����4-� �
� &��: �� �6

��� �  T ��> O(k�) $  	E�  0��'� O(k) ����4- � ��� �  T ��> O( k√
ε
) )t��'� ��

 �  �$� ��� ��	%�
&��� �<�
"�-�4� 3�
� <��� ���� &�B6�� ��@��� O(k�)  � c���� ��X% ����4-�
O(k log �

ε ) ��8#�
 @��< ��  ! �
� ��1�� ��� 	E�  0��'�  � ���1  XB� @�$
�� ���(�
� 3O(k log �

ε ) �� �
� �����  �$� ��� <��� ���� @��< =! ) '�	� �� 3��#�� "�'��
)������1 �6�> �� �<�
&��
 ����0 �	���-6� $ s�� ����6 <� =��> ?��	� F�!�� ��
�� /��� ��X% ���(� V�
� �� �� XB� �\�� 7� ��� =��5 �(/[��� �<�
&��
 ���� �� ��<  '�	�

3�
� ���5�� �\��  �  	E��$

���*� :��
 �� V (q) �
�� ��������d�k 2� ��
�;�0 �
�� ������� 	
�����
 2� E IQ ��74
� � ��
 ��
�� Opt(k) !� ���0 )< �
���� D��+ !$ ��
� ���& �E�0 !� !
��
& �
!�G�@ ��.6
�"L=�� )��� �� ��&�& !./0 �� & ��
 O(k� + k√

ε
) 	
�����
 3�
 ���0 ���� !?@�4 1(�+ ε)

1��=�� 7�
��( O(k log �

ε )
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	EL���K �V��  �/ ��� .!�/ 	�%B��6  ��1���  &�
���
 ;-P-Y

�
��� � =C� �� @: �<�
&��
 ���(� $ �X%&��� �\�� ��5 ��� =��5 �(/[��� �<�
&��
  6�E�
���Z� ���� �������� $ �
� ���8� ��E� ��� �<�
&��
 ���� &�#  O��� �<�
&��
 ���(� 3�#
 O��� ������1 �<�
&��
 ����0 �	���-6� ) '�	��� 3����  O��� ���! �� �$� @: ��@��� �� ��X%

3����� ��8� ����E� <� t�� ��� �<�
&��
 ���� �������� �� &�#

�
!�G�@ ��.6 ���*� :��
�� �SV (qr) �qr �.6���( �E�0 ��� ��� ���� �*�+�", E KF OA
1��
 
�"L�d� ��E�0 !� !
��
&

 ! �� 	E� SV (qr) = 〈p�, p�, . . . , pn〉 <�  XB � ��4� pm $ pl )pj )pi c�B � � � � ! ��� EG��H�
errsvis(plpm) ≤ �.errsvis(pipj)  X��� �	�([$ ���� ����  ! ���� @��� ���� 3i ≤ l < m ≤ j

3�
� ���5��
������5�� ��< ^��$� )errsvis ��X% ���(� R��(� S�+

errsvis(plpm) = max(errvis(q)(plpm), errvis(r)(plpm)),
errsvis(pipj) = max(errvis(q)(pipj), errvis(r)(pipj)).

r $ q �� XB� ����\�� <� ��� =��5 �(/[��� )SV (qr)  ! ���! ��C� �������� ���L��
������5�� ��<X��$� )�� �6 S�+ )P��� ����� 3�
� d�<�'�  ����(/[��� ��� ���� ����e

errvis(q)(plpm) ≤ �errvis(q)(pipj),
errvis(r)(plpm) ≤ �errvis(r)(pipj).

��
� �6 �	
�� ����  ! ��:�� �
�� ��<  '�	� )�� X��� ��� F�!�� ��

errsvis(plpm) ≤ �max(errvis(q)(pipj), errvis(r)(pipj)) = �errsvis(pipj).

�

�.6���( �E�0 ��� ���� �*�+�", �������� �
�� (�+ ε) D��/� D��+ �� !�&� 2� E KI OA
��
 O(k� + k√

ε
) )< �@�B� !?@�4 !$ ��
� ���& �E�0 !� !
��
& �
!�G�@ ��.6 ���*� :��
��

1��=�� 7�
��( O(k log �

ε ) �"L=�� )��� �� ��&�& !./0 �� &

$ errvis(q)(pipj) � � � Z � ��� � (� + ε) F �� B � F �� [ � �  �$� 7 � )�
 � 6 S � + EG� � H�
������B� ��� F����  � err∗vis(r)(pipj) $ err∗vis(q)(pipj) ���! ��� 3���� ��1$ errvis(r)(pipj)
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������ ��1$ ��< ^��$� )P�������� 3��	E� errvis(r)(pipj) $ errvis(q)(pipj) ���� ����B�

errvis(q)(pipj) ≤ err∗vis(q)(pipj) ≤ (�+ ε)errvis(q)(pipj),
errvis(r)(pipj) ≤ err∗vis(r)(pipj) ≤ (�+ ε)errvis(r)(pipj).

� � �� B � ��� B � @�� � 0  � �� err∗svis(pipj) = max(err∗vis(q)(pipj), err∗vis(r)(pipj)) ��� B �
������5�� @: ���� �� ��< ^��$�  ! ������� errsvis(pipj)

errsvis(pipj) = max(errvis(q)(pipj), errvis(r)(pipj)) ≤ err∗svis(pipj),
err∗svis(pipj) ≤ (�+ ε)max(errvis(q)(pipj), errvis(r)(pipj)) = (�+ ε)errsvis(pipj).

errsvis(pipj) ���� (� + ε) F��B� F��[ �� ����B� ���B� 7� err∗svis(pipj) ) '�	 � ��
�� T��> ����L�� �� ����� �X% ���Z�  �$� ��� ����< $ �� T��> ����L��  ! �
� �4��� 3�
�
� 3�
� &�# @��� �
 �6 ��  ! �
� �� XB� �\�� ���� &�#  O���  �$� ����< $
 '�	� )������1 �6�> �� �<�
&��
 ����0 �	���-6� $ s�� �6 $� <� =��> ?��	� F�!�� ��

3�
� ���5�� �X%&��� �\�� ��5 ��� =��5 �(/[��� �<�
&��
 ���� �� ��<

:��
� � SV (qr) �
�� ��������d�k 2� ��
�;�0 �
� � ���� ��� 	
�����
 2� E JR ��74
��
 ��
�� Opt(k) !� ���0 )< �
���� D��+ !$ ��
� ���& �E�0 !� !
��
& �
!�G�@ ��.6 ���*�
�"L=�� )��� �� ��&�& !./0 �� & ��
 O(k� + k√

ε
) 	
�����
 3�
 ���0 ���� !?@�4 1(�+ ε) ��

1��=�� 7�
��( O(k log �

ε )

��	+�>	�� ?LB

�	��5� F��[ �����  ! �#  O��� ��E� �<�
&��
 ������1 �	���-6� 7� �EZ� )=C� ��� ��
�����E� )2�$�V$��  /��� ��X% ���(� V�
� �� ���8�hxy $ ;�9� �����E� ���� O(�)

��� =��5 �(/[��� $ �� XB� ��� =��5 �(/[��� $  #��]  /��� ��X% ���(� V�
� �� &��Z6�
3�
� �\��  �  	E��$ �� /��� ��X% ���(� V�
��� �X%&��� �\�� ��5

���C�  T��> )����-� ���I �� d�<�
&��
 c�B� ���(�e k  L���� )&�#  O��� �	���-6� ��
3�
� O(�) ��$�$  XB� �� ���� $ �X% ��$�$ �����1 =! ���� @: a<���� @��< $ O(�) @:

)&�#  O��� �	 ���-6� �� ����&��! &��Y 	
� M�� � � ���
���� &��� <� )&�#  O��� �	 ���-6� ��
k �� �<�
&��
  ��4� �	���-6� �� @: �����!  E��B� �6$ ��#�� "�'�� ����� V�� �k �� �<�
&��


3������ P��� ����� V��



fmg ��
)	�4 B�� �� �,
���
� C ���

�� �� �<�
&��
 �������� �� ��:  ! �
� ��� ��#�� w�X� �'��� ��  ! ��
�� ��	EZ�
�����E� ����  ! ����� @��� �� 3���� "�'�� M���� ���
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�	���-6� ��������� M���� ���
���� @$�� $ 2�$�V$��  /��� ��X% ���(� V�
� �� $ ����0
�� ��	���-6� ��	E���	� 
�� M���� ���
���� �� �	> �6$ )��#��  	#�� O(�) �	��5� F��[ �� ������1
 '�	� ���  /��� 7� )�������� 3���!  O��� ���X% ���(� $ ��E� ���� ���� O(�) �	��5� F��[

3�
� �	��� �
��� $  (6�X� ���<��� @: M��  ! ���� ��1$ &��: �
�� �Y�� $ ��r�
���� <�� � ����  T��> O(k�) )=C� ��� �� &��: �
�� ?��	 �  � c���� �-��  ��1 7�
 � 3��
� ?��	� ���  � ��	�!  T��> �� @��	� �
� �8��  ! �
� �X% ������(� $ ����E� �%��
��
'� ����4-�  � <���  ! ��! "�_�� �� �� �� ��-� ��  	E� ��� 0��'� @��	� ��� )*�r� @���0

3��� U��! O(k)  � �� <��� ����  T��> @����� &�-�: )�#��� �4�:
���  	�6�  ! ��� ���(� 
�� ��s�� ��(��  � @����� �� &�#  O��� ����0 �	���-6� )���L��

3�#�� ����% ��I�� 
�� ���C�  T��> $ @��< $ F��B� F��[ �$� ���(�
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Efficient Visibility Computation and Simplification in

Different Environments

Abstract

In this thesis, we considered several types of the visibility problem. These problems include

computing the visibility polygon of a point observer inside a polygonal domain, maintaining

visibility polygon of a moving point observer, visibility coherence in space, maintaining visibility

polygon of a moving segment observer and visibility dependent simplification. Furthermore, we

considered these problems in both offline and streaming settings.

These problems arise in different practical areas, such as computer graphics, machine

vision, robotics, motion planning, geographic information systems (GIS) and computational ge-

ometry.

We obtained effective theoretical results as well as superior practical algorithms. Our

results are divided into two categories: visibility computation-maintenance and visibility simplifi-

cation. Our results on the former category include efficient algorithms for computing the visibility

polygon of a query point observer in 2D scenes, maintaining the visibility polygon of moving point

or segment observers in 2D scenes, and a data structure for sketching visibility coherence between

objects in space. For the latter, we proposed observer-dependent simplification criteria and pro-

posed simplification algorithms for simplifying boundary of the visibility polygon of a point or

segment observer in 2D for both streaming and offline input models. Moreover, we obtained a

general streaming algorithm that can be used for classical line simplification problems.

Keywords: Computational geometry, visibility problems, line simplification, streaming algo-

rithms.
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