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ساعت 3 امتحان: وقت آنالیز در تغییراتͬ روشهای درس ترم پایان امتحان

دارد. بدیهͬ غیر جواب 1 < p < n+2
n−2 برای زیر مساله کنید ثابت کوهستانͬ گذرگاه قضیه ͷکم به .١ ∆u+ |u|p−1u = 0 in Ω

u = 0 on ∂Ω

لیپ�شیتز موضعͬ طور به ∇ϕ که است C1 کلاس از تابعͬ ϕ : H −→ R و است هیلبرت Hفضای کنید فرض .٢

دگردیسͬ ͷکوچ کافͬ اندازه به ϵ > 0 هر و c مقدار هر ازای به آنͽاه u ∈ H هر برای ∇ϕ(u) ̸= 0 اگر است.

باشد: برقرار زیر خواص که دارد وجود η ∈ C([0,1]×H,H)

i)η(0, u) = u, ii)η(t, u) = u if ϕ(u) /∈ [c− 2ϵ, c+ 2ϵ]
iii)η(1, ϕc+ϵ) ⊂ ϕc−ϵ iv)η(t, ·) : H −→ H is a homeomorphism

تابعͬ ϕ ∈ C1(X;R) فرضکنید همچنین .dimV < ∞ که باشد باناخ فضای ͷیX = V ⊕W فرضکنید .٣

که باشد V � در مبدأ ͬͽهمسای ͷیD اگر مͬ�کند. صدق PS شرط در که باشد

a := max
∂D

ϕ < inf
W

ϕ := b

آنͽاه

c := inf
h∈Γ

max
u∈D̄

ϕ(h(u))

.Γ = {h ∈ C(D̄,X) : h|∂D = id} اینجا در .c ≥ b که است بحرانͬ مقدار ͷی

ازای به باشد. X در S1 از ایزومتری نمایش ͷی {T (θ) : θ ∈ S1} کنید فرض و گرفته باناخ فضای ͷی را X .۴

به که است صحیحͬ عدد کوچͺترین k که ind(A) = k کنید تعریف A ⊂ X ناوردای و بسته زیرمجموعه هر

کند: صدق زیر شرط در صحیح عدد ͷی لااقل برای که دارد وجود Φ ∈ C(A,C− {0}) � نͽاشت آن ازای

Φ(T (θ)u) = einθΦ(u)

Xاست. روی S1-اندیس ͷی ind نͽاشت کنید ثابت .ind(A) = ∞ کنید تعریف نداشت وجود kای چنین اگر

به دهید نشان است. کران�دار پایین از که باشد مشتق�پذیر تابع ͷی ϕ : X −→ R و باناخ Xفضای اگر کنید ثابت .۵

که دارد وجود {vn} جدید مینیم�ساز دنباله {un} مینیم�ساز دنباله هر ازای

ϕ(vn) ≤ ϕ(un), ∥vn − un∥X → 0, ∥ϕ′(vn)∥X′ → 0

باشید. موفق
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