
١ فصل

جواب یͺتایی و وجود

مقدمه ١.١

آن کلͬ صورت که آن مشتقات و مجهول تابع ͷی از است ای معادله عادی، دیفرانسیل معادله ͷی

گرفت. نظر در زیر صورت به توان مͬ را

x(n)(t) = F
(
t, x(t), ẋ(t), ẍ(t), . . . , x(n−1)(t)

)
معادله را آن است، n مرتبه مشتق است، شده ظاهر معادله در که مشتق مرتبه بالاترین که آنجا از

مͬ�شود. داده شرط n معادله این همراه معمولا˟ مͬ�نامیم. n مرتبه

x(t0) = x0, ẋ(t0) = x′0, ẍ(t0) = x′′0, . . . , x
(n−1)(t0) = x(n−1)

0

تبدیل اول مرتبه دستگاه ͷی به را n مرتبه عادی دیفرانسیل معادله مͬ�توان جدید متغیرهای تعریف با

کرد.

x1(t) := x(t), x2(t) := ẋ(t), x3(t) := ẍ(t), . . . , xn(t) := x(n−1)(t)

آنگاه ،X = [x1, x2, . . . , xn]
T اگر

Ẋ =


ẋ1
ẋ2
...
ẋn

 =


ẋ
ẍ
...

x(n)

 =


x2
x3
...
xn

F (t, x1, . . . , xn)

 = f(t,X).

معمولا˟ که مͬ�گیریم نظر در زیر شͺل به را عادی دیفرانسیل معادله ͷی کلͬ حالت در بنابراین

١



جواب یͺتایی و وجود .١ فصل ٢

است: اولیه شرط ͷی با }همراه
Ẋ = f(t,X)

X(t0) = X0
(١.١)

مرزی شرط و (١.١) در که Xاست : I ⊆ R −→ Rn مشتق�پذیر تابع معادله این برای جواب ͷی

تابع مͬ�کند. صدق آن

f : I × Ω ⊆ R× Rn −→ Rn

آنها در که معادلاتͬ زمان. از مستقل یا باشد زمان به وابسته مͬ�تواند که مͬ�شود نامیده برداری میدان

نامیده خودگردان١ معادلات ،Ẋ = f(X) کلͬ صورت به و هستند زمان از مستقل برداری میدان

مͬ�شوند.

جواب یͺتایی و وجود ٢.١

ندارد. یͺتا جواب همیشه دیفرانسیل معادله ͷی

ثابت تابع است. جواب بینهایت دارای x(0) = 0 اولیه شرط با ẋ = 3x 2
3 معادله .١.١ مثال

حقیقͬ عدد هر برای و مͬ�آید حساب به آن برای بدیهͬ جواب ͷی وضوح به x0(t) = 0 صفر،

دارند. وجود زیر شͺل به متعددی جوابهای k > 0

xk(t) =

{
0 t ≤ k

(t− k)3 t > k

معادله متناظر است. باناخ ثابت نقطه قضیه از استفاده جواب یͺتایی و وجود اثبات ایده

دارد: وجود زیر انتگرالͬ معادله (١.١) مرزی شرط با دیفرانسیل

X(t) = X0 +

∫ t

t0

f(s,X(s))ds (٢.١)

جواب و است مشتق�پذیر انتگرالͬ، معادله این پیوسته جواب هر باشد، پیوسته f برداری میدان اگر

انتگرالͬ معادله برای جوابی دیفرانسیل، معادله جواب هر بالعکس است. (١.١) دیفرانسیل معادله

بͽیرید: نظر در را زیر انتگرالͬ عملͽر است.

(T u)(t) = X0 +

∫ t

t0

f(s, u(s))ds

هستند. (٢.١) انتگرالͬ معادله جوابهای T عملͽر ثابت نقاط

Autonomous١



٣ جواب یͺتایی و وجود .٢.١

نگاشت ͷی T : E −→ E و بوده باناخ برداری فضای E اگر باناخ) ثابت (نقطه .٢.١ قضیه

که دارد وجود ،0 < α < 1 ثابت، مقدار یعنͬ باشد، انقباضͬ

∥T u− T v∥ ≤ α∥u− v∥

u0 ∈ E نقطه هر برای و دارد یͺتا ثابت نقطه T صورت این در .u, v ∈ E بردارهای همه برای

است. همͽرا ثابت نقطه این به {T nu0} دنباله

K > ثابت0 هرگاه است لیپ�شیتز x به نسبت U ⊆ R×Rn ناحیه در f(t, x) تابع تعریف٣.١.

:(t, x), (t, y) ∈ U هر برای که باشد داشته وجود

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ K|x− y|

نقطه هر ͬͽهمسای ͷی در هرگاه گوییم لیپ�شیتز موضعͬ طور به U ناحیه در را f(t, x) تابع

باشد. لیپ�شیتز (t, x) ∈ U

است. لیپ�شیتز موضعͬ طور به آنگاه باشد، C1 ،f تابع اگر .۴.١ نکته

مستطیل در f(t, x) تابع اگر جواب) یͽانگͬ و (وجود .۵.١ قضیه

D = {(t, x) ∈ R× Rn : |t− t0| ≤ a, |x−X0| ≤ b}

جواب دارای (١.١) دیفرانسیل معادله آنگاه باشد، K ضریب با لیپ�شیتز x به نسبت و پیوسته

δ = min(a, b
M
, ρ
K
) که است شده تعریف [t0− δ, t0+ δ] بازه در حداقل که X(t)است یͺتای

است. دلخواه عدد ͷی ρ < 1 Mو = max(t,x)∈D |f(t, x)| و

سوپریمم نرم با Bb(X0) بسته گوی به [t0 − δ, t0 + δ] بازه از پیوسته توابع فضای E اثبات.

∥u∥∞ = sup
|t−t0|≤δ

|u(t)|

برای کنید دقت ابتدا است. انقباضͬ عملͽر ͷی T : E −→ E عملͽر و است باناخ فضای ͷی

Mδ ≤ b اگر است T u ∈ E ،u ∈ E هر

|(T u)(t)−X0| =
∣∣ ∫ t

t0

f(s, u(s))ds
∣∣ ≤ ∣∣ ∫ t

t0

Mds
∣∣ =M |t− T0| ≤Mδ ≤ b

است: انقباضͬ T که مͬ�شود Kδنتیجه < 1 رابطه از علاوه به

|(T u)(t)− (T v)(t)| =
∣∣ ∫ t

t0

f(s, u(s))− f(s, v(s)ds
∣∣

≤
∣∣ ∫ t

t0

K|u(s)− v(s)|ds
∣∣ ≤ Kδ∥u− v∥∞
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قضیه از δ مقدار نتیجه در و M = ∞ که است ممͺن صورت این در ،b = ∞ اگر .۶.١ نکته

وضوح به و است باناخ همچنان E فضای حالت این در که کنید دقت اما نباشد. تعیین قابل قبل

قبل قضیه برقراری برای کننده محدود شرط تنها مͬ�کند. تصویر خودش به را E فضای T عملͽر

روی f(t, x) میدان که حالتͬ در لذا مͬ�شود. نتیجه Kδ < 1 شرط از که است T بودن انقباضͬ

که دارد یͺتایی جواب (١.١) معادله آنگاه باشد، K ضریب با لیپ�شیتز [t0 − a, t0 + a] × Rn

است. شده تعریف δ = min(a, ρ
K
) شعاع به بازه در حداقل

برداری تابع ͷی g(t) ∈ Rn و پیوسته n × n ماتریس ͷی A(t) اگر .٧.١ مثال

روی لیپ�شیتز برداری میدان ͷی f(t,X) = A(t)X + g(t) آنگاه باشند، پیوسته

با است برابر لیپ�شیتز ضریب و است D = {(t, x) : |t− t0| ≤ a, x ∈ Rn}

.K = max|t−t0|≤a ∥A(t)∥

|f(t,X)− f(t, Y )| = |A(t)(X − Y )| ≤ ∥A(t)∥ |X − Y |

اولیه شرط هر با Ẋ = A(t)X + g(t) دستگاه ولͬ نیست Dکران�دار روی f(t, x) برداری میدان

تعریف δ = min(a, ρ
K
) شعاع به بازه�ای در حداقل که است یͺتایی جواب دارای X(t0) = X0

مͬ�توان جواب توسعه با و ندارد چندانͬ نقش جواب تعریف بازه در ρ
K
مقدار کنید دقت است. شده

مͬ�شود. تعریف معادله جواب باشند پیوسته g(t) و A(t) که زمان هر تا لذا داد. قرار δ = a

ارایه لیپ�شیتز ضریب از مستقل را جواب تعریف بازه ۵.١ قضیه شرایط همان با زیر قضیه

مͬ�کند.

است X(t) یͺتای جواب دارای (١.١) دستگاه ۵.١ قضیه شرایط همان با (پیͺارد٢) .٨.١ قضیه

.δ = min(a, b
M
) که است شده تعریف [t0 − δ, t0 + δ] بازه در حداقل که

نرم این زیرا است. باناخ فضای ͷی زیر نرم با است شده بیان ۵.١ قضیه در که E فضای اثبات.

است. سوپریمم نرم با هم�ارز

∥u∥w := sup
|t−t0|≤δ

exp(−2K|t− t0|)|u(t)|

است. انقباضͬ نرم این به نسبت T : E −→ E عملͽر
Picard٢
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کران�دار و لیپ�شیتز موضعͬ طور به پیوسته، R × Rn روی f(t, x) برداری میدان اگر .٩.١ نکته

است. شده تعریف (−∞,∞) بازه کل در که است یͺتایی جواب دارای (١.١) معادله آنگاه باشد،

زمان ͷنزدی ͷکوچ بازه ͷی در و موضعͬ طور به جواب یͺتایی پیͺارد قضیه از هرچند .١٠.١ نکته

برقرار شود تعریف معادله جواب که زمانͬ تا هم�چنان یͺتایی خاصیت ولͬ مͬ�شود، اثبات شروع

برای ϕ(t) = ψ(t) پیͺارد قضیه بنابر باشند، (١.١) برای جواب دو ψ(t) و ϕ(t) اگر زیرا است.

اگر ،|t− t0| ≤ δ

t∗ = inf{t : ϕ(t) ̸= ψ(t)}

اولیه شرط با Ẋ = f(t,X) معادله جوابهای ψ(t) و ϕ(t) تابع دو هر و ϕ(t∗) = ψ(t∗) آنگاه

دو این که مͬ�شود نتیجه پیͺارد قضیه در موضعͬ یͺتایی از استفاده با هستند. X(t∗) = ϕ(t∗)

دارد. تناقض t∗ انتخاب با مطلب این و برابرند t∗ زمان ͬͽهمسای ͷی در جواب

نقطه به u0 آغازین نقطه هر برای {T nu0} دنباله که باناخ ثابت نقطه قضیه ͷکم به .١١.١ نکته

(١.١) معادله جواب به [t0 − δ, t0 + δ] بازه در زیر دنباله که مͬ�شود نتیجه است، همͽرا ثابت

متوالͬ تقریبهای روش را مͬ�رود کار به جواب تقریب برای که روش این است. یͺنواخت همͽرای

مͬ�نامند.

 u0(t) = X0,

un+1(t) = X0 +
∫ t

t0
f(s, un(s))ds

f(t, x) = میدان ماکزیمم بͽیرید. نظر در را x(0) = 1 اولیه شرط با ẋ = x2 معادله .١٢.١ مثال
1
4 برابر آن مقدار بیشترین و δ = b

(b+1)2 لذا .(b + 1)2 با است برابر Bb(1) بسته گوی در x2

است برابر که معادله جواب با کنید (مقایسه است. زیر صورت به معادله این متوالͬ تقریبهای است.
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(x(t) = 1
1−t

با

u0(t) = 1

u1(t) = 1+

∫ t

0
u20(s)ds = 1+ t

u2(t) = 1+

∫ t

0
u21(s)ds = 1+ t+ t2 +

t3

3

u3(t) = 1+

∫ t

0
u22(s)ds = 1+ t+ t2 + t3 + a34t

4 + · · ·+ a37t
7

...

un(t) = 1+ t+ · · ·+ tn + ann+1t
n+1 + · · ·+ an2n−1t

2n−1

بازه در همͽرایی تنها پیͺارد قضیه از ولͬ است همͽرا |t| < 1 بازه در دنباله این هرچند کنید توجه

گرفت. نتیجه مͬ�توان را |t| < 1
4

بودن لیپ�شیتز شرط به دیفرانسیل معادله ͷی جواب وجود که مͬ�دهیم نشان بخش این پایان در

این در هرچند داد. نشان را جواب وجود مͬ�توان پیوستگͬ شرط با تنها و ندارد نیازی برداری میدان

ارایه از قبل است. نیاز موضعͬ لیپ�شیتز شرط به آن برای و نیست برقرار جواب یͺتایی لزوماً حالت

مقدماتͬ. آنالیز قضایای و مفاهیم بر داریم کوتاهͬ مرور قضیه این

M > 0 مقدار هرگاه هستند، یͺنواختکران�دار طور به fn : I −→ Rn توابع دنباله تعریف١٣.١.

.t ∈ I هر برای |fn(t)| ≤M که باشد داشته وجود

مقدار ،ϵ > 0 مقدار هر برای هرگاه هستند، هم�پیوسته fn : I −→ Rn توابع دنباله تعریف١.١۴.

و |t1 − t2| < δ که t1, t2 ∈ I هر برای |fn(t1)− fn(t2)| ≤ ϵ که باشد داشته وجود δ > 0
دنباله. این عضو هر

fn : توابع از هم�پیوسته و کران�دار یͺنواخت طور به خانواده هر (آرزلا-اسͺول٣ͬ) .١۵.١ قضیه

است. همͽرا یͺنواخت طور به فشرده زیرمجموعه�های روی که دارد زیردنباله�ای I −→ Rn

(١.١) دستگاه باشد، پیوسته D روی f(t, x) برداری میدان اگر (کوشͬ-پئانو۴) .١۶.١ قضیه

.δ = min(a, b
M
) استکه تعریفشده [t0−δ, t0+δ] بازه در حداقل دارایجوابX(t)استکه

Arzela-Ascoli٣
Cauchy-Peano۴



٧ جواب ماکسیمال بازه .٣.١

اثبات.

Xm(t) =

 X0 t0 ≤ t ≤ t0 +
1
m

X0 +
∫ t− 1

m

t0
f(s,Xm(s))ds t0 +

1
m
< t ≤ δ

جواب ماکسیمال بازه ٣.١

حول ͬͺکوچ بازه ͷی در مͬ�شوند ارایه دیفرانسیل معادله ͷی برای که جوابی قبل بخش قضایای در

بازه در تنها که است جوابی دارای ١٢.١ مثال در شده ارایه معادله مͬ�شوند. تعریف شروع نقطه

مͬ�آید. دست به (−1
4 ,

1
4) بازه جواب وجود قضایای از که حالͬ در است، شده تعریف (−∞,1)

تعریف مͬ�تواند زمانͬ چه تا دیفرانسیل معادله ͷی جواب که است این دارد وجود که مهمͬ سؤال

تعریف (−∞,∞) زمانهای تمام برای Ẋ = AX خطͬ معادله جوابهای تمام مثال عنوان به شود.

.(٧.١ (مثال است، ثابت ماتریس ͷی A که مͬ�شود

ϕ باشند، (١.١) اولیه شرط با دیفرانسیل معادله برای جواب دو ψ(t) و ϕ(t) اگر .١٧.١ تعریف

بازه باشد. ϕ تعریف دامنه زیرمجموعه ψ تعریف دامنه هرگاه مͬ�نامیم ψ (گسترش) توسیع را

داشته وجود I تعریف دامنه با معادله از جوابی هرگاه گویند، جواب ماکسیمال بازه را I = (α, β)

نشود. پیدا آن از گسترشͬ که طوری به باشد،

حد مقدار و است شده تعریف (α, β) بازه در که باشد (١.١) معادله جواب ϕ(t) اگر .١٨.١ نکته

تعریف دامنه در (β,Xβ) نقطه که صورتͬ در باشد، Xβ برابر و باشد داشته وجود limt→β ϕ(t)

پیͺارد قضیه بنابر آنگاه باشد لیپ�شیتز نقطه این ͬͽهمسای در میدان و بوده f(t, x) برداری میدان

لذا دارد، یͺتا موضعͬ جواب t = β زمان ͬͽهمسای X(β)در = Xβ اولیه شرط با (١.١) معادله

کرد. تعریف β زمان از فراتر مͬ�توان را ϕ(t)جواب

است. (−∞,1) برابر است شده ارایه ١٢.١ مثال در که ẋ = x2 معادله جواب ماکسیمال بازه

از ͬͺی .limt→1 x(t) = ∞ واقع در و مͬ�شود بزرگ معادله این جواب مقدار ،t → 1 وقتͬ

بیͺران متناهͬ زمان ͷی در حدی حالت در جواب که است مورد همین جواب توسعه محدودیتهای

داد. توسعه را معادله جواب نمͬ�توان که مͬ�دهند نشان را مختلفͬ حالتهای زیر مثال دو شود.



جواب یͺتایی و وجود .١ فصل ٨

است x(t) =
√
1− t آن جواب که x(0) = 1 اولیه شرط با ẋ = − 1

2x معادله .١٩.١ مثال

دامنه در (1,0) نقطه ولͬ ،limt→1 x(t) = 0 داریم است. (−∞,1) جواب ماکسیمال بازه و

توسعه t = 1 زمان از را جواب این نمͬ�توان لذا نیست. f(t, x) = − 1
2x برداری میدان تعریف

داد.

Xاست: = (x, y, z) زیر دستگاه در .٢٠.١ مثال
ẋ =

y

z2

ẏ =
x

z2

ż = 1
که X(t)است = (sin 1

t
, cos 1

t
, t)جواب X(t)دارای = (0,−1, 1

π
) اولیه شرط با معادله این

را جواب نمͬ�توان لذا و ندارد وجود limt→0X(t) حد مقدار است. شده تعریف (0,∞) بازه در

داد. توسعه

هر برای صورت این در باشد، یͺتا اولیه�ای شرط هر برای (١.١) معادله جوابهای اگر .٢١.١ قضیه

دارد. وجود جواب ماکسیمال بازه جواب

لیپ�شیتز x به نسبت و Dپیوسته ⊆ R×Rn باز ناحیه روی f(t, x)برداری میدان اگر .٢٢.١ قضیه

،t → β وقتͬ صورت این در باشد، (١.١) معادله از X(t) جواب ماکسیمال بازه (α, β) و باشد

که دارد وجود t ∈ (t0, β) یعنͬ مͬ�کند، ترک Kرا ⊂ D فشرده زیرمجموعه (t,X(t))هر منحنͬ

.(t,X(t)) /∈ K

D = (a, b)×D′ قبل، قضیه در و باشد Rn کران�دار و باز زیرمجموعه ͷیD′ اگر .٢٣.١ نتیجه

یا است β = b صورت این در ،(−∞ < b ≤ ∞ و −∞ ≤ a < ∞ (که

است.) برقرار α برای مشابهͬ (نتیجه . limt→β dist(X(t), ∂D′) = 0

وقتͬ |X(t)| → ∞ یا است β = b آنگاه ،D = (a, b)×Rn ،٢٢.١ قضیه در اگر .٢۴.١ نتیجه

است.) برقرار α برای مشابهͬ (نتیجه .t→ β

مͬ�توان بالا نتایج در باشد، Ẋ = f(X) خودگردان صورت به دیفرانسیل معادله اگر .٢۵.١ نکته

تعریف +∞ زمان تا جواب که حالتͬ تنها لذا گرفت. نظر در صورت(∞,∞−) به را (a, b) بازه

بینهایت به یا نزدیͷشود تعریفجوابمیدان دامنه مرز جوابX(t)به منحنͬ استکه این نمͬ�شود

کند. میل



٩ پارامتر و اولیه شرایط به جواب وابستگͬ .۴.١

پارامتر و اولیه شرایط به جواب وابستگͬ ۴.١

بͽیرید: نظر در را زیر اولیه شرط با دیفرانسیل }معادله
Ẋ = f(t,X)

X(t0) = y
(٣.١)

و y اولیه شرط به معادله جواب که است واضح مͬ�دهیم. ;X(tنشان t0, y) با را معادله این جواب

مقدار به جواب وابستگͬ از منظور مͬ�کند. تغییر جواب اینها، تغییر با و است وابسته t0 شروع زمان

این به نسبت مشتق�پذیری و پیوستگͬ مانند است y متغیر به X(t; t0, y) تابع وابستگͬ نوع اولیه،

تابع مͬ�کند. تغییر نیز جواب تعریف دامنه شروع زمان یا و اولیه مقدار تغییر با که کنید دقت متغیر.

X(t; t0, y) = y رابطه در همواره و R×R×Rnتعریفمͬ�شود از زیرمجموعه�ای ;X(tدر t0, y)

معادله) اولیه (شرط مͬ�کند. صدق

دارد. بخش این نتایج در کلیدی نقش زیر لم

برای که باشند نامنفͬ و پیوسته حقیقͬ توابع ψ(t) و ϕ(t) اگر گرونوال۵) (نامساوی .٢۶.١ لم

مͬ�کنند: صدق زیر رابطه در C Kو نامنفͬ و ثابت مقادیر

ϕ(t) ≤ C +K

∫ t

t0

ψ(s)ϕ(s)ds,

است: برقرار زیر نامساوی صورت این در

ϕ(t) ≤ C exp(K

∫ t

t0

ψ(s)ds).

x به نسبت و پیوسته D ⊆ R × Rn باز ناحیه روی f(t, x) برداری میدان اگر .٢٧.١ قضیه

آنگاه باشد، شده تعریف [a, b] فشرده بازه در X(t; t0, X0)جواب و باشد K ضریب با لیپ�شیتز

[a, b] بازه در نیز X(t; t0, y) جواب |y −X0| < ϵ که y هر برای که دارد وجود ϵ > 0 مقدار

و مͬ�شود تعریف

|X(t; t0, y)−X(t; t0, X0)| ≤ |y −X0| exp(K|t− t0|).

انتگرالͬ معادلات باشند، شده تعریف t زمان ;X(tتا t0, y) ;X(tو t0, X0) جوابهای اگر اثبات.

Grownwall۵



جواب یͺتایی و وجود .١ فصل ١٠

برقرارند: زیر

X(t; t0, X0) = X0 +

∫ t

t0

f(s,X(s; t0, X0))ds

X(t; t0, y) = y +

∫ t

t0

f(s,X(s; t0, y))ds

داشت: خواهیم رابطه دو این تفاضل از

|X(t; t0, y)−X(t; t0, X0)| ≤|y −X0|+
∣∣ ∫ t

t0

|f(s,X(s; t0, y))− f(s,X(s; t0, X0))|ds
∣∣

≤|y −X0|+K
∣∣ ∫ t

t0

|X(s; t0, y)−X(s; t0, X0)|ds
∣∣

نامساوی باشد، شده تعریف جواب دو هر که زمان هر تا که مͬ�شود نتیجه گرونوال نامساوی بنابر

است: برقرار زیر

|X(t; t0, y)−X(t; t0, X0)| ≤ |y −X0| exp(K|t− t0|) (۴.١)

دهید قرار است. [a, b] شامل X(t; t0, y)جواب ماکسیمال بازه مͬ�دهیم نشان اکنون

Aδ :=
{
(t, z) : a ≤ t ≤ b, |z −X(t; t0, X0)| ≤ δ

}
اگر است. D فشرده زیرمجموعه Aδ ͷکوچ کافͬ اندازه به ϵ برای ،δ = ϵ exp(K(b − a)) و

t0 < t∗ < β ،٢٢.١ قضیه بنابر آنگاه ،β ≤ b و باشد X(t; t0, y)جواب ماکسیمال بازه (α, β)

تعریف t∗ زمان تا نیز X(t; t0, X0) جواب و t∗ < b اما .X(t∗; t0, y) /∈ Aδ که دارد وجود

.b < β مͬ�دهد نشان که مͬ�رسیم تناقض به (۴.١) ͷکم به و است شده

اگر باشد. سراسری f(t, x) برداری میدان لیپ�شیتز شرط که ندارد لزومͬ قبل قضیه در .٢٨.١ نکته

ͷکوچ کافͬ اندازه به را δ قبل اثبات در باشد، لیپ�شیتز موضعͬ طور به D باز ناحیه روی میدان

است. سراسری لیپ�شیتز آن روی f(t, x) تابع است، فشرده Aδ که آنجا از .Aδ ⊂ D که بͽیرید

پیوستگͬ لذا .ϵ = δ exp(K(a− b)) و بͽیرید نظر در آن لیپ�شیتز ضریب Kرا است کافͬ پس

احتیاج برداری میدان موضعͬ لیپ�شیتز و پیوستگͬ شرط به تنها y به نسبت X(t; t0, y) جواب

است.

لیپ�شیتز x به نسبت و Dپیوسته ⊆ R×Rn باز ناحیه روی f(t, x)برداری میدان اگر .٢٩.١ قضیه

باشند: زیر معادله�های جوابهای Y (t) X(t)و اگر ،D روی |g(t, x)| ≤ m و Kباشد ضریب با



١١ پارامتر و اولیه شرایط به جواب وابستگͬ .۴.١{
Ẋ = f(t,X)

X(t0) = X0

{
Ẏ = f(t, Y ) + g(t, Y )

Y (t0) = Y0

داشت: خواهیم باشند، شده تعریف جواب دو هر زمانیͺه تا صورت این در

|X(t)− Y (t)| ≤ |X0 − Y0| exp(K|t− t0|) +
m

K
(exp(K|t− t0|)− 1).

داریم: ٢٧.١ قضیه اثبات مشابه اثبات.

X(t) = X0 +

∫ t

t0

f(s,X(s))ds

Y (t) = Y0 +

∫ t

t0

f(s, Y (s)) + g(s, Y (s))ds

|X(t)− Y (t)| ≤|X0 − Y0|+
∣∣ ∫ t

t0

|f(s,X(s))− f(s, Y (s))|ds
∣∣+ ∣∣ ∫ t

t0

|g(s, Y (s))|ds
∣∣

≤|X0 − Y0|+m|t− t0|+
∫ t

t0

K|X(s)− Y (s)|ds (۵.١)

مͬ�شود. اثبات نظر مورد نامساوی ٢ تمرین ͷکم به

بدین داد. میدان نرم به نسبت جواب پیوستگͬ برای حͺمͬ مͬ�توان ،٢٧.١ قضیه مشابه .٣٠.١ نکته

اندازه به ϵ و m مقادیر آنگاه باشد، شده تعریف [a, b] بازه در (١.١) معادله جواب اگر که ترتیب

اولیه مقدار و m اندازه به حداکثر برداری میدان سوپریمم نرم اگر که دارند وجود ͷکوچ کافͬ

ͬͽهمسای در و مͬ�شود تعریف [a, b] بازه در نیز جدید معادله جواب کند، تغییر ϵ اندازه به حداکثر

مͬ�ماند. باقͬ (١.١) معادله جواب

نیز دیͽری پارامترهای به مͺان و زمان پارامتر بر علاوه برداری میدان مسایل، از بسیاری در

است: زیر صورت به معادلات گونه این کلͬ شͺل است. }وابسته
Ẋ = f(t,X, µ)

X(t0) = X0
(۶.١)

;X(tنمایش t0, X0, µ)صورت به را معادله این جواب .f : D ⊆ R×Rn×Rm −→ Rn که

µ ∈ Rm متغیر به نسبت تابع این پیوستگͬ پارامتر، به نسبت جواب پیوستگͬ از منظور مͬ�دهیم.

برای ٢٧.١ قضیه از و نوشت مͬ�توان زیر صورت به را (۶.١) معادله مͺان متغیر به µ تبدیل با است.

کرد. استفاده پارامتر به نسبت جواب پیوستگͬ



جواب یͺتایی و وجود .١ فصل ١٢
Ẋ = f(t,X, µ)

µ̇ = 0
X(t0) = X0, µ(t0) = µ0

متغیرهای به نسبت میدان بودن لیپ�شیتز پارامتر به نسبت جواب پیوستگͬ شرط ٢٧.١ قضیه بنابر

f(t, x, µ)برداری میدان آنکه شرط به است برقرار (٢٧.١) معادله برای مشابه نتیجه لذا است. مͺان

نسبت میدان پیوستگͬ شرط با تنها زیر قضیه در باشد. موضعͬ لیپ�شیتز (x, µ) متغیرهای به نسبت

مͬ�شود. ثابت جواب پیوستگͬ لیپ�شیتز، شرط بدون و µ پارامتر به

به نسبت و پیوسته D ⊆ R× Rn × Rm باز زیرمجموعه روی f برداری میدان اگر .٣١.١ قضیه

آنگاه باشد، شده تعریف [a, b] بازه در X(t; t0, X0, µ0)جواب و باشد K ضریب با لیپ�شیتز x

در نیز X(t; t0, y, µ) جواب |µ − µ0| < ϵ و |y −X0| < ϵ اگر که دارد وجود ϵ > 0 مقدار

و است شده تعریف [a, b] بازه

|X(t; t0, y, µ)−X(t; t0, X0, µ0)| ≤
(
|y −X0|+ |µ− µ0|

)
exp(K|t− t0|)

که کنیم انتخاب ͷکوچ کافͬ اندازه به ϵ است کافͬ ٢٧.١ قضیه اثبات مشابه اثبات.

علاوه به .δ = 2ϵ exp(K(b− a)) و Dباشد فشرده زیرمجموعه Aδ × [µ0 − ϵ, µ0 + ϵ]

max
(t,x,µ)∈Aδ×[µ0−ϵ,µ0+ϵ]

|f(t, x, µ)− f(t, x, µ0)| ≤ ϵK

کنید. استفاده ٢٩.١ قضیه از اکنون

زیرا گرفت. نتیجه را اولیه شرط به نسبت پیوستگͬ مͬ�توان پارامتر به نسبت جواب پیوستگͬ از

برای Y (t; t0,0, µ) = X(t; t0, X0) − µ تابع باشد، ٢٧.١ معادله جواب X(t; t0, X0) اگر

.g(t, Y, µ) = f(t, Y + µ) که مͬ�کند صدق زیر معادله در µ = X0{
Ẏ = g(t, Y, µ)

Y (t0) = 0
جواب پیوستگͬ مشابه طور به مͬ�دهد. نتیجه X0را به Xنسبت پیوستگͬ ،µ به نسبت Y پیوستگͬ

که µ = t0 برای Z(t− t0;0, X0, µ) = X(t; t0, X0) دادن قرار با ،t0 شروع، زمان به نسبت

.h(t, Z, µ) = f(t− µ, Z) که مͬ�شود، نتیجه مͬ�کند صدق زیر معادله }در
Ż = h(t, Z, µ)

Z(0) = X0



١٣ پارامتر و اولیه شرایط به جواب وابستگͬ .۴.١

ناحیه روی f(t, x) برداری میدان اگر اولیه) شرایط به نسبت جواب (مشتق�پذیری .٣٢.١ قضیه

(٣.١) معادله از X(t; y) جواب آنگاه باشد، پیوسته Dxfنیز مشتق و پیوسته D ⊆ R × Rn باز

است: زیر دیفرانسیل معادله جواب ∂X
∂yi

(t; y∗) مشتق و است مشتق�پذیر y به }نسبت
u̇ = Dxf(t,X(t; y∗))u

u(t0) = ei

اثبات.

w(t, h) =
X(t; y∗ + hei)−X(t; y∗)

h
d

dt
w(t, h) =

f(t,X(t; y∗ + hei))− f(t,X(t; y∗))

h

= [Dxf(t,X(t; y∗)) + g(t, y∗, h)]
X(t; y∗ + hei)−X(t; y∗)

h

= [Dxf(t,X(t; y∗)) + g(t, y∗, h)]w(t, h)

مͬ�شود نتیجه ٢٩.١ قضیه از بنابراین ،w(t0, h) = ei که کنید دقت

|w(t, h)− u(t)| ≤ m

K
(exp(K|t− t0|)− 1)

وقتͬ .m = max(t,x)∈D |g(t, y∗, h)x| و K = max|t−t0|≤a ∥Dxf(t,X(t; y∗))∥ که

.limh→0w(t, h) = u(t) نتیجه در →mو 0 داریم ،h→ 0

داریم باشد، x(0) = y اولیه شرط با ẋ = x2 معادله جواب x(t; y) اگر .٣٣.١ مثال

u(0) = 1 اولیه شرط با u̇ = 2u
1−t

جوابمعادله ∂x
∂y
(t;1)قبل قضیه بنابر .x(t;1) = (1− t)−1

.∂x
∂y
(t;1) = (1− t)−2 که مͬ�شود نتیجه معادله این حل از است.

خطͬ دستگاه ͷی حل به شروع زمان و پارامتر به نسبت جواب مشتق محاسبه مشابه طور به

از ، (۶.١) معادله در X(t;µ)جواب قراردادن با خطͬ دستگاه این کردن پیدا برای مͬ�شود. منجر

مͬ�دهد. نشان را مطلب این نتیجه زیر قضیه بͽیرید. مشتق µ به نسبت معادله

باز ناحیه روی f(t, x, µ) برداری میدان اگر پارامتر) به نسبت جواب (مشتق�پذیری .٣۴.١ قضیه

جوابX(t;µ)از آنگاه باشند، پیوسته Dµfنیز Dxfو مشتقات و Dپیوسته ⊆ R×Rn ×Rm

است: زیر دیفرانسیل معادله جواب ∂X
∂µ

(t;µ0) مشتق و است مشتق�پذیر µ به نسبت (۶.١) معادله



جواب یͺتایی و وجود .١ فصل ١۴{
u̇ = Dxf(t,X(t;µ0), µ0)u+Dµf(t,X(t;µ0), µ0)

u(t0) = 0

داریم باشد، x(0) = 1 اولیه شرط با ẋ = x2 + µx معادله جواب x(t;µ) اگر .٣۵.١ مثال

اولیه شرط با u̇ = 2u+1
1−t

معادله جواب ∂x
∂µ
(t;0) قبل قضیه بنابر .x(t;0) = (1− t)−1

بنابراین . ∂x
∂µ
(t;0) = 1

2
(
(1− t)−2 − 1

)
که مͬ�شود نتیجه معادله این حل از است. u(0) = 0

x(t;µ) ≈ x(t;0) + µ
∂x

∂µ
(t;0) = 1

1− t
+
µ

2
(
(1− t)−2 − 1

)
.

ناحیه روی f(t, x) برداری میدان اگر ( شروع زمان به نسبت جواب (مشتق�پذیری .٣۶.١ قضیه

با (١.١) معادله ;X(tاز s)جواب آنگاه باشد، پیوسته Dxfنیز مشتق و Dپیوسته ⊆ R×Rn باز

دیفرانسیل معادله جواب ∂X
∂s
(t; t0) مشتق و است مشتق�پذیر s به نسبت X(s) = X0 اولیه شرط

است: }زیر
u̇ = Dxf(t,X(t; t0))u

u(t0) = −f(t0, X0)

اولیه شرط مشتق بͽیریم، مشتق ،s آغاز، زمان پارامتر به نسبت (١.١) معادله از وقتͬ .٣٧.١ نکته

با است برابر X(s; s) = X0
∂X

∂t
(s; s) +

∂X

∂s
(s; s) = 0

داشت خواهیم ،u(t) = ∂X
∂s
(t; t0) دادن قرار با

u(t0) = −∂X
∂t

(t0; t0) = −f(t0, X0).

داریم باشد، x(s) = 1 اولیه شرط با ẋ = x2 معادله جواب x(t; s) اگر .٣٨.١ مثال

اولیه شرط با u̇ = 2u
1−t

معادله جواب ∂x
∂s
(t;0) قبل قضیه بنابر .x(t;0) = (1− t)−1

بنابراین .∂x
∂s
(t;0) = −(1− t)−2 که مͬ�شود نتیجه معادله این حل از است. u(0) = −1
x(t; s) ≈ x(t;0) + s

∂x

∂s
(t;0) = 1

1− t
− s

(1− t)2



١۵ مقایسه قضایای .۵.١

مقایسه قضایای ۵.١

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به v : R −→ R تابع راست بالایی مشتق .٣٩.١ تعریف

D+v(t) = lim sup
h→0+

v(t+ h)− v(t)

h

.v̇(t) = D+v(t) آنگاه باشد، مشتق�پذیر v(t) تابع اگر

باشد لیپ�شیتز x به نسبت موضعͬ طور به و پیوسته میدان f : R× R −→ R اگر .۴٠.١ قضیه

که پیوسته�ای تابع v(t) }و
D+v(t) ≤ f(t, v(t))

v(t0) ≤ x0

باشند شده تعریف v(t) و x(t) تابع دو هر که زمان هر تا آنگاه باشد، (١.١) معادله جواب x(t) و

داریم t ≥ t0 برای

v(t) ≤ x(t).

باشد زیر معادله جواب x(t;λ) کنید فرض }اثبات.
ẋ = f(t, x) + λ

x(t0) = x0

پارامتر، به نسبت جواب پیوستگͬ به توجه با باشد، شده تعریف [a, b] بازه در x(t) = x(t;0) اگر
و است شده تعریف [a, b] در نیز x(t;λ) جواب ،λ ͷکوچ اندازه به مقادیر برای ،٣١.١ قضیه

فرض .v(t) ≤ x(t;λ) دهیم نشان ،λ > 0 برای است کافͬ بنابراین .limλ→0 x(t;λ) = x(t)

و v(t) > x(t;λ) باشیم داشته α < t < β برای که باشد داشته وجود (α, β) ⊂ [a, b] کنید

.v(α) = x(α;λ) نتیجه در مͬ�افتد. اتفاق این که باشد زمانͬ کوچͺترین α ≥ t0

D+v(α) = lim sup
h→0+

v(α + h)− v(α)

h

≥ lim sup
h→0+

x(α+ h;λ)− x(α;λ)

h

= ẋ(α;λ) = f(α, x(α;λ)) + λ = f(α, v(α)) + λ.



جواب یͺتایی و وجود .١ فصل ١۶

قضیه شرط تغییر با t ≤ t0 حالت برای فوق قضیه نتیجه که دید مͬ�توان مشابه اثبات با .۴١.١ نکته

است برقرار هم�چنان زیر صورت }به
D−v(t) ≥ f(t, v(t))

v(t0) ≤ x0

مͬ�شود تعریف زیر صورت به و است چپ بالایی مشتق D−v آن در که

D−v(t) = lim sup
h→0+

v(t)− v(t− h)

h

شرط با t ≥ t0 برای v(t) ≥ x(t) نامساوی }هم�چنین
D+v(t) ≥ f(t, v(t))

v(t0) ≥ x0

است. برقرار زیر شرط با t ≤ t0 برای }و
D−v(t) ≤ f(t, v(t))

v(t0) ≥ x0

v = x2 اگر بͽیرید. نظر در را x(0) = a اولیه شرط با ẋ = −(1 + x2)x معادله .۴٢.١ مثال

آنگاه

v̇ = 2xẋ = −2x2(1+ x2) ≤ −2x2 = −2v

است زیر معادله جواب y(t) که t > 0 برای v(t) ≤ y(t) نتیجه }در
ẏ = −2y
y(0) = a2

شامل جواب ماکسیمال بازه ٢۴.١ نتیجه بنابر و |x(t)| ≤ |a|e−t نتیجه در ،y(t) = a2e−2t اما

بازه تعیین برای که |x(t)| ≥ |a|e−t مͬ�شود نتیجه ۴١.١ نکته از t < 0 برای اما است. [0,∞)

مͬ�دهد نتیجه که کرد استفاده v̇ ≥ −2(1+ v)2 نامساوی از مͬ�توان اما نمͬ�کند. ͬͺکم جواب

v(t) ≤ (2t+ (a2 + 1)−1)−1 − 1, t < 0 برای

در که معادله جواب با کنید مقایسه باشد. (− (a2+1)−1

2 ,0] شامل باید x(t) جواب تعریف بازه و

با است برابر و مͬ�شود تعریف (−∞,∞)

x(t) =
a

|a|
([a2(1+ a2)e2t +

1
4 ]

1
2 − 1

2)
1
2



١٧ مقایسه قضایای .۵.١

بͽیرید: نظر در را زیر معادله .۴٣.١ }مثال
ẋ = −(1+ x2)x+ et

x(0) = a

آنگاه ،x(t) ̸= 0 اگر ،v(t) = |x(t)| دهید قرار

v̇ =
xẋ

|x|
=

−x2(1+ x2) + xet

|x|
≤ −|x|+ et = −v + et

دارد وجود راست بالایی مشتق اما نیست مشتق�پذیر نقطه این در v(t) آنگاه ،x(t) = 0 اگر

D+v(t) = lim sup
h→0+

v(t+ h)− v(t)

h

= lim sup
h→0+

|x(t+ h)|
h

= lim sup
h→0+

|
∫ t+h

t
f(s, x(s))ds|
h

=|f(t, x(t))| = f(t,0) = et

که t > 0 برای v(t) ≤ y(t) درنتیجه و است برقرار D+v ≤ −v + et رابطه همیشه }بنابراین
ẏ = −y + et

y(0) = |a|

تعریف بازه ٢۴.١ نتیجه بنابر و است کران�دار متناهͬ زمان در x(t) و y(t) = |a|e−t+ et−e−t

2 اما

است. (0,∞) شامل جواب

بیان است، شده تعریف Rn فضای در معادله وقتͬ برداری، حالت در مقایسه قضیه زیر در

مͬ�شود.

در که باشد حقیقͬ تابعͬ F (t, u) و پیوسته R× Rn در f(t, x) برداری میدان اگر .۴۴.١ قضیه

و است پیوسته R× R

|f(t, x)| ≤ F (t, |x|).

جواب u(t) و (١.١) جواب X(t) اگر علاوه }به
u̇ = F (t, u)

u(t0) = u0



جواب یͺتایی و وجود .١ فصل ١٨

باشند شده تعریف جواب دو هر که t > t0 زمان هر تا آنگاه ،|X0| ≤ u0 که باشند

.|X(t)| ≤ u(t)

اثبات.

D+|X(t)| = lim sup
h→0+

|X(t+ h)| − |X(t)|
h

≤ lim sup
h→0+

|X(t+ h)−X(t)|
h

=|Ẋ(t)| = |f(t,X)| ≤ F (t, |X|)

مͬ�شود. کامل اثبات ،۴٠.١ قضیه بعدی، ͷی حالت در مقایسه قضیه بنابر

است. (0,∞) شامل (١.١) جواب هر تعریف بازه آنگاه ،|f(t, x)| ≤ a|x|+ b اگر .۴۵.١ مثال

دست به اولیه شرط از cثابت که u(t) = ceat − b
a
آنگاه ،F (t, u) = au+ b قبل قضیه در زیرا

تقریب جای به اگر اما است. کران�دار جواب متناهͬ زمان هر در و |X(t)| ≤ u(t) بنابراین مͬ�آید.

لزومͬ جواب تعریف بازه برای فوق ادعای دیͽر باشیم داشته دو درجه تقریب ͷی میدان برای خطͬ

عمومͬ جواب F (t, u) = u2 برای آنگاه ،|f(t, x)| ≤ |x|2 اگر مثلا́ باشد. درست که ندارد

که گرفت نتیجه نمͬ�توان دیͽر |X(t)| ≤ 1
c− t

نامساوی از حالت این در دارد. u(t) = 1
c− t

است. کران�دار متناهͬ زمان در جواب

تمرین

است. سوپریمم نرم هم�ارز است، شده معرفͬ ٨.١ قضیه در که ∥u∥w نرم دهید نشان .١

مͬ�کنند: صدق زیر رابطه در که باشند نامنفͬ و پیوسته حقیقͬ توابع λ(t) و ψ(t) ،ϕ(t) اگر .٢

ϕ(t) ≤ λ(t) +

∫ t

t0

ψ(s)ϕ(s)ds,

است: برقرار زیر نامساوی صورت این در

ϕ(t) ≤ λ(t) +

∫ t

t0

λ(s)ψ(s) exp[

∫ t

s

ψ(z)dz]ds.



١٩ مقایسه قضایای .۵.١

اگر هم�چنین باشد، C1 میدان f : Ω −→ Rn و بوده باز زیرمجموعه Ω ⊆ Rn فرضکنید .٣

زیر معادله دو جواب خمهای تصویر دهید نشان باشد، هموار مثبت تابع ͷی h : Ω −→ R

صعودی تابع باشند، معادله دو این جوابهای ترتیب به y(t) و x(t) اگر یعنͬ است؛ یͺسان

.y(t) = x(σ(t)) که دارد وجود σ : dom(y) −→ dom(x){
ẋ = f(x)

x(t0) = x0

{
ẏ = h(y)f(y)

y(t0) = x0

دامنه ،x0 اولیه شرط هر برای که دارد وجود h : Ω −→ R تابع دهید نشان قبل تمرین در .۴

است. R برابر y(t)جواب تعریف

باشند. 0 < x < ∞ و 0 ≤ t < ∞ روی پیوسته و مثبت توابع f(x) و h(t) کنید فرض .۵

صورت این در

جوابهای همه آنگاه ،
∫ ∞

1

dx

f(x)
= ∞ باشیم داشته اگر الف-

ẋ = h(t)f(x), x(t0) = x0

مͬ�شوند. تعریف t0 ≤ t <∞ بازه سرتاسر روی x0 > 0 و t0 ≥ 0 برای

0 < t ≤ t0 شامل فوق معادله جواب تعریف دامنه آنگاه ،
∫ 1

0

dx

f(x)
= ∞ اگر ب-

بود. خواهد

قبل قسمت دو خواص f تابع که |g(t, x)| ≤ h(t)f(|x|) و g ∈ C(R × Rn) اگر ج-

بازه روی ،X(t0) = X0 اولیه شرط با ،Ẋ = g(t,X) دستگاه جواب دهید نشان دارد، را

است. کران�دار جواب این آنگاه ،
∫∞
0 h(t)dt <∞ اگر علاوه به دارد. وجود 0 < t <∞

ثابت باشد. p > 0 دوره با تناوبی و مثبت هموار، تابع f : R −→ R کنید فرض .۶

آنگاه ،T =

∫ p

0

dx

f(x)
و باشد ẋ = f(x) معادله جواب ͷی x(t) اگر که کنید

گفت؟ مͬ�توان چه نباشد، ثابت f تابع علامت اگر .x(t+ T )− x(t) = p

H(x, y) : Rn × Rn −→ R هموار تابع تراز سطوح همه زیر همیلتونͬ دستگاه در اگر .٧

است. Rجواب هر تعریف دامنه که دهید نشان باشد، کران�دار



جواب یͺتایی و وجود .١ فصل ٢٠
ẋ =

∂H

∂y

ẏ = −∂H
∂x

تعریف R سرتاسر در x′′ + x + x3 = 0 جوابهای که دهید نشان قبل تمرین ͷکم به .٨

گفت؟ مͬ�توان چه x′′ + x′ + x+ x3 = 0 جوابهای با رابطه در مͬ�شوند.

که باشند R× R و R× Rn روی پیوسته توابعͬ ترتیب به F (t, v) و f(t, x) کنید فرض .٩

که مͬ�دانیم و |f(t, x) − f(t, y)| ≤ F (t, |x − y|) داریم: علاوه به ،F (t,0) = 0
در دهید نشان است. یͺتا v̇ = F (t, v) معادله جواب ،v(t0) = v0 اولیه شرط هر برای

است. پیوسته (t0, X0) به نسبت (١.١) معادله از X(t; t0, X0) جوابهای صورت این

ẋ = f(x) از جوابی x(t) و بوده لیپ�شیتز موضعͬ طور به x به نسبت f(x) میدان اگر .١٠

.f(x0) = 0 آنگاه ،limt→∞ x(t) = x0 که باشد

t0 ≤ t برای که باشند مشتق�پذیر i = 1,2 برای Xi : R −→ |Rn که کنید فرض .١١

|X1(t0)−X2(t0)| ≤ γ, |Ẋi(t)− f(t,Xi(t))| ≤ µi

دهید نشان Kباشد، ضریب با لیپشیتز x به نسبت f(t, x) اگر

|X1(t)−X2(t)| ≤ γ exp(K|t− t0|) +
µ1 + µ2
K

(
exp(K|t− t0|)− 1

)
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