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  دانشگاه صنعتي شريف
    دانشكده علوم رياضي

C,دانيم كه ثابتهايباشد، مي منفي Aهمه مقادير ويژه ماتريساگر قسمت حقيقي  - 1 μ >  وجود دارند كه 0

  tA te X Ce Xμ−≤  
Tنشان دهيد ثابت -الف > tوجود دارد كه براي 0 T≥ داريم :tA te X e Xμ−≤.  

Tنشان دهيد  -ب
s sAX e e X dsμ

∗
= ∫0

  .است \nيك نرم روي 
tAثابت كنيد  -ج te X e Xμ−

∗∗
tبراي هر  ≥ ≥ 0. 

mيك بلوك جردن Jاگر -الف - 2 m×  به صورت زير باشد و, , , , mQ diag ε ε ε −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
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Pوجود دارد كه Pپذيربه كمك قسمت قبل نشان دهيد ماتريس وارون -ب AP−1 مشابه فرم جردنA  است با اين
چنين متنـاظر مقـادير ويـژه مخـتلط بـه جـاي       قرار دارد، هم εبالاي قطر اصلي عدد  1هاي تفاوت كه به جاي درايه

Iε، ماتريس I2ماتريس   .قرار دارد 2

maxاگر -ج ii n
Y y

∞ ≤ ≤
=

1
)كه  , , , )nY y y y= 1 2 X، نشان دهيد نرم… P X−

∗ ∞
=  خاصيت تمـرين  همان 1

μمنفـي باشـد، ثابـت    Aقبل را دارد؛ يعني اگر قسـمت حقيقـي همـه مقـادير ويـژه مـاتريس       > وجـود دارد كـه     0
tA te X e Xμ−

∗∗
tبراي هر  ≥ ≥ 0. 

iλفرض كنيد - 3 μ= ≠ تعـداد بردارهـاي ويـژه    (باشد و بعد فضاي ويژه متنـاظر آن   Aمقدار ويژه ماتريس حقيقي 0

Xنشان دهيد در دستگاه. باشد mبرابر) مستقل AX=�  تعداد جوابهاي متناوب مستقل با دوره تناوب اصليπ
μ

برابـر  2

m2 با دوره تناوب  در رابطه با تعداد جوابهاي متناوب مستقل .استπ
μ

 گفت؟توان چه مي 2
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)ض كنيد ماتريسرف - 4 )A t روي بازه),⎡   پيوسته بوده و همه جوابهاي 0⎣∞
  ( ) ( )X A t X= 1�  

)اگر. دار باشدروي اين بازه كران )tΦ  ،ماتريس اساسي اين دستگاه باشد  

)نشان دهيد -الف )t −Φ ⎡,(روي 1 limدار است اگر و تنها اگركران 0⎣∞ inf ( )
t

t
trA s ds

→∞
> −∞∫0

 .  
)ه غير از جواب بديهي صفر جواب ديگري ماننـد بدستگاه فوق ) الف(ثابت كنيد در شرايط قسمت  -ب )X t   نـدارد

limكه در شرط ( )
t
X t

→∞
=   .صدق كند 0

ــر -ج )اگ )p t  ــابع ــرانت ⎡,(دار رويك ــوده و 0⎣∞ )ب )tϕ  ــديهي ــر ب ــك جــواب غي )ي )y p t y′′ + = ــه 0 ــد ك باش
lim ( )
t

tϕ
→∞

=   .بيكران دارد، نشان دهيد اين معادله يك جواب 0

)اگر  - 5 )tΦو )1( ، ماتريس اساسي دستگاه( )t −Φ ⎡,(روي 1 )دار باشند، بـه عـلاوه  كران 0⎣∞ )A t  و( )B t   ماتريسـهاي

)اي باشند كهپيوسته )B s ds
∞

< ∞∫0
 .  

  همه جوابهاي  نشان دهيد -الف
  ( ( ) ( )) ( )Y A t B t Y= + 2�  

⎡,(روي   .دار استكران 0⎣∞
ــواب  -ب ــر ج ــراي ه )ب )Y t  ــواب ، )2(از ــايج )يكت )X t  ــود دارد )1(از ــه  وج limك ( ) ( )

t
X t Y t

→∞
− = 0. 

)از عبارت : راهنمايي( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

X t Y t t s B s Y s ds
∞ −= + Φ Φ∫ مشتق بگيريد و دقت كنيد كه چـرا ايـن    1

  ).انتگرال تعريف شده است
)براي هر جواب -ج )X t  يكتـاي  جواب ،)1(از( )Y t نتيجـه قسـمت قبـل برقـرار باشـد      وجـود دارد كـه   )2( از. 

)معادله انتگرالـي : راهنمايي( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

Y t X t t s B s Y s ds
∞ −= − Φ Φ∫ tαروي بـازه را  1 ≤ < بـراي   ∞

α  ،حل كنيدبه اندازه كافي بزرگ(.  

ωبـراي  -د > )و تـابع پيوسـته   0 )b t   كـه( )b t dt
∞

< ∞∫0
)، نشـان دهيـد   ( ))y b t yω′′ + + =2 داراي  0

)جواب )tϕ  است كه  

  lim[ ( ) sin ] [ ( ) cos ]
t

t t t tϕ ω ϕ ω ω
→∞

′− + − =2 2 0 
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)اگر - 6 )B s ds
∞

< ∞∫0
بـردار ويـژه متنـاظر آن     vفـرض كنيـد  . است Aمقدار ويژه با تكرر يك ماتريس  λو  

)نشــان دهيــد در ايــن صــورت . باشــد ( ))X A B t X= )جــوابداراي  �+ )tϕ  اســت كــهlim ( )t

t
e t vλ ϕ−

→∞
= .

tαدر بازه معادله انتگرالي زير را  :راهنمايي( ≤ <  حل كنيد  ∞

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

t s u

t
t e v t B d t B dλ

α
ϕ τ τ ϕ τ τ τ τ ϕ τ τ

∞
= + Φ − − Φ −∫ ∫  

)كه ) ( )s u tAt t eΦ + Φ   .)و بيشتر از آن هستند Reλبه ترتيب متناظر مقادير ويژه با قسمت حقيقي كمتر از  =

)به كمك مسأله قبل نشان دهيد كـه اگـر    - 7 )g t   اي باشـد كـه   تـابع پيوسـته( )t g t dt
∞

< ∞∫ 2
0

، آنگـاه معادلـه   

( )y g t y′′ + = )داراي جوابهاي 0 )tϕ1 و( )tϕ2  وقتي است كهt → ∞ 

  ( )
( ) , ( ) , , ( )

t
t t t

t

ϕ
ϕ ϕ ϕ′ ′→ → → →2

1 1 21 0 1 1 

)فرض كنيد -الف - 8 )g t بوده و قسـمت حقيقـي مقـادير ويـژه مـاتريس      \دار رويتابعي پيوسته و كرانB   مثبـت و
 منفي باشد و  Cماتريس

( )
( )

( )

B g t
A g t

C g t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1

2

0
0  

)نشان دهيد جواب دستگاه )X AX g t=   ارز با دستگاه زير استكه هم �+
( ) ( )X BX g t X CX g t= + = +1 1 1 2 2 2

� �  

tتوابع براي تمام مقاديرچرا اين . (شودزير نمايش داده ميبه صورت  ∈    )؟دنشوتعريف مي \
( ) ( )( ) ( ) , ( ) ( )

t
B t s C t s

t
X t e g s ds X t e g s ds

∞− −

−∞
= = −∫ ∫1 1 2 2  

 هـاي مشابه قسمت قبل يك رابطـه انتگرالـي بـراي تجزيـه جواب    ناصفر باشد،  Aاگر قسمت حقيقي مقادير ويژه -ب
)دستگاه )X AX g t=   . بنويسيد uEو sEبه زيرفضاهاي �+

ناصفر باشد، آنگـاه  Aدار بوده و قسمت حقيقي مقادير ويژه ماتريسكران \روي  gنشان دهيد اگر تابع پيوسته -ج
( )X AX g t=   . دار داردحداقل يك جواب كران �+

.          موفق باشيد  
18/1/88آخرين مهلت تحويل   


