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  دانشگاه صنعتي شريف
  
ــي - 1 ــيه كوش ــانو -قض ــد: پي ــرض كني ــرداري ف ــدان ب :مي [ , ] ( ) n

bf t a t a B X− + × →0 0 ــد 0 ــته باش و پيوس
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}نشان دهيد دنباله توابع -الف }( )mu t تعريف استخوش.  
} دنبالهنشان دهيد  -ب }mu  كراندار و همپيوسته استبه طور يكنواخت.  
}از اينشان دهيد حد زير دنباله -ج }mu كه بنابر قسمت قبل وجود دارد، جواب معادله است.  

را مجموعــه همــه توابــع پيوســته  S.بــه كمــك راهنمــايي زيــر اثبــات ديگــري بــراي قضــيه پيكــارد ارايــه كنيــد   - 2
: [ , ] ( )bt t B Xϕ δ δ− + →0 0   .همراه با نرم زير در نظر بگيريد 0

  | |

| |
sup | ( ) |K t t

t t
e t

ω δ
ϕ ϕ− −

− ≤
= 0

0

2  

  .يك فضاي باناخ است Sنشان دهيد -الف

)ثابت كنيد عملگر -ب )( ) ( , ( ))
t

t
T t X f s s dsϕ ϕ= + ∫

0
انقباضـي  يك عملگـر  شود و تعريف مي Sروي فضاي 0

  .است

:و هدوب nزيرمجموعه باز Ωفرض كنيد - 3 nf Ω h:چنين اگرباشد، هم C1ميدان → Ω مثبـت  يك تـابع   →
)معادله زير يكسان است؛ يعني اگرهموار باشد، نشان دهيد تصوير خمهاي جواب دو  )x t و( )y t ترتيب جوابهاي اين به

:صعودي دو معادله باشند، تابع ( ) ( )dom y dom xσ )وجود دارد كه → ) ( ( ))y t x tσ=.  
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h:نشان دهيد تابع تمرين قبل در  - 4 Ω )، دامنه تعريف جـواب x0وجود دارد كه براي هر شرط اوليه → )y t  برابـر
( , )−∞  .است ∞

)فرض كنيد - 5 )h t و( )f x توابع مثبت و پيوسته رويt≤ < >xو 0∞ <  صورتدر اين. باشند 0∞

اگر داشته باشيم -الف
( )
dx
f x

∞
=   ، آنگاه همه جوابهاي 1∫∞

  ( ) ( ), ( )x tx xh t f x == 0 0  
tبراي ≥0 xو 0 >0 tروي سرتاسر بازه 0 t≤ <    .شوندتعريف مي 0∞

اگر  -ب
( )
dx
f x

= ∞∫
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t، آنگاه دامنه تعريف جواب معادله فوق شامل t< ≤   .خواهد بود 00

)اگر -ج )ng C∈ )و × , ) ( ) ( )g t X h t f X≤ كه تابعf   خواص دو قسمت قبل را دارد، نشان دهيد جـواب
ــتگاه )دس , )X g t X=  ــه ــرط اولي ــا ش )، ب )X t X=0 ــازه0 >t، روي ب < ــود دارد 0∞ ــر  . وج ــلاوه اگ ــه ع ب

( )h t dt
∞

<   .دار استكرانجواب اين ، آنگاه 0∫∞

f:فرض كنيد - 6 pتابع هموار، مثبت و تناوبي با دوره → > )ثابت كنيد كه اگر. باشد 0 )x t  يك جواب معادلـه

( )x f x= باشد و:
( )

p dx
T

f x
= )، آنگاه0∫ ) ( )x t T x t p+ −  توان گفت؟ثابت نباشد، چه مي fتابعاگر علامت . =

)اگر در دستگاه هميلتوني زير همه سطوح تراز تابع هموار  - 7 , ) : n nH H X Y= × دار باشد، نشان كران →
    .است دهيد كه دامنه تعريف هر جواب
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xبه كمك تمرين قبل نشان دهيد كه جوابهاي  - 8 x x′′ + + =3 در رابطـه بـا   . شـوند تعريـف مـي  در سرتاسـر  0

xجوابهاي  x x x′′ ′+ + + =3  توان گفت؟چه مي 0

)فرض كنيد - 9 , )f t x و( , )F t v  پيوسته روي توابعيبه ترتيبn×  كه باشند×و( , )F t =0  ، بـه عـلاوه  0
):داريــم , ) ( , ) ( , )f t x f t y F t x y− ≤ ــراي هــر و مــي − ــيم كــه ب )شــرط اوليــهدان )v t v=0 ــه 0 ، جــواب معادل
( , )v F t v= نشان دهيد در اين صورت جوابهاي. يكتا است( , , )X t t x0 )از معادلـه زيـر نسـبت بـه     0 , , )t t x0 پيوسـته   0
)     .است , ), ( )x f x x Xt t == 0 0 



 

 

)توابع حقيقي پيوسته باشند كه  γوϕ،ψاگر :نامساوي گرنوال -10 ) , ( )t tψ ϕ≥ ≥0  و0
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ــدان  -11 ــر مي )اگ )f x ــه ــبت ب ــعي   xنس ــور موض ــه ط  ــب ــيتز ب )و هدوليپش )x t ــوابي از )ج )x f x=   ــه ــد ك باش
lim ( )
t
x t x

→∞
= )، آنگاه 0 )f x =0 0.   

:فرض كنيد كه -12 n
iX i,براي → tبرايپذير باشند كه مشتق 12= t≤0  

  ( ) ( ) , ( ) ( , ( )) , ,i i iX t X t X t f t X t for iγ μ− ≤ − ≤ =1 0 2 0 12  
)اگر , )f t X نسبت بهX ليپشيتز با ضريبK باشد، نشان دهيد  
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