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۱ ف  ص  ل

م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
ک  ران  ه دار

ن  وش  ت  ه دالام  ب  ر ت  وس  ط م  رت  ع  ش ت  ار ح  رک  ت م  ع  ادل  ه ن  ی  وت  ن، ح  رک  ت ق  ان  ون پ  ی  دای  ش از ب  ع  د ان  دک  ی
ح  رارت ان  ت  ق  ال م  ع  ادل  ه ب  خ  ار، ن  ی  روی ب  ه ک  ارگ  ی  ری ظ  ه  ور ب  ا ش  د. ح  ل او اب  داع  ی روش ب  ا و ش  د
ح  ل ب  رای ن  ش  د. م  ق  دور دالام  ب  ر روش از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ع  ادل  ه ای  ن ح  ل ش  د. ن  وش  ت  ه ف  وری  ه ت  وس  ط
ب  ر ع  لاوه ک  ه ن  م  ود م  ع  رف  ی ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس ت  واب  ع پ  ای  ه ه  ای ب  ا س  ری ه  ای  ی ف  وری  ه م  ع  ادل  ه ای  ن
ب  ا م  ی ن  م  ود. م  م  ک  ن ن  ی  ز را م  رت  ع  ش پ  وس  ت  ه و م  رت  ع  ش ت  ار م  ع  ادل  ه ح  ل ح  رارت ان  ت  ق  ال م  ع  ادل  ه ح  ل
م  ع  ادلات از وس  ی  ع  ی خ  ان  واده ح  ل ش  د ان  ج  ام ح  ل اب  زار ای  ن روی ب  ر ب  ع  ده  ا ک  ه ت  ع  م  ی  م ه  ای  ی
و آن ت  ع  م  ی  م ه  ای و ف  وری  ه س  ری م  ع  رف  ی ف  ص  ل ای  ن از ه  دف گ  ردی  د. م  م  ک  ن پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل

اس  ت. پ  اره ای م  ع  ادلات ح  ل ب  رای آن  ه  ا از اس  ت  ف  اده

ب  ه ۲ . ۱ ب  خ  ش در م  ی پ  ردازی  م. آن م  ح  اس  ب  ه ن  ح  وه و ف  وری  ه س  ری ب  ه م  ع  رف  ی ۱ . ۱ ب  خ  ش در
س  ری ت  ع  م  ی  م ه  ای ب  ع  دی ب  خ  ش ه  ای در م  ی پ  ردازی  م. ف  رد و زوج ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری م  ح  اس  ب  ه

داری  م. را آن از اس  ت  ف  اده ه  ای  ی و ف  وری  ه
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ف  وری  ه س  ری ۱ . ۱
ک  ار ای  ن ان  ج  ام ب  ه ش  روع از ق  ب  ل اس  ت. آن م  ح  اس  ب  ه و ف  وری  ه س  ری م  ع  رف  ی ب  خ  ش ای  ن از ه  دف

م  ی پ  ردازی  م. ن  ی  از م  ورد م  ط  ال  ب ی  ادآوری ب  ه

ک  ل  ی  ه ب  رای اگ  ر گ  وی  ی  م 𝑇 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی ℝرا دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ت  ن  اوب  ی: ت  اب  ع
ب  اش  د 𝑓ت  ن  اوب 𝑇دوره > ۰ اگ  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥) ب  اش  ی  م داش  ت  ه 𝑥 م  ق  ادی  ر

اس  ت. ت  ن  اوب دوره ی  ک ن  ی  ز 𝑛ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  رای 𝑛𝑇 ،⋯ ،۳𝑇 ،۲𝑇 ص  ورت ای  ن در

اس  ت. ۲𝑛𝜋 ،⋯ ،۴𝜋 ،۲𝜋ت  ن  اوب دوره ه  ای ب  ا ت  ن  اوب  ی 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 ت  اب  ع .۱ . ۱ م  ث  ال

گ  وی  ن  د. اول  ی  ه ت  ن  اوب دوره وج  ود ص  ورت در را، ت  ن  اوب دوره ک  وچ  ک ت  ری  ن .۱ . ۱ ت  ع  ری  ف

ف  اق  د 𝑔(𝑥) = ۵ ت  اب  ع و ۲𝜋 اول  ی  ه ت  ن  اوب دوره دارای 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 ت  اب  ع .۲ . ۱ م  ث  ال
اس  ت. آن ت  ن  اوب دوره ی  ک م  ث  ب  ت ع  دد ه  ر چ  ون اس  ت اول  ی  ه ت  ن  اوب دوره

ط  ب  ق اس  ت. م  ت  ف  اوت اس  ت  ان  دارد ت  ن  اوب  ی ت  اب  ع ت  ع  ری  ف ب  ا ف  وق ت  ن  اوب  ی ت  اب  ع ت  ع  ری  ف ت  ذک  ر.
م  ن  ظ  ور ت  اب  ع ت  ن  اوب دوره ت  ن  اوب، دوره ک  وچ  ک ت  ری  ن و ن  ی  س  ت ت  ن  اوب  ی ث  اب  ت ت  اب  ع ت  ع  ری  ف آن
𝑇 ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی ت  واب  ع م  ج  م  وع  ه ف  وق، م  ف  ه  وم ب  ا ک  ه اس  ت ای  ن ام  ر ای  ن ع  ل  ت م  ی گ  ردد.
ک  ارب  رد و ف  وری  ه س  ری اه  م  ی  ت درک ب  ه ب  رداری ف  ض  ای ای  ن رویℝاس  ت. ب  رداری ف  ض  ای ی  ک

م  ی ک  ن  د. ک  م  ک آن

م  ی آی  د. زی  ر ت  ع  ری  ف در دی  گ  ر ن  ی  از م  ورد م  ف  ه  وم

ن  ق  اط اگ  ر گ  وی  ی  م پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه را 𝑔(𝑥) ت  اب  ع پ  ی  وس  ت  ه: ق  ط  ع  ه  ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع
م  ت  ن  اه  ی و م  وج  ود ن  ق  اط ای  ن در راس  ت و چ  پ ح  د ی  ع  ن  ی ب  اش  د. ج  ه  ش  ی ن  وع از آن ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی
(ب  ه ش  ک  ل ب  اش  د. م  ت  ن  اه  ی آن  ه  ا ت  ع  داد ک  ران  ه دار و ب  س  ت  ه ب  ازه ه  ر در ب  ه ع  لاوه ب  اش  د. م  ت  ف  اوت ول  ی

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۱ . ۱

و س  ی  ن  وس ه  ا ح  س  ب ب  ر م  ت  ن  اوب ت  واب  ع ن  وش  ت  ن ب  رای اب  زاری ف  وری  ه س  ری ف  وری  ه: س  ری
ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه و ت  ن  اوب  ی ت  اب  ع ی  ک 𝑓(𝑥) اگ  ر دق  ی  ق ت  ر ب  ه ع  ب  ارت اس  ت. ک  س  ی  ن  وس ه  ا
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پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع :۱ . ۱ ش  ک  ل

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  وج  ود {𝑏𝑛}∞𝑛=۱ و {𝑎𝑛}∞𝑛=۰ دن  ب  ال  ه ه  ای و 𝑇ب  اش  د = ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ن  ق  ط  ه م  ت  ن  ه  ای ت  ع  دادی در اح  ت  م  الاً ب  ه ج  ز

𝑓(𝑥) = 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝
.

گ  وی  ن  د. 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری را ف  وق س  ری

ت  ع  دادی در اح  ت  م  الاً ب  ه ج  ز ن  ق  ط  ه وار ت  س  اوی آن، ف  وری  ه س  ری و ت  اب  ع ب  ی  ن ت  س  اوی ت  ذک  ر.
ب  ود. خ  واه  د ن  ق  ط  ه م  ت  ن  ه  ای

ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه را 𝑏𝑛 ه  ا و 𝑎𝑛 ه  ا م  ی ب  ای  س  ت  ی ف  وری  ه س  ری ت  ع  ی  ی  ن ب  رای ک  ن  ی  د ت  وج  ه

∫ک  ه ت  ع  وی  ض∑و ف  رض (ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ان  ت  گ  رال ۲𝑝 ت  ا ۰ از ف  وری  ه س  ری ط  رف  ی  ن از :𝑎۰ م  ح  اس  ب  ه
آوری  د: ب  ه دس  ت اس  ت) م  ق  دور ه  م  ی  ش  ه ف  وری  ه س  ری ب  رای

𝑎۰ =
۱
𝑝 

۲𝑝

۰
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

ان  ت  گ  رال ۲𝑝 ت  ا ۰ از و ض  رب 𝑚ث  اب  ت ≠ ۰ ،cos 𝑚𝜋𝑥𝑝 در را ف  وری  ه س  ری ط  رف  ی  ن :𝑎𝑛 م  ح  اس  ب  ه
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م  ث  ل  ث  ات  ی ات  ح  اده  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  گ  ی  ری  د.

cos𝐴 ⋅ cos 𝐵 = ۱
۲
 cos(𝐴 − 𝐵) + cos(𝐴 + 𝐵)

sin𝐴 ⋅ cos 𝐵 = ۱
۲
 sin(𝐴 − 𝐵) + sin(𝐴 + 𝐵)

م  ی آوری  د: ب  ه دس  ت

𝑎𝑚 =
۱
𝑝 

۲𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos 𝑚𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

𝑎۰ م  ح  اس  ب  ه ب  رای ل  ی  ک  ن دارد، درب  ر ن  ی  ز را 𝑎۰ ف  رم  ول 𝑎𝑚 ف  رم  ول ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه ت  ذک  ر.
ک  ن  ی  م. اق  دام م  ح  اس  ب  ه ب  ه س  پ  س 𝑚و = ۰ ده  ی  م ق  رار اب  ت  دا م  ی ب  ای  س  ت  ی

ت  وج  ه ب  ا ،۲𝑝 ت  ا ۰ از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری و sin 𝑚𝜋𝑥
𝑝 در ف  وری  ه س  ری ط  رف  ی  ن ض  رب از :𝑏𝑛 م  ح  اس  ب  ه

و ف  وق م  ث  ل  ث  ات  ی ف  رم  ول ه  ای ب  ه

sin𝐴 ⋅ sin 𝐵 = ۱
۲
 cos(𝐴 − 𝐵) − cos(𝐴 + 𝐵)

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت

𝑏𝑚 =
۱
𝑝 

۲𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑚𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

ض  رای  ب را 𝑏𝑛 ه  ا و 𝑎𝑛 ه  ا ه  م  چ  ن  ی  ن گ  وی  ن  د. ف  وری  ه اول  ر ف  رم  ول ه  ای را ف  وق 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛 ف  رم  ول ه  ای
گ  وی  ن  د. ف  وری  ه

را 𝑓(𝑥 + ۲𝜋) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = 𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۲𝜋 ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری .۳ . ۱ م  ث  ال
آوری  د. ب  ه دس  ت

.𝑝 = 𝜋 داری  م ۲𝑝 = ۲𝜋 از ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه را ف  وری  ه ض  رای  ب ک  اف  ی  س  ت ح  ل.

𝑎۰ =
۱
𝜋 

۲𝜋

۰
𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥۲

۲𝜋
۲𝜋

۰
= ۲𝜋
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𝑎𝑛 =
۱
𝜋 

۲𝜋

۰
𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۱

𝜋𝑥
sin 𝑛𝑥
𝑛 

۲𝜋

۰
−

۲𝜋

۰

sin 𝑛𝑥
𝑛 𝑑𝑥 = ۰

𝑏𝑛 =
۱
𝜋 

۲𝜋

۰
𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۱

𝜋−𝑥
cos 𝑛𝑥
𝑛 

۲𝜋

۰
+

۲𝜋

۰

cos 𝑛𝑥
𝑛 𝑑𝑥 = −

۲
𝑛

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑓(𝑥) = 𝜋 −
∞

𝑛=۱

۲
𝑛 sin 𝑛𝑥.

ب  ه دس  ت 𝑥 = 𝜋
۲ ن  ق  ط  ه در .𝜋 = 𝜋 م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑥 = 𝜋 ن  ق  ط  ه در ک  ن  ی  د ت  وج  ه

ی  ا 𝜋۲ = 𝜋 − ∑
∞
𝑛=۱

۲
𝜋 sin

𝑛𝜋
۲ م  ی آوری  م

∞

𝑘=۰

(−۱)𝑘
۲𝑘 + ۱

= 𝜋
۴
.

ن  ق  اط در پ  س اس  ت. 𝜋 ب  راب  ر ف  وری  ه س  ری م  ق  دار ل  ی  ک  ن 𝑓(𝑥) = ۰ داری  م 𝑥 = ۰ ب  رای
ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ت  س  اوی ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی

م  ی پ  ردازی  م. ف  وری  ه س  ری ب  رای ف  وری  ه ش  رای  ط ب  ه ب  ی  ان ح  ال

آن گ  اه ب  اش  د ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓 اگ  ر .۱ . ۱ خ  اص  ی  ت
ن  ق  اط در اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل اول  ر-ف  وری  ه ف  رم  ول ه  ای از آن ض  رای  ب و م  وج  ود 𝑓 ف  وری  ه س  ری
ب  ا ب  راب  ر س  ری م  ق  دار ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در و ت  اب  ع م  ق  دار ب  ا ب  راب  ر س  ری م  ق  دار 𝑓 پ  ی  وس  ت  گ  ی

ن  وش  ت: م  ی ت  وان دق  ی  ق ت  ر ب  ه ع  ب  ارت اس  ت. راس  ت و چ  پ ح  د م  ی  ان  گ  ی  ن

𝑓(𝑥+) + 𝑓(𝑥−)
۲

= 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝
.

را 𝑓(𝑥 + ۲) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = (𝑥 − ۱)۲, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۲ ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری .۴ . ۱ م  ث  ال
آوری  د. ب  ه دس  ت



ک  ران  ه دار۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

.𝑝 = ۱ پ  س .۲𝑝 = ۲ ح  ل.

𝑎۰ =
۱
۱

۲

۰
(𝑥 − ۱)۲ 𝑑𝑥 = (𝑥 − ۱)۳

۳

۲

۰
= ۲

۳

𝑎𝑛 =
۱
۱

۲

۰
(𝑥 − ۱)۲ cos 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥

= (𝑥 − ۱)۲ sin 𝑛𝜋𝑥𝑛𝜋 
۲

۰
−

۲

۰
۲(𝑥 − ۱) sin 𝑛𝜋𝑥𝑛𝜋 𝑑𝑥

= −۲(𝑥 − ۱) cos 𝑛𝜋𝑥−𝑛۲𝜋۲ 
۲

۰
−

۲

۰

cos 𝑛𝜋𝑥
−𝑛۲𝜋۲ 𝑑𝑥 =

۴
𝑛۲𝜋۲ .

و
𝑏𝑛 =

۱
۱

۲

۰
(𝑥 − ۱)۲ sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥

= −(𝑥 − ۱)۲ cos 𝑛𝜋𝑥𝑛𝜋 
۲

۰
+

۲

۰
۲(𝑥 − ۱) cos 𝑛𝜋𝑥𝑛𝜋 𝑑𝑥

= ۲(𝑥 − ۱) sin 𝑛𝜋𝑥𝑛۲𝜋۲ 
۲

۰
−

۲

۰
۲
sin 𝑛𝜋𝑥
𝑛۲𝜋۲ 𝑑𝑥 = ۰.

اس  ت. زوج ت  اب  ع  ی ف  وق 𝑓(𝑥) چ  ون اس  ت. ت  ش  خ  ی  ص ق  اب  ل م  ح  اس  ب  ه ب  دون 𝑏𝑛 = ۰ ت  ذک  ر.
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ت  رت  ی  ب ب  دی  ن

𝑓(𝑥) = ۱
۳
+

∞

𝑛=۱

۴
𝑛۲𝜋۲ cos 𝑛𝜋𝑥.

.∑∞
𝑛=۱

(−۱)𝑛+۱

𝑛۲ = 𝜋۲

۱۲ ،𝑥 = ۱ ب  رای ∞∑و
𝑛=۱

۱
𝑛۲ =

𝜋۲

۶ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑥 = ۰ ب  رای

اس  ت. ت  ن  اوب دوره ان  ت  خ  اب از م  س  ت  ق  ل ف  وری  ه س  ری (۱ ت  ذک  ر.

دوت  ا 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛 ک  س  ر م  خ  رج در 𝑛 درج  ه ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 اگ  ر (۲
م  ش  ت  ق و پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق𝑚 ام ت  ا 𝑓′ و 𝑓 اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ص  ورت درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر
ع  ک  س اس  ت. ص  ورت درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر 𝑚ت  ا + ۲ م  خ  رج درج  ه ب  اش  د ن  اپ  ی  وس  ت  ه 𝑚آن + ۱

دارد. ص  ح  ت ن  ی  ز م  ط  ل  ب ای  ن



ف  وری  ه س  ری . ۱ . ۱۷

اس  ت. ع  ددی س  ری ه  ای م  ح  اس  ب  ه ف  وری  ه س  ری ک  ارب  رد ه  ای از ی  ک  ی (۳

۱ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ت  ع  ی  ی  ن را زی  ر ت  واب  ع از ی  ک ه  ر ت  ن  اوب دوره م  ج  م  وع  ه . ۱

sin 𝑛𝑥 cos ۲𝑚𝑥 sinآ) 𝑛𝜋𝑥 cos𝑚𝜋𝑥 ب)

اس  ت. ب  رداری ف  ض  ای 𝑇ی  ک دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی ت  واب  ع م  ج  م  وع  ه ده  ی  د ن  ش  ان . ۲

اس  ت. ت  ن  اوب دوره ان  ت  خ  اب از م  س  ت  ق  ل ف  وری  ه س  ری ده  ی  د ن  ش  ان . ۳

ک  س  ر م  خ  رج 𝑛 درج  ه آن گ  اه ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۴
اس  ت. ک  س  ر ص  ورت درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر دوت  ا 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛

ص  ورت درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر 𝑚ت  ا + ۲ ح  داق  ل 𝑏𝑛 و 𝑎𝑛 م  خ  رج در 𝑛 درج  ه اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۵
اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه آن م  ش  ت  ق𝑚 ام ت  ا 𝑓 آن گ  اه ب  اش  د

م  ق  ادی  ر 𝑓(𝑥 + ۲𝜋) = 𝑓(𝑥) و |𝑥| < 𝜋روی 𝑓(𝑥) = 𝑥۲ ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۶
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ∞∑را

𝑛=۱
(−۱)𝑛+۱

𝑛۲ ∞∑و
𝑛=۱

۱
𝑛۲

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ∞∑را
𝑛=۱

(−۱)𝑛

۴𝑛۲−۱ س  ری 𝑓(𝑥) = | cos 𝑥| ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۷

س  ری  𝑓(𝑥 + ۴) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = |𝑥|۳, |𝑥| ≤ ۲ ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۸
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ∞∑را

𝑛=۱
۱
𝑛۴ ∞∑و

𝑛=۱
۱

(۲𝑛+۱)۴

𝑓(𝑥 + ۲) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = 𝑥(۱ − |𝑥|), |𝑥| ≤ ۱ ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۹
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ∞∑را

𝑛=۰
(−۱)𝑛

(۲𝑛+۱)۳ س  ری

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه م  ن  اس  ب ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ∞∑را
𝑛=۱

۱
𝑛۶ م  ق  دار . ۱۰



ک  ران  ه دار۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ف  رد و زوج ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری ۲ . ۱
ص  ف  ر ام  ر ای  ن ع  ل  ت م  ی گ  ردد. م  ح  اس  ب  ه س  اده ت  ر ف  وری  ه س  ری م  ح  اس  ب  ه ف  رد و زوج ت  واب  ع ب  رای
از خ  واص  ی و م  ف  اه  ی  م ی  ادآوری ب  ه اب  ت  دا در اس  ت. ق  ری  ن  ه دام  ن  ه روی ف  رد ت  اب  ع ان  ت  گ  رال ب  ودن

م  ی پ  ردازی  م. ف  رد و زوج ت  واب  ع
.𝑔(−𝑥) = 𝑔(𝑥) و ق  ری  ن  ه آن دام  ن  ه اگ  ر گ  وی  ی  م زوج را 𝑔(𝑥) ت  اب  ع

.ℎ(−𝑥) = −ℎ(𝑥) و ق  ری  ن  ه آن دام  ن  ه اگ  ر گ  وی  ی  م ف  رد را ℎ(𝑥) ت  اب  ع

اس  ت. زوج ت  اب  ع ی  ک زوج ت  اب  ع دو ح  اص  ل ض  رب (۱ .۲ . ۱ خ  اص  ی  ت

اس  ت. زوج ت  اب  ع ی  ک ن  ی  ز ف  رد ت  اب  ع دو ح  اص  ل ض  رب (۲

اس  ت. ف  رد ت  اب  ع ی  ک ف  رد ت  اب  ع ی  ک و زوج ت  اب  ع ی  ک ح  اص  ل ض  رب (۳

.∫𝑎
−𝑎
ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 = ۰ آن گ  اه ب  اش  د ف  رد ℎ اگ  ر (۴

.∫𝑎
−𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = ۲∫

𝑎

۰
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 آن گ  اه ب  اش  د زوج 𝑔 اگ  ر (۵

اس  ت. زی  ر خ  اص  ی  ت ف  رد و زوج ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری م  ح  اس  ب  ه ب  رای دی  گ  ر ن  ی  از م  ورد م  ط  ل  ب

ع  دد ه  ر ب  رای آن گ  اه ب  اش  د 𝑇 ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی ت  اب  ع 𝑓(𝑥) اگ  ر .۳ . ۱ خ  اص  ی  ت
داری  م: 𝑑ح  ق  ی  ق  ی


𝑑+𝑇

𝑑
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 

𝑇

۰
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

داری  م: ان  ت  گ  رال خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا ع  ل  ت.


𝑑+𝑇

𝑑
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 

۰

𝑑
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 +

𝑇

۰
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 +

𝑇+𝑑

𝑇
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

داری  م: 𝑥 = 𝑡 + 𝑇 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر و 𝑓 ب  ودن ت  ن  اوب  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا دی  گ  ر ط  رف از


𝑇+𝑑

𝑇
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 

𝑑

۰
𝑓(𝑡 + 𝑇) 𝑑𝑡 = 

𝑑

۰
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

.∫𝑑+𝑇
𝑑

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫
𝑇

۰
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥پ  س



ف  رد و زوج ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری . ۲ . ۱۹

اس  ت. ن  م  ای  ش ق  اب  ل ن  ی  ز زی  ر ب  ه ص  ورت اول  ر-ف  وری  ه ف  رم  ول ه  ای .۴ . ۱ ن  ت  ی  ج  ه
𝑎𝑛 =

۱
𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

𝑏𝑛 =
۱
𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

ب  رق  رار زی  ر خ  اص  ی  ت اس  ت، زوج ت  اب  ع  ی ک  س  ی  ن  وس و ف  رد ت  اب  ع  ی س  ی  ن  وس ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا
اس  ت.

آن گ  اه ب  اش  د، ۲𝑝ت  ن  اوب دورهٔ ب  ا و زوج 𝑔(𝑥) اگ  ر (۱ .۵ . ۱ خ  اص  ی  ت
𝑎𝑛 =

۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 , 𝑏𝑛 = ۰

𝑔(𝑥) = 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 .

آن گ  اه ب  اش  د، ۲𝑝ت  ن  اوب دورهٔ ب  ا ف  رد ت  اب  ع  ی ℎ(𝑥) اگ  ر (۲

𝑎𝑛 = ۰ , 𝑏𝑛 =
۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

ℎ(𝑥) =
∞

𝑛=۱
𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 .

ف  وری  ه س  ری و س  ی  ن  وس  ی ف  رد ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری م  ی گ  وی  ن  د خ  اص  ی  ت ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  ذک  ر.
اس  ت. ک  س  ی  ن  وس  ی زوج ت  اب  ع

م  ح  اس  ب  ه را 𝑓(𝑥+ ۲𝜋) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = 𝑥|𝑥|, |𝑥| < 𝜋ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری .۵ . ۱ م  ث  ال
ک  ن  ی  د.

و 𝑝 = 𝜋 ی  ا ۲𝑝 = ۲𝜋 و 𝑎𝑛 = ۰ پ  س اس  ت. ف  رد ت  اب  ع ای  ن ح  ل.
𝑏𝑛 =

۲
𝜋 

𝜋

۰
𝑥۲ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۲

𝜋𝑥
۲ cos 𝑛𝑥

−𝑛 
𝜋
۰
−

𝜋

۰
۲𝑥 cos 𝑛𝑥−𝑛 𝑑𝑥

= ۲𝜋
𝑛 (−۱)

𝑛+۱ + ۴
𝜋𝑥

sin 𝑛𝑥
𝑛۲ 

𝜋
۰
−

𝜋

۰

sin 𝑛𝑥
𝑛۲ 𝑑𝑥

= ۲𝜋
𝑛 (−۱)

𝑛+۱ + ۴
𝜋𝑛۳

(−۱)𝑛 − ۱.



ک  ران  ه دار۱۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

پ  س

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۱

۲𝜋
𝑛 (−۱)

𝑛+۱ + ۴
𝜋𝑛۳

(−۱)𝑛 − ۱ sin 𝑛𝑥.

داری  م: 𝑥 = 𝜋
۲ ب  رای

𝜋۲

۴
= ۲𝜋

∞

𝑘=۰

(−۱)𝑘
۲𝑘 + ۱

− ۸
𝜋

∞

𝑘=۰

(−۱)𝑘
(۲𝑘 + ۱)۳ .

ب  ه دس  ت 𝑓(𝑥 + ۲𝜋) = 𝑓(𝑥) ،𝑓(𝑥) = 𝑥, |𝑥| ≤ 𝜋 ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب .∑∞

𝑘=۰
(−۱)𝑘

۲𝑘+۱ =
𝜋
۴ م  ی آوری  م

∞

𝑘=۰

(−۱)𝑘
(۲𝑘 + ۱)۳ =

𝜋۳

۳۲
.

ای  ن اس  ت م  ق  دور ب  ی  ش  ت  ری ع  ددی س  ری ه  ای م  ح  اس  ب  ه پ  ارس  ی  وال ت  س  اوی از اس  ت  ف  اده ب  ا
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را خ  اص  ی  ت

س  ری ه  ای دارای ۲𝑝ت  ن  اوب  ی دوره ه  ای ب  ا 𝑔(𝑥) و 𝑓(𝑥) ک  ن  ی  د ف  رض .۶ . ۱ خ  اص  ی  ت
زی  ر ان  د.

𝑓(𝑥) = 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝


𝑔(𝑥) = 𝑐۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑐𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 + 𝑑𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝


آن گ  اه
𝑎۰𝑐۰
۲
+

∞

𝑛=۱
(𝑎𝑛𝑐𝑛 + 𝑏𝑛𝑑𝑛) =

۱
𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ان  ت  گ  رال 𝑝 ت  ا −𝑝 از و ض  رب 𝑔(𝑥)/𝑝 در را 𝑓(𝑥) ف  وری  ه س  ری ط  رف  ی  ن ع  ل  ت.
م  ی ده  ن  د. ب  ه دس  ت را 𝑑𝑛 و 𝑐𝑛 ح  اص  ل، ∫ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  ل∑و ت  ع  وی  ض
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۲𝜋 ت  ن  اوب دوره ب  ا 𝑔(𝑥) = 𝑥۳ و 𝑓(𝑥) = 𝑥, |𝑥| < 𝜋 ت  اب  ع دو ب  رای .۶ . ۱ م  ث  ال
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر س  ی  ن  وس  ی س  ری ه  ای

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۱

۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 sin 𝑛𝑥

𝑔(𝑥) =
∞

𝑛=۱

۲𝜋۲

𝑛 (−۱)𝑛+۱ + ۱۲(−۱)𝑛
𝑛۳  sin 𝑛𝑥.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت پ  ارس  ی  وال ت  س  اوی از اس  ت  ف  اده ب  ا

∞

𝑛=۱

۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 

۲𝜋۲

𝑛 (−۱)𝑛+۱ + ۱۲(−۱)𝑛
𝑛۳  =

۱
𝜋 

𝜋

−𝜋
𝑥۴ 𝑑𝑥 = ۲𝜋۴

۵

ی  ا
∞

𝑛=۱

۱
𝑛۴ =

۱
۱۲
 − 𝜋

۴

۵
+ ۲𝜋۲

∞

𝑛=۱

۱
𝑛۲


= ۱
۱۲
 − 𝜋

۴

۵
+ ۲𝜋۲𝜋۲

۶
 = 𝜋۴

۹۰
.

ک  ه دارن  د را ب  ه خ  ود م  خ  ص  وص خ  اص  ی  ت ک  س  ی  ن  وس  ی و س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه س  ری دو از ی  ک ه  ر
ب  ی  ان ای  ن ج  ا در را خ  واص ای  ن م  ی س  ازد. پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای اب  زاری را آن  ه  ا

م  ی ک  ن  ی  م.

اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک  sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۱
دن  ب  ال  ه (۱ .۷ . ۱ خ  اص  ی  ت

𝑉۱ =𝑓 ∶ ℝ → ℝ ∶ ،𝑓(𝑚𝑝) = ۰ ،۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی و ف  رد 𝑓

پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓 و ،𝑚 ∈ ℤ ،𝑥 = 𝑚𝑝ن  ق  اط در پ  ی  وس  ت  ه 𝑓
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اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک  cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 
∞

𝑛=۰
دن  ب  ال  ه (۲

𝑉۲ =𝑓 ∶ ℝ → ℝ ∶ 𝑓′ پ  ی  وس  ت  ه، و زوج 𝑓 ،۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی 𝑓

𝑚 ∈ ℤ ،𝑓′(𝑚𝑝) = ۰ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑥 = 𝑚𝑝 در 𝑓′ پ  ی  وس  ت  ه، ��ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه

𝑓 چ  ون اس  ت. م  وج  ود 𝑓 ف  وری  ه س  ری ب  اش  د 𝑓 ∈ 𝑉۱ اگ  ر ،۱ . ۱ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق (۱ ع  ل  ت.
ی  ع  ن  ی: اس  ت. س  ی  ن  وس  ی آن ف  وری  ه س  ری پ  س اس  ت ف  رد

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۱
𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑏𝑛 =

۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

اس  ت. ب  رق  رار ن  ق  اط ای  ن در ف  وری  ه س  ری ت  س  اوی پ  س اس  ت پ  ی  وس  ت  ه 𝑥 = 𝑚𝑝ن  ق  اط در 𝑓 چ  ون
پ  س: اس  ت پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و زوج و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 چ  ون (۲

𝑓(𝑥) = 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑎𝑛 =

۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

ه  م  گ  رای س  ری ای  ن پ  س اس  ت ص  ورت درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر دو ت  ا 𝑎𝑛 ک  س  ر م  خ  رج در درج  ه چ  ون
آورد: ب  ه دس  ت و گ  رف  ت م  ش  ت  ق ج  م  ل  ه ب  ه ج  م  ل  ه م  ی ت  وان آن از ن  ت  ی  ج  ه در و ی  ک  ن  واخ  ت

𝑓′(𝑥) =
∞

𝑛=۱
−𝑛𝜋𝑝 𝑎𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 .

ب  ا ب  راب  ر 𝑓′ ف  وری  ه س  ری م  ق  دار ن  ق  اط ای  ن در پ  س اس  ت پ  ی  وس  ت  ه ،𝑥 = 𝑚𝑝ن  ق  اط در 𝑓′ چ  ون
اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز 𝑓′(𝑚𝑝) = ۰ ش  رط ی  ع  ن  ی اس  ت ت  اب  ع خ  ود

ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓″ و 𝑓′ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 ،۲𝑝 > ت  ن  اوب۰ دوره دارای 𝑓″ و 𝑓′ ،𝑓 اگ  ر (۱ ت  ذک  ر.
ق  اب  ل 𝑓 ف  وری  ه س  ری م  ش  ت  ق گ  ی  ری ج  م  ل  ه ب  ه ج  م  ل  ه از 𝑓′ ف  وری  ه س  ری آن گ  اه ب  اش  ن  د پ  ی  وس  ت  ه

اس  ت. ح  ص  ول
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ب  ا 𝑓 م  ع  ی  ن ان  ت  گ  رال آن گ  اه ب  اش  د ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓 اگ  ر (۲
اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل 𝑓 ف  وری  ه س  ری از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ج  م  ل  ه ب  ه ج  م  ل  ه

۲ . ۱ ت  م  ری  ن

اس  ت. زوج ی  ک ک  دام و ف  رد زی  ر ت  واب  ع از ی  ک ک  دام ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن . ۱

𝑥 sin 𝑥۲ آ)

𝑥۴ ln |𝑥| ب)

𝑒 𝑥 ج)
𝑥۳

۱+𝑥۴ د)

𝑥۳ + 𝑥۲ ه)

ln |𝑥| tan 𝑥 و)

م  ح  اس  ب  ه ∞∑را
𝑛=۱

۱
𝑛۴ س  ری م  ق  دار 𝑓(𝑥) = 𝑥۲, |𝑥| ≤ 𝜋 ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۲

ک  ن  ی  د.

∞∑را
𝑛=۱

۱
𝑛۶ م  ق  دار 𝑓(𝑥) = 𝜋۲

۶ 𝑥 −
𝜋
۴𝑥

۲ + ۱
۱۲𝑥

۳, |𝑥| ≤ 𝜋 ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۳
ب  ی  اب  ی  د.

م  ح  اس  ب  ه ∞∑را
𝑛=۱

۱
𝑛۸ م  ق  دار 𝑓(𝑥) = 𝑥۴ − 𝑥۲, |𝑥| ≤ 𝜋 ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۴

ک  ن  ی  د.

ده  ی  د: ن  ش  ان . ۵

ln ۲ sin 𝑥
۲
 = −

∞

𝑛=۱

۱
𝑛 cos 𝑛𝑥, 𝑥 ≠ ۲𝑚𝜋, 𝑚 ∈ ℤ

ln ۲ cos 𝑥
۲
 =

∞

𝑛=۱

(−۱)𝑛+۱
𝑛 cos 𝑛𝑥, 𝑥 ≠ (۲𝑚 + ۱)𝜋, 𝑚 ∈ ℤ.
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ده  ی  د: ن  ش  ان آن ه  ا از اس  ت  ف  اده ب  ا
∞

𝑛=۱

۱
𝑛۳ =

−۱
۲𝜋 

𝜋

۰
𝑥۲ ln ۲ cos 𝑥

۲
 𝑑𝑥

∞

𝑛=۱

(−۱)𝑛+۱
𝑛۳ = ۱

۲𝜋 
𝜋

۰
𝑥۲ ln ۲ sin 𝑥

۲
 𝑑𝑥

∞

𝑘=۰

۱
(۲𝑘 + ۱)۳ =

۱
۴𝜋 

𝜋

۰
𝑥۲ ln  tan 𝑥

۲
 𝑑𝑥.

دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط ۳ . ۱
ت  ع  ری  ف [۰, 𝑝]روی ف  ق  ط ک  ه پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع  ی اس  ت ن  ی  از ف  وری  ه س  ری ک  ارب  رد در
و س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا زی  ر ط  ری  ق دو ب  ن  وی  س  ی  م. ف  وری  ه س  ری ب  ه ص  ورت را ش  ده

اس  ت. م  ف  ی  د ک  س  ی  ن  وس  ی

ب  س  ط زی  ر ب  ه ص  ورت ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی و ف  رد ب  ه ص  ورت را 𝑓(𝑥) ت  اب  ع :۱ ط  ری  ق  ه
ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۲ . ۱ (ب  ه ش  ک  ل ده  ی  د.

ℎ(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑓(𝑥) ۰ < 𝑥 < 𝑝

−𝑓(−𝑥) −𝑝 < 𝑥 < ۰

ℎ(𝑥 + ۲𝑝) = ℎ(𝑥).

پ  س اس  ت. ف  رد و ۲𝑝 > ۰ دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ℎ(𝑥) ت  اب  ع

ℎ(𝑥) =
∞

𝑛=۱
𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑏𝑛 =

۲
𝑝 

𝑝

۰
ℎ(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

داری  م: [۰, 𝑝] ب  ازه روی

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۱
𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑏𝑛 =

۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥



دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط . ۳ . ۱۱۵

[۰, 𝑝] دام  ن  ه ن  ی  م در 𝑓(𝑥) ف  رد گ  س  ت  رش :۲ . ۱ ش  ک  ل

گ  وی  ی  م. 𝑓س  ی  ن  وس  ی دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط را س  ری ای  ن

ت  ا ده  ی  د ب  س  ط ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی و زوج ب  ه ص  ورت را 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ب  ار ای  ن :۲ ط  ری  ق  ه
ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۳ . ۱ (ب  ه ش  ک  ل آی  د. ب  ه دس  ت 𝑔(𝑥) ت  اب  ع

𝑔(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑓(𝑥) ۰ < 𝑥 < 𝑝

𝑓(−𝑥) −𝑝 < 𝑥 < ۰

𝑔(𝑥 + ۲𝑝) = 𝑔(𝑥).

اس  ت. ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه س  ری دارای ت  اب  ع ای  ن

𝑔(𝑥) = 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑎𝑛 =

۲
𝑝 

𝑝

۰
ℎ(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

داری  م: [۰, 𝑝] ب  ازه روی

𝑓(𝑥) = 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑎𝑛 =

۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

گ  وی  ن  د. 𝑓(𝑥)ک  س  ی  ن  وس  ی دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط را س  ری ای  ن
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[۰, 𝑝] دام  ن  ه ن  ی  م در 𝑓(𝑥) زوج گ  س  ت  رش :۳ . ۱ ش  ک  ل

را 𝑓(𝑥) = 𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱ ک  س  ی  ن  وس  ی و س  ی  ن  وس  ی دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط .۷ . ۱ م  ث  ال
آوری  د. ب  ه دس  ت

و 𝑝 = ۱ داری  م س  ی  ن  وس  ی: (۱ ح  ل.

𝑏𝑛 = ۲
۱

۰
𝑥 sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥 = ۲ − 𝑥

𝑛𝜋 cos 𝑛𝜋𝑥
۱
۰
+ ۱
𝑛𝜋 

۱

۰
cos 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥

= ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛𝜋

پ  س

𝑥 =
∞

𝑛=۱

۲(−۱)𝑛+۱
𝑛𝜋 sin 𝑛𝜋𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱.

آن ف  رد گ  س  ت  رش ی  ع  ن  ی ،ℎ(𝑥) ن  ق  ط  ه ای  ن در چ  ون اس  ت ب  رق  رار ت  س  اوی 𝑥 = ۰ در ت  ذک  ر.
ن  اپ  ی  وس  ت  ه ن  ق  ط  ه ای  ن در آن ℎ(𝑥) چ  ون ن  ی  س  ت ب  رق  رار ت  س  اوی 𝑥 = ۱ در ل  ی  ک  ن اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه

اس  ت.
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و 𝑝 = ۱ داری  م ک  س  ی  ن  وس  ی: (۲

𝑎۰ = ۲
۱

۰
𝑥 𝑑𝑥 = ۱

𝑎𝑛 = ۲
۱

۰
𝑥 cos 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥 = ۲ 𝑥𝑛𝜋 sin 𝑛𝜋𝑥

۱
۰
− ۱
𝑛𝜋 

۱

۰
sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥

= ۲
𝑛۲𝜋۲ (−۱)

𝑛 − ۱

پ  س

𝑥 = ۱
۲
+

∞

𝑛=۱

۲
𝑛۲𝜋۲ (−۱)

𝑛 − ۱ cos 𝑛𝜋𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱.

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر خ  اص  ی  ت ،۷ . ۱ خ  اص  ی  ت و ف  وق ب  ه م  ط  ال  ب ت  وج  ه ب  ا

اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک  sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۱
دن  ب  ال  هٔ (۱ .۸ . ۱ خ  اص  ی  ت

𝑉۳ = 𝑓 ∶ [۰, 𝑝] → ℝ ∶ 𝑓(۰) = 𝑓(𝑝) = ۰ و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓

اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک  cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 
∞

𝑛=۰
دن  ب  ال  هٔ (۲

𝑉۴ =𝑓 ∶ [۰, 𝑝] → ℝ ∶ 𝑓″ و 𝑓′ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓

𝑓′(۰) = 𝑓′(𝑝) = ۰ و پ  ی  وس  ت  ه ��ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه

ن  ق  اط در آن ف  وری  ه س  ری و ت  اب  ع ب  ی  ن ت  س  اوی ب  رق  راری ف  وق خ  اص  ی  ت اس  اس  ی اه  م  ی  ت ت  ذک  ر.
اس  ت. 𝑝 و ۰ م  رزی

م  ث  ال  ی ای  ن ج  ا در اس  ت. م  ه  ی  ا پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از ب  ع  ض  ی ح  ل ام  ک  ان  ات اک  ن  ون
م  ی آوری  م. را ح  رارت ان  ت  ق  ال از
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ح  رارت: ان  ت  ق  ال اول  ی  ه-م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۸ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱

𝑢(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(۱, 𝑡) = ۰

ک  ت  اب ه  ای در را آن ع  ل  ت ک  ه زی  ر خ  اص  ی  ت ل  ی  ک  ن ه  س  ت  ی  م، م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  ه دن  ب  ال م  ا اگ  رچ  ه
م  ع  ادلات ک  ل  ی  ه ب  رای آن م  ش  اب  ه خ  اص  ی  ت و ی  اف  ت م  ی ت  وان پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات پ  ی  ش  رف  ت  ه

اس  ت. ب  رق  رار م  ی گ  ردد، م  ط  رح ف  ص  ل ای  ن در ک  ه پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل
ش  رط دوم ت  س  اوی در اس  ت. ش  ده م  ع  رف  ی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه اوّل، ت  س  اوی در
ش  رای  ط س  وم ت  س  اوی ه  ای در اس  ت. ش  ده داده 𝑡 = ۰ در م  ط  ل  وب ج  واب وض  ع  ی  ت ی  ا اول  ی  ه

اس  ت. ش  ده داده م  ک  ان ب  ازه ان  ت  ه  ای دو در م  ط  ل  وب ج  واب وض  ع  ی  ت ی  ا م  رزی

ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه ث  اب  ت ض  رای  ب و خ  ط  ی م  ع  ادلات ب  ا ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ائ  ل .۹ . ۱ خ  اص  ی  ت
زی  ران  د. خ  واص دارای م  رزی و اول  ی  ه

ی  گ  ان  ه ان  د. ج  واب دارای م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه (۱

م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر پ  ی  وس  ت  ه ب  ه ص  ورت داده ه  ا ب  ه ن  س  ب  ت ج  واب ای  ن (۲

و م  ی گ  ردد ظ  اه  ر م  ش  ت  ق ب  الات  ری  ن در ن  اه  م  واری ای  ن ب  اش  د داده ه  ا در ن  اه  م  واری اگ  ر (۳
ه  س  ت  ن  د. ه  م  وار  پ  ای  ی  ن ت  ر م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات

ب  رق  رار م  ی ب  ای  س  ت  ی پ  اره ای م  ع  ادلات ح  ل در ک  ه اس  ت م  ط  ل  ب  ی اول  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ح  ل.
اس  ت، ه  م  گ  ن دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط م  ی پ  ذی  رد. ان  ج  ام م  ن  اس  ب پ  ای  ه ان  ت  خ  اب ب  ا ای  ن ک  ار ش  ود.

ی  ع  ن  ی:
𝑢
𝑥=۰
= ۰ , 𝑢

𝑥=۱
= ۰.
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س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه س  ری ح  س  ب ب  ر را م  س  ئ  ل  ه ج  واب س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه در 𝑝 = ۱ گ  رف  ت  ن ب  ا
اس  ت. ب  رق  رار م  رزی ش  رای  ط ای  ن ص  ورت در ک  ن  ی  د ت  وج  ه گ  رف  ت. ن  ظ  ر در م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۱
𝑇𝑛(𝑡) sin 𝑛𝜋𝑥

ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را م  ی ب  ای  س  ت  ی𝑇𝑛(𝑡)ه  ا ح  ال م  ی ک  ن  د. ص  دق م  رزی ش  رای  ط در ت  اب  ع ای  ن
ی  ک  ن  واخ  ت ب  ه ط  ور س  ری پ  س اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑢 چ  ون ک  ن  د. ص  دق اول  ی  ه ش  رط و م  ع  ادل  ه در ت  ا
م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از اس  ت. ت  ع  وی  ض ق  اب  ل م  ش  ت  ق ج  ای∑و ت  رت  ی  ب ب  ه ای  ن اس  ت. ه  م  گ  را

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت اول  ی  ه ش  رای  ط و

∞

𝑛=۱
�̇�𝑛(𝑡) sin 𝑛𝜋𝑥 −

∞

𝑛=۱
−𝑛۲𝜋۲𝑇𝑛(𝑡) sin 𝑛𝜋𝑥 −

∞

𝑛=۱
−𝑛۲𝜋۲�̇�𝑛(𝑡) sin 𝑛𝜋𝑥

−
∞

𝑛=۱
𝑇𝑛(𝑡) sin 𝑛𝜋𝑥 =

∞

𝑛=۱
𝑐𝑛𝑡 sin 𝑛𝜋𝑥

و
∞

𝑛=۱
𝑇𝑛(۰) sin 𝑛𝜋𝑥 =

∞

𝑛=۱
𝑐𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥

آن  ه  ا در ک  ه

𝑐𝑛 = ۲
۱

۰
𝑥 sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥 = ۲𝑥 cos 𝑛𝜋𝑥−𝑛𝜋 

۱
۰
−

۱

۰
۲
cos 𝑛𝜋𝑥
−𝑛𝜋 𝑑𝑥

= ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛𝜋 .

ض  رای  ب ب  ی  ن ت  س  اوی ب  ای  س  ت  ی پ  س اس  ت.  sin 𝑛𝜋𝑥
∞

𝑛=۱
ف  وق س  ری ه  ای ک  ل  ی  ه پ  ای  ه چ  ون

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب ب  اش  د. ب  رق  رار ت  س  اوی ط  رف  ی  ن
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(۱ + 𝑛۲𝜋۲)�̇�𝑛(𝑡) + (𝑛۲𝜋۲ − ۱)𝑇𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛𝑡

𝑇𝑛(۰) = 𝑐𝑛.
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ج  واب اس  ت. ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی اوّل م  رت  ب  ه ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ف  وق م  س  ئ  ل  ه
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛𝑒
۱−𝑛۲𝜋۲

۱+𝑛۲𝜋۲
𝑡 + 𝑐𝑛

𝑛۲𝜋۲ − ۱
𝑡 − ۱ + 𝑛۲𝜋۲

۱ − 𝑛۲𝜋۲ .

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

𝐴𝑛 = 𝑐𝑛
۱ + 𝑛۲𝜋۲

(𝑛۲𝜋۲ − ۱)۲ + ۱

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۱


۱ + 𝑛۲𝜋۲

(𝑛۲𝜋۲ − ۱)۲ + ۱𝑒
۱−𝑛۲𝜋۲

۱+𝑛۲𝜋۲
𝑡 +

𝑡 − ۱+𝑛۲𝜋۲

۱−𝑛۲𝜋۲

𝑛۲𝜋۲ − ۱ 
۲(−۱)𝑛+۱
𝑛𝜋 sin 𝑛𝜋𝑥.

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  رت  ع  ش ت  ار م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه .۹ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

ی  ع  ن  ی: اس  ت. ه  م  گ  ن ن  ی  وم  ن م  س  ئ  ل  ه ای  ن م  رزی ش  رای  ط ح  ل.

𝑢𝑥
𝑥=۰
= ۰ , 𝑢𝑥

𝑥=𝜋
= ۰.

ص  دق م  رزی ش  رای  ط در ، cos 𝑛𝑥
∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی ،𝑝 = 𝜋 ب  ا ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ع  ن  اص  ر از ی  ک ه  ر

پ  س ن  وش  ت. ب  ت  وان پ  ای  ه ای  ن ح  س  ب ب  ر را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ج  واب م  ی رود ان  ت  ظ  ار پ  س م  ی ک  ن  د.
م  ی گ  ی  ری  م:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇۰(𝑡)
۲

+
∞

𝑛=۱
𝑇𝑛(𝑡) cos 𝑛𝑥
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م  ی ک  ن  د. ص  دق م  س  ئ  ل  ه ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در 𝑢(𝑥, 𝑡)ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ب  رای ک  ن  ن  د. ص  دق اول  ی  ه ش  رای  ط و م  ع  ادل  ه در ت  ا ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را 𝑇𝑛(𝑡)ه  ا ب  ای  د ح  ال
م  ع  ادل  ه در ج  اگ  ذاری ب  ا اب  ت  دا م  ی ده  ی  م. ق  رار اول  ی  ه ش  رای  ط و م  ع  ادل  ه در را آن  م  ن  ظ  ور ای  ن

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت

�̈�۰(𝑡)
۲

+
∞

𝑛=۱
�̈�𝑛(𝑡) cos 𝑛𝑥 +

∞

𝑛=۱
𝑛۲𝑇𝑛(𝑡) cos 𝑛𝑥 +

∞

𝑛=۱
𝑛۲�̈�𝑛(𝑡) cos 𝑛𝑥

+ 𝑇۰(𝑡)
۲

+
∞

𝑛=۱
𝑇𝑛(𝑡) cos 𝑛𝑥 =

𝑐۰𝑡
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑐𝑛𝑡 cos 𝑛𝑥

آن در ک  ه

𝑐۰ =
۲
𝜋 

𝜋

۰
𝑥 𝑑𝑥 = 𝜋

𝑐𝑛 =
۲
𝜋 

𝜋

۰
𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۲

𝜋𝑥
sin 𝑛𝑥
𝑛 

𝜋
۰
−

𝜋

۰

sin 𝑛𝑥
𝑛 𝑑𝑥

= ۲
𝜋𝑛۲

(−۱)𝑛 − ۱.

ب  ای  د پ  س اس  ت.  cos 𝑛𝑥
∞

𝑛=۰
پ  ای  ه ح  س  ب ب  ر س  ری ه  ا ک  ل  ی  ه ف  وق ت  س  اوی در چ  ون

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

�̈�۰(𝑡) + 𝑇۰(𝑡) = 𝑐۰𝑡

(۱ + 𝑛۲)�̈�𝑛(𝑡) + (۱ + 𝑛۲)𝑇𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛𝑡.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه ه  ا ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos 𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝑛𝑡 +
𝑐𝑛

۱ + 𝑛۲ 𝑡, 𝑛 = ۰, ۱, ۲,⋯

م  ی ده  ی  م. ق  رار اول  ی  ه ش  رای  ط در ح  ال

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑇۰(۰)
۲

+
∞

𝑛=۱
𝑇𝑛(۰) cos 𝑛𝑥 = 𝑥 =

𝑐۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑐𝑛 cos 𝑛𝑥

𝑢𝑡(𝑥, ۰) =
�̇�۰(۰)
۲

+
∞

𝑛=۱
�̇�𝑛(۰) cos 𝑛𝑥 = ۰
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ب  ای  د ⎨⎪⎪⎪⎧پ  س
⎪⎪⎪⎩

𝑇𝑛(۰) = 𝑐𝑛 𝑛 = ۰, ۱, ۲,⋯

�̇�𝑛(۰) = ۰ 𝑛 = ۰, ۱, ۲,⋯

م  ی آوری  م: ع  م  وم  ی𝑇𝑛(𝑡)ب  ه دس  ت ج  واب ب  ر اول  ی  ه ش  رای  ط ای  ن اع  م  ال ب  ا
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑇۰(۰) = 𝐴۰ = 𝑐۰

𝑇𝑛(۰) = 𝐴𝑛 = 𝑐𝑛
,

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

�̇�۰(۰) = 𝐵۰ + 𝑐۰ = ۰

�̇�𝑛(۰) = 𝑛𝐵𝑛 +
𝑐𝑛

۱ + 𝑛۲ = ۰

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝐴۰ = 𝑐۰ , 𝐵۰ = −𝑐۰ , 𝐴𝑛 = 𝑐𝑛 , 𝐵𝑛 = −
𝑐𝑛

𝑛(۱ + 𝑛۲)
𝑇۰(𝑡) = 𝑐۰ cos 𝑡 − 𝑐۰ sin 𝑡 + 𝑐۰𝑡

𝑇𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛 cos 𝑛𝑡 −
𝑐𝑛 sin 𝑛𝑡
𝑛(۱ + 𝑛۲) +

𝑐𝑛
۱ + 𝑛۲ 𝑡

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ه  ای  ی ج  واب ن  ت  ی  ج  ه در

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑐۰
۲
 cos 𝑡−sin 𝑡+𝑡+

∞

𝑛=۱
𝑐𝑛 cos 𝑛𝑡−

sin 𝑛𝑡
𝑛(۱ + 𝑛۲) +

𝑡
۱ + 𝑛۲

 cos 𝑛𝑥.

ی  ک ح  س  ب ب  ر س  ری ه  ا ک  ل  ی  ه ج  واب ف  وری  ه س  ری دادن ق  رار از ب  ع  د ف  وق م  ث  ال دو در ت  ذک  ر.
ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس زوج م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ک  ه اس  ت ای  ن ام  ر ای  ن ع  ل  ت ش  ده ان  د. ظ  اه  ر پ  ای  ه
ن  داش  ت  ه وج  ود 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادلات ای  ن در و اس  ت خ  ودش  ان ج  ن  س از

اس  ت.

اس  ت دی  ری  ک  ل  ه ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۱ ت  ذک  ر.
ب  اش  د. ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادلات در ای  ن ک  ه ب  ر م  ش  روط

ب  ر م  ش  روط اس  ت ن  ی  وم  ن ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۲
ب  اش  د. ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادلات در ای  ن ک  ه



دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط . ۳ . ۱۲۳

ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری را 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) ت  اب  ع اب  ت  دا ب  اش  د ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط چ  ن  ان چ  ه (۳
ب  گ  ی  ری  د: س  پ  س ک  ن  د. ص  دق ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط در

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡)

ش  رای  ط ای  ن ص  ورت در ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑣(𝑥, 𝑡)ی  ع  ن  ی ج  دی  د م  ج  ه  ول ت  اب  ع ب  ا را م  س  ئ  ل  ه ح  ال
اس  ت. ه  م  گ  ن م  رزی

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت آن ه  ا ب  ه  ت  ر دارد. وج  ود ان  ت  خ  اب ب  ی  ن  ه  ای  ت 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡)ب  رای (۴

را 𝐵(𝑡) 𝐴(𝑡)و و 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥 + 𝐵(𝑡) ب  گ  ی  ری  د دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  رای آ)
ش  ود. ب  رق  رار ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری

𝐵(𝑡)را 𝐴(𝑡)و و 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥۲ + 𝐵(𝑡)𝑥 ب  گ  ی  ری  د ن  ی  وم  ن م  رزی ش  رای  ط ب  رای ب)
ش  ود. ب  رق  رار ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری

ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ب  ه را زی  ر ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه .۱۰ . ۱ م  ث  ال
ک  ن  ی  د. ت  ب  دی  ل

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۲,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(۱, 𝑡) = ۱

اس  ت. دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ی  ی  ن را 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) اب  ت  دا ح  ل.

𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑥 + 𝐵

𝑢𝑞(۰, 𝑡) = 𝐵 = 𝑡 , 𝑢𝑞(۱, 𝑡) = 𝐴 + 𝐵 = ۲

را م  س  ئ  ل  ه ت  ا ده  ی  د ق  رار م  س  ئ  ل  ه در را آن و 𝑢(𝑥, 𝑡) = (۲ − 𝑡)𝑥 + 𝑡 + 𝑣(𝑥, 𝑡) 𝐵و = 𝑡پ  س



ک  ران  ه دار۲۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

آوری  د. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑣(𝑥, 𝑡) م  ج  ه  ول ت  اب  ع ب  رای
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣𝑡𝑡 − 𝑣𝑥𝑥 + 𝑣 = 𝑥𝑡 − (۲ − 𝑡)𝑥 − 𝑡 = ۲𝑥𝑡 − 𝑡 − ۲𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑣(𝑥, ۰) = 𝑥 − ۲𝑥 = −𝑥,

𝑣𝑡(𝑥, ۰) = ۲ + 𝑥 − ۱ = 𝑥 + ۱,

𝑣(۰, 𝑡) = ۰, 𝑣(۱, 𝑡) = ۰

اس  ت. ح  ل ق  اب  ل س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  ا دی  گ  ر م  س  ئ  ل  ه ای  ن

ی  ا دی  ری  ک  ل  ه از غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ی  ا ب  اش  د ش  ده ظ  اه  ر ف  رد م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در اگ  ر (۱ ت  ذک  ر.
پ  ای  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ب  رای ب  ود. ن  خ  واه  د م  ف  ی  د ف  وق پ  ای  ه ه  ای ب  اش  د ن  ی  وم  ن
آی  ن  ده در اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه و ج  داس  ازی روش ت  ح  ت ک  ار ای  ن ب  س  ازی  م. م  ن  اس  ب  ی

ش  د. خ  واه  د ب  ررس  ی

ب  ع  دی ب  خ  ش در را پ  ای  ه ای  ن م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده پ  ای  ه ب  ه ع  ن  وان ن  ی  ز ف  وری  ه س  ری خ  ود از (۲
م  ی ک  ن  ی  م. م  ع  رف  ی

را ک  ن  د ص  دق م  رزی ش  رای  ط در ف  ق  ط ک  ه پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ج  واب .۲ . ۱ ت  ع  ری  ف
گ  وی  ی  م. م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

و م  ش  خ  ص اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا ک  ه اس  ت ث  اب  ت ه  ای  ی ح  اوی م  ذک  ور ع  م  وم  ی ج  واب ت  ذک  ر.
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه ی  گ  ان  ه ج  واب

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ع  م  وم  ی ج  واب ۸ . ۱ م  ث  ال ب  رای .۱۱ . ۱ م  ث  ال

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۱
𝐴𝑛𝑒

۱−𝑛۲𝜋۲

۱+𝑛۲𝜋۲
𝑡 + ۲(−۱)𝑛+۱

𝑛(𝑛۲𝜋۲ − ۱)
𝑡 − ۱ + 𝑛۲𝜋۲

۱ − 𝑛۲𝜋۲  sin 𝑛𝜋𝑥

ش  ده ان  د. ت  ع  ی  ی  ن اول  ی  ه ش  رط اع  م  ال ب  ا ک  ه ه  س  ت  ن  د ث  اب  ت ه  ا ه  م  ان 𝐴𝑛ه  ا ای  ن ج  ا در
از اس  ت ع  ب  ارت ع  م  وم  ی ج  واب ۹ . ۱ م  ث  ال ب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲
𝐴۰ cos 𝑡 + 𝐵۰ sin 𝑡 + 𝜋𝑡

+
∞

𝑛=۱
𝐴𝑛 cos 𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝑛𝑡 +

(−۱)𝑛 − ۱
𝜋𝑛۲(۱ + 𝑛۲) 𝑡 cos 𝑛𝑥



دام  ن  ه ن  ی  م در ب  س  ط . ۳ . ۱۲۵

ش  ده ان  د. ت  ع  ی  ی  ن اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا ک  ه ه  س  ت  ن  د ث  اب  ت ه  م  ان 𝐵𝑛ه  ا و 𝐴𝑛ه  ا ای  ن ج  ا در

۳ . ۱ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه م  ع  ادلات ع  م  وم  ی ج  واب

۱. 𝑢𝑡𝑡 − ۲𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰

۲. 𝑢𝑡 − ۴𝑢𝑥𝑥 = 𝑥۲𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = ۱ + 𝑡

۳. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = ۱ + 𝑡, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل

۴. 𝑢𝑡 − ۴𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢 = 𝑥۲𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = ۰

۵. 𝑢𝑡𝑡 − ۴𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢 = 𝑥۲𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(۱, 𝑡) = ۱

۶. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − ۲𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + ۴𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,
𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(۱, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥𝑥(۱, 𝑡) = 𝑡



ک  ران  ه دار۲۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری ۴ . ۱
ف  ش  رده س  ازی و ح  ق  ی  ق  ی م  ح  اس  ب  ات ک  ردن م  ح  اس  ب  ه س  اده م  خ  ت  ل  ط اع  داد ک  ارب  رده  ای از ی  ک  ی
ف  رم  ول م  خ  ت  ل  ط اع  داد از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه اس  ت ای  ن ب  خ  ش ای  ن از ه  دف اس  ت. م  ه  م ف  رم  ول ه  ای
ن  ی  ز ف  وری  ه ض  رای  ب م  ح  اس  ب  ه ک  ه دی  د خ  واه  ی  م آوری  م. ب  ه دس  ت ف  وری  ه س  ری ب  رای ف  ش  رده ای

م  ی آوری  م. اب  ت  دا ک  ه اس  ت ن  و م  ف  اه  ی  م ب  ه ن  ی  از ک  ار ای  ن ان  ج  ام ب  رای م  ی گ  ردد. آس  ان ت  ر

دو 𝑓۲(𝑡) و 𝑓۱(𝑡) و 𝑡 ∈ ℝآن در ک  ه 𝑓(𝑡) = 𝑓۱(𝑡) + 𝑖𝑓۲(𝑡) ت  اب  ع ح  ق  ی  ق  ی-م  خ  ت  ل  ط: ت  اب  ع
ان  ت  گ  رال و م  ش  ت  ق ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا گ  وی  ی  م. ح  ق  ی  ق  ی-م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ی  ک را ح  ق  ی  ق  ی ان  د ت  اب  ع

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر خ  اص  ی  ت ب  رداره  ا، م  ان  ن  د ح  ق  ی  ق  ی، م  ت  غ  ی  ر

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را ان  ت  گ  رال و م  ش  ت  ق ح  ق  ی  ق  ی-م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ب  رای .۱۰ . ۱ خ  اص  ی  ت
𝑓′(𝑡) = 𝑓′۱ (𝑡) + 𝑖𝑓′۲(𝑡)

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓۱(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑖𝑓۲(𝑡) 𝑑𝑡

ج  م  ل  ه از ت  اب  ع، ای  ن ب  رای ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ان  ت  گ  رال و م  ش  ت  ق ف  رم  ول ه  ای و ق  واع  د ک  ل  ی  ه ت  ذک  ر.
اس  ت. ب  رق  رار ج  ز ب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری

گ  وی  ی  م م  وه  وم  ی ن  م  ائ  ی ت  اب  ع را cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡ح  ق  ی  ق  ی-م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع م  وه  وم  ی: ن  م  ائ  ی ت  اب  ع
ی  ع  ن  ی: م  ی ده  ی  م. ن  ش  ان 𝑒𝑖𝑡 ب  ا و

𝑒𝑖𝑡 = cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡.

ب  ه خ  ص  وص دارد. را ح  ق  ی  ق  ی ن  م  ای  ی ت  اب  ع خ  واص ک  ل  ی  ه ن  م  ای  ی ت  اب  ع ای  ن ت  ذک  ر.
𝑑
𝑑𝑡𝑒

𝑖𝑡 = 𝑖𝑒𝑖𝑡 ,  𝑒𝑖𝑡 𝑑𝑡 = ۱
𝑖 𝑒
𝑖𝑡 + 𝐶.

م  ی گ  ی  ری  م: 𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ ℝب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑒(𝑎+𝑖𝑏)𝑡 = 𝑒𝑎𝑡 ⋅ 𝑒𝑖𝑏𝑡.

اس  ت. دارا را ح  ق  ی  ق  ی ن  م  ائ  ی ت  اب  ع خ  واص ک  ل  ی  ه ن  ی  ز ت  اب  ع ای  ن



م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری . ۴ . ۱۲۷

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا 𝑓(𝑥)ت  ن  اوب  ی ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری اک  ن  ون

𝑓(𝑥) = 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝


𝑎𝑛 =
۱
𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 , 𝑏𝑛 =

۱
𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.

داری  م: ف  وق م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا

𝑒−𝑖𝑡 = cos 𝑡 − 𝑖 sin 𝑡

ن  ت  ی  ج  ه در

cos 𝑡 = 𝑒𝑖𝑡 + 𝑒−𝑖𝑡
۲

, sin 𝑡 = 𝑒𝑖𝑡 − 𝑒−𝑖𝑡
۲𝑖 .

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ف  وری  ه س  ری در ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس م  ق  ادی  ر ای  ن دادن ق  رار ب  ا

𝑓(𝑥) = 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛
۲
+ 𝑏𝑛

۲𝑖
𝑒

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 +

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛
۲
− 𝑏𝑛

۲𝑖
𝑒−

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝

= 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛
۲
+ 𝑏𝑛

۲𝑖
𝑒

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 +

∞

−𝑛=۱

𝑎−𝑛
۲
− 𝑏−𝑛

۲𝑖
𝑒

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝

=
∞

𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 .

آن در ک  ه

𝑐𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎𝑛
۲
+ 𝑏𝑛

۲𝑖 𝑛 ≥ ۱
𝑎۰
۲

𝑛 = ۰
𝑎−𝑛
۲
− 𝑏−𝑛

۲𝑖 𝑛 ≤ −۱

داری  م: پ  س
𝑐۰ =

۱
۲𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.



ک  ران  ه دار۲۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

:𝑛 ≥ ۱ ب  رای

𝑐𝑛 =
𝑎𝑛
۲
+ 𝑏𝑛

۲𝑖 =
۱
۲𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 + ۱

۲𝑝𝑖 
𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

= ۱
۲𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 − 𝑖 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝

 𝑑𝑥

= ۱
۲𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑒−

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥

:𝑛 ≤ −۱ ب  رای و

𝑐𝑛 =
𝑎−𝑛
۲
− 𝑏−𝑛

۲𝑖 =
۱
۲𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 + ۱

۲𝑝𝑖 
𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

= ۱
۲𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑒−

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥.

ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑐𝑛 =

۱
۲𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑒−

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥.

گ  وی  ن  د. م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه ض  رای  ب را 𝑐𝑛ه  ا و 𝑓م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری را ف  وق س  ری (۱ ت  ذک  ر.

اس  ت. ان  ت  ق  ال ق  اب  ل ف  وری  ه س  ری ف  رم  ول ب  ه 𝑐𝑛 ف  رم  ول از ن  م  ائ  ی ت  اب  ع در م  ن  ف  ی ع  لام  ت (۲

ن  م  ود. م  ح  اس  ب  ه ج  داگ  ان  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی ب  ع  ض  اً را 𝑐۰ م  ح  اس  ب  ه (۳

اس  ت. م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری ف  وری  ه، س  ری از م  ق  ص  ود ه  م  ی  ش  ه (۴

را 𝑓(𝑥 + ۲𝜋) = 𝑓(𝑥) و 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 ت  اب  ع ف  وری  ه س  ری .۱۲ . ۱ م  ث  ال
آوری  د. ب  ه دس  ت



م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری . ۴ . ۱۲۹

.𝑝 = 𝜋پ  س ۲𝑝 = ۲𝜋 چ  ون ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه را 𝑐𝑛ه  ا ک  اف  ی  س  ت ح  ل.

𝑐𝑛 =
۱
۲𝜋 

𝜋

−𝜋
𝑥𝑒𝑥𝑒−𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۱

۲𝜋 
𝜋

−𝜋
𝑥𝑒(۱−𝑖𝑛)𝑥 𝑑𝑥

= ۱
۲𝜋
 𝑥
۱ − 𝑖𝑛𝑒

(۱−𝑖𝑛)𝑥
𝜋
−𝜋
− ۱
۱ − 𝑖𝑛 

𝜋

−𝜋
𝑒(۱−𝑖𝑛)𝑥 𝑑𝑥

= ۱
۲𝜋
𝜋𝑒

𝜋(−۱)𝑛
۱ − 𝑖𝑛 + 𝜋𝑒

−𝜋(−۱)𝑛
۱ − 𝑖𝑛 − ۱

(۱ − 𝑖𝑛)۲ 𝑒
(۱−𝑖𝑛)𝑥

𝜋
−𝜋
.

داری  م: ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑐𝑛 =
(−۱)𝑛 cosh𝜋

۱ − 𝑖𝑛 − ۱
𝜋

(−۱)𝑛
(۱ − 𝑖𝑛)۲ sinh𝜋

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=−∞

(−۱)𝑛
۱ − 𝑖𝑛

 cosh𝜋 − sinh𝜋
𝜋(۱ − 𝑖𝑛)

𝑒𝑖𝑛𝑥.

پ  اره ای م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری از ک  ه ه  س  ت  ی  م ای  ن ب  ه دن  ب  ال ح  ال
اس  ت. راه گ  ش  ا زی  ر خ  اص  ی  ت ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده

اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک 𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=−∞
دن  ب  ال  ه .۱۱ . ۱ خ  اص  ی  ت

𝑉۵ =𝑓 ∶ [−𝑝, 𝑝] → ℝ ∶ پ  ی  وس  ت  ه، 𝑓 ،۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی 𝑓

𝑓′(−𝑝) = 𝑓′(𝑝) و 𝑓(−𝑝) = 𝑓(𝑝) پ  ی  وس  ت  ه، ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓″ و 𝑓′

ای  ن ص  ورت در .𝑔(𝑥 + ۲𝑝) = 𝑔(𝑥) و 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥), −𝑝 ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ب  گ  ی  ری  د ع  ل  ت.
𝑔″ و 𝑔′ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑔 ب  ه ع  لاوه اس  ت. ۲𝑝ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی 𝑔″(𝑥) و 𝑔′(𝑥) ،𝑔(𝑥)

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ،𝑛 ∈ ℕ ،±𝑛𝑝ن  ق  اط در 𝑔′ و ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه

𝑔(𝑥) =
∞

𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑔′(𝑥) =

∞

𝑛=−∞

𝑐𝑛
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑒

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. ن  ق  اط𝑛𝑝±ب  رق  رار در ت  س  اوی و

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 , 𝑓′(𝑥) =

∞

𝑛=−∞

𝑐𝑛
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑒

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝

𝑉۵اس  ت. ب  رای پ  ای  ه ی  ک 𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=−∞
پ  س اس  ت. ن  ق  اط𝑛𝑝±ب  رق  رار در ت  س  اوی و

اس  ت. م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب ف  وق ن  م  ائ  ی پ  ای  ه ت  ذک  ر.

ب  ازه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک در 𝑥 م  ت  غ  ی  ر دام  ن  ه چ  ن  ان چ  ه م  ت  ن  اوب: م  رزی ش  رای  ط
م  رزی ش  رای  ط ب  اش  د. م  س  ئ  ل  ه آن م  ج  ه  ول ت  اب  ع 𝑢 و [𝑎, 𝑏]

𝑢
𝑥=𝑎
= 𝑢

𝑥=𝑏
, 𝑢𝑥

𝑥=𝑎
= 𝑢𝑥

𝑥=𝑏

گ  وی  ن  د. م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط را

ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل اس  ت م  ط  ل  وب .۱۳ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑥𝑡 − 𝑢 + 𝑥𝑡, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥,

𝑢(−𝜋, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡), 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡)

ب  ا ن  م  ائ  ی پ  ای  ه آن ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س اس  ت. م  ت  ن  اوب ه  م  گ  ن م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ح  ل.
.𝑒𝑖𝑛𝑥

∞

𝑛=−∞
ی  ع  ن  ی اس  ت. 𝑝 = 𝜋
م  ی گ  ی  ری  م: ح  ال

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=−∞

𝑇𝑛(𝑡)𝑒𝑖𝑛𝑥

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از
∞

𝑛=−∞

�̇�𝑛(𝑡)𝑒𝑖𝑛𝑥 =
∞

𝑛=−∞

−𝑛۲𝑇𝑛(𝑡)𝑒𝑖𝑛𝑥 +
∞

𝑛=−∞

۲�̇�𝑛(𝑡)𝑖𝑛𝑒𝑖𝑛𝑥

−
∞

𝑛=−∞

𝑇𝑛(𝑡)𝑒𝑖𝑛𝑥 +
∞

𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑡𝑒𝑖𝑛𝑥



م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری . ۴ . ۱۳۱

آن در ک  ه

𝑐𝑛 =
۱
۲𝜋 

𝜋

−𝜋
𝑥𝑒−𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۱

۲𝜋𝑥
𝑒−𝑖𝑛𝑥
−𝑖𝑛 

𝜋
−𝜋
−

𝜋

−𝜋

𝑒−𝑖𝑛𝑥
−𝑖𝑛 𝑑𝑥

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۰ 𝑛 = ۰
(−۱)𝑛+۱
𝑖𝑛 𝑛 ≠ ۰.

پ  س اس  ت، ن  م  ائ  ی پ  ای  ه ب  رح  س  ب ج  م  لات ک  ل  ی  ه

�̇�𝑛(𝑡) = −𝑛۲𝑇𝑛(𝑡) + ۲𝑖𝑛�̇�𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡) + 𝑐𝑛𝑡

ی  ا
(۱ − ۲𝑖𝑛)�̇�𝑛(𝑡) + (𝑛۲ + ۱)𝑇𝑛 = 𝑐𝑛𝑡.

ب  ا اوّل م  رت  ب  ه خ  ط  ی م  ع  ادل  ه م  ان  ن  د آن ح  ل ل  ی  ک  ن اس  ت ش  ده ظ  اه  ر 𝑖 م  ع  ادل  ه ای  ن در اگ  رچ  ه
و (۱ − ۲𝑖𝑛)𝑟 + 𝑛۲ + ۱ = ۰ م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه اس  ت. ان  ج  ام ق  اب  ل ث  اب  ت ح  ق  ی  ق  ی ض  رای  ب

𝑟 = ۱ + 𝑛۲
۲𝑖𝑛 − ۱

.

م  ی ش  ود: آن ع  م  وم  ی ج  واب پ  س

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛𝑒
۱+𝑛۲
۱−۲𝑖𝑛 𝑡 + 𝑐𝑛

𝑛۲ + ۱
𝑡 − ۱ − ۲𝑖𝑛

𝑛۲ + ۱
.

م  ی ش  ود. ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

∞

𝑛=−∞

𝐴𝑛𝑒
۱+𝑛۲
۱−۲𝑖𝑛 𝑡 + 𝑐𝑛

𝑛۲ + ۱
𝑡 − ۱ − ۲𝑖𝑛

𝑛۲ + ۱
 𝑒𝑖𝑛𝑥.

اع  م  ال ع  م  وم  ی ج  واب ای  ن ب  ر را اول  ی  ه ش  رای  ط م  ی ب  ای  س  ت  ی م  س  ئ  ل  ه م  ط  ل  وب ج  واب ت  ع  ی  ی  ن ب  رای
ک  ن  ی  م.

𝑢(𝑥, ۰) =
∞

𝑛=−∞

𝐴𝑛 − 𝑐𝑛
۱ − ۲𝑖𝑛
(𝑛۲ + ۱)۲  𝑒

𝑖𝑛𝑥 = 𝑥 =
∞

𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒𝑖𝑛𝑥
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𝐴𝑛و = 𝑐𝑛۱ +
۱−۲𝑖𝑛
(𝑛۲+۱)۲ ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=−∞

𝑐𝑛۱ +
۱ − ۲𝑖𝑛
(𝑛۲ + ۱)۲

𝑒
۱+𝑛۲
۱−۲𝑖𝑛 𝑡 + 𝑐𝑛

𝑛۲ + ۱
𝑡 − ۱ − ۲𝑖𝑛

𝑛۲ + ۱
 𝑒𝑖𝑛𝑥.

اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ی  ک ت  اب  ع ای  ن ل  ی  ک  ن اس  ت ش  ده ظ  اه  ر 𝑖ج  واب ای  ن در اگ  رچ  ه ن  ک  ت  ه.

اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل زی  ر ف  رم  ول از م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط م  ن  اس  ب 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) ت  اب  ع ت  ذک  ر.

𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥۲ + 𝐵(𝑡)𝑥.

ه  ر ب  رای پ  ای  ه ای  ن ب  ن  اب  رای  ن اس  ت خ  ودش ج  ن  س از ن  م  ائ  ی پ  ای  ه م  ش  ت  ق  ات ک  ل  ی  ه چ  ون ت  ذک  ر.
اس  ت. م  ن  اس  ب م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط و ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی م  ع  ادل  ه

۴ . ۱ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه م  ع  ادلات ع  م  وم  ی ج  واب

۱. 𝑢𝑡 − ۴𝑢𝑥𝑥 = ۵۰𝑒−۲𝑥, −۱ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(−۱, 𝑡) = 𝑡 + 𝑢(۱, 𝑡), 𝑢𝑥(−۱, 𝑡) = 𝑢𝑥(۱, 𝑡)

۲. 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑡 + 𝑢 = 𝑥𝑡, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(−𝜋, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) + 𝑡, 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) − 𝑡

۳. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + ۴𝑢 = 𝑒𝑥𝑡, −۱ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(−۱, 𝑡) = 𝑢(۱, 𝑡) + 𝑡, 𝑢𝑥(−۱, 𝑡) = 𝑢𝑥(۱, 𝑡) − 𝑡,
𝑢𝑥𝑥(−۱, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(۱, 𝑡) + ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(−۱, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(۱, 𝑡)
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ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل

۴. 𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑥𝑡 + 𝑢 = 𝑒۲𝑥, −۱ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥,
𝑢(−۱, 𝑡) = 𝑒𝑡 + 𝑢(۱, 𝑡), 𝑢𝑥(−۱, 𝑡) = 𝑢𝑥(۱, 𝑡)

۵. 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑢 = 𝑒𝑡𝑥, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥,
𝑢(−𝜋, 𝑡) = 𝑡 + 𝑢(𝜋, 𝑡), 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) + ۱

۶. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢 = 𝑥𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۲, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥,
𝑢(۰, 𝑡) = 𝑢(۲, 𝑡), 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑢𝑥(۲, 𝑡) + 𝑡,
𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(۲, 𝑡) + ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(۲, 𝑡)

اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ۵ . ۱
دس  ت  ه آن ه  ا از ی  ک ه  ر ک  ه آوردی  م ب  ه دس  ت پ  ای  ه ن  وع س  ه گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش ه  ای در ب  ه ح  ال ت  ا

م  ی ک  ن  د. ح  ل را پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل از خ  اص  ی

م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق ح  ض  ور ب  دون دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۱
اس  ت. م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد

م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق ح  ض  ور ب  دون ن  ی  وم  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۲
اس  ت. م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد

اس  ت. م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب ن  م  ائ  ی پ  ای  ه (۳

ه  دف ن  ی  س  ت. ک  ارب  رد ق  اب  ل آن ه  ا ب  رای ف  وق پ  ای  ه ه  ای ک  ه دارد وج  ود دی  گ  ری زی  اد م  س  ائ  ل ل  ی  ک  ن
ت  ول  ی  د را گ  ون  اگ  ون م  رزی ش  رای  ط م  ن  اس  ب پ  ای  ه ت  ا ده  ی  م ارائ  ه را روش  ی ک  ه اس  ت ای  ن ب  خ  ش ای  ن از

اس  ت. اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ک  ار ای  ن اب  زار ک  ن  د.
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دوم م  رت  ب  ه م  ع  ادل  ه

𝑎۱(𝑥)𝑦″ + 𝑎۲(𝑥)𝑦′ + (𝑎۳(𝑥) + 𝜆) = ۰, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

م  ع  ادل  ه اس  ت، پ  ارام  ت  ر ی  ک 𝜆 و پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی 𝑎۳(𝑥) و 𝑎۲(𝑥) و 𝑎۱(𝑥) > ۰ آن در ک  ه
اس  ت. آن در 𝜆 پ  ارام  ت  ر ح  ض  ور ب  ه خ  اط  ر ن  ام  گ  ذاری ای  ن ع  ل  ت گ  وی  ی  م. اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل

ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ه  م  چ  ن  ی  ن

𝛼۱𝑦(𝑎) + 𝛼۲𝑦′(𝑎) = ۰

𝛽۱𝑦(𝑏) + 𝛽۲𝑦′(𝑏) = ۰

ه  س  ت  ن  د ث  اب  ت م  ق  ادی  ری 𝛽۲ و 𝛽۱ ،𝛼۲ ،𝛼۱ آن در ک  ه گ  وی  ی  م اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  رزی ش  رای  ط را
م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه .|𝛽۱| + |𝛽۲| ≠ ۰ و |𝛼۱| + |𝛼۲| ≠ ۰ و
ت  ع  ی  ی  ن م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل از م  ق  ص  ود گ  وی  ن  د. (م  ن  ظ  م) ل  ی  ووی  ل اش  ت  رم م  س  ئ  ل  ه را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل
ای  ن ت  ع  ی  ی  ن و دارد ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب م  س  ئ  ل  ه ای  ن آن  ه  ا از ی  ک ه  ر ب  ه ازای ک  ه 𝜆اس  ت م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه
و م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ت  ع  ی  ی  ن ب  ا و اس  ت م  ق  دم  ات  ی ک  ار ی  ک ک  ار ای  ن اس  ت. ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب

اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل خ  اص ج  واب ه  ای ای  ن 𝜆و م  ق  ادی  ر ای  ن م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه .۱۴ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑦″ + 𝜆𝑦 = ۰, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝

𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(𝑝) = ۰

م  ی ش  ود. ع  وض ف  وق م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب 𝜆ص  ورت م  ق  دار ب  ه ب  س  ت  ه ح  ل.

م  ی ش  ود: ع  م  وم  ی ج  واب ص  ورت ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = ۰ :۱ ح  ال  ت

𝑦 = 𝑐۱𝑥 + 𝑐۲.

ب  رای پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = ۰ م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا
ن  داری  م. ص  ف  ر غ  ی  ر 𝜆ج  واب = ۰
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ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = −𝛼۲ < ۰ :۲ ح  ال  ت

𝑦″ − 𝛼۲𝑦 = ۰

𝑟۲ − 𝛼۲ = ۰ ⟹ 𝑟 = ±𝛼

𝑦 = 𝑐۱ cosh𝛼𝑥 + 𝑐۲ sinh𝛼𝑥

𝑦(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۱ = ۰

𝑦′(𝑝) = ۰ ⟹ 𝑐۲ cosh𝛼𝑝 = ۰ ⟹ 𝑐۲ = ۰

ن  داری  م. ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ن  ی  ز ح  ال  ت ای  ن در پ  س

ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = 𝛽۲ > ۰ :۳ ح  ال  ت

𝑦″ + 𝛽۲𝑦 = ۰

𝑟۲ + 𝛽۲ = ۰ ⟹ 𝑟 = ±𝑖𝛽

𝑦 = 𝑐۱ cos 𝛽𝑥 + 𝑐۲ sin 𝛽𝑥

𝑦(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۱ = ۰

𝑦′(𝑝) = ۰ ⟹ 𝑐۲𝛽 cos 𝛽𝑝 = ۰

ی  ا cos 𝛽𝑝 = ۰ ب  گ  ی  ری  م ک  اف  ی  س  ت ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب داش  ت  ن ب  رای

𝛽 = 𝜋
𝑝 (𝑛 +

۱
۲
), 𝑛 = ۰, ±۱, ±۲,⋯

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝜆𝑛 =
𝜋۲

𝑝۲ (𝑛 +
۱
۲
)۲ , 𝑦𝑛(𝑥) = sin(𝑛 +

۱
۲
)𝜋𝑝 𝑥.

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  ت  ف  اوت ج  واب ب  ی  ن  ه  ای  ت 𝑛 = ۰, ۱, ب  رای⋯,۲ ک  ه

و دی  ری  ک  ل  ه غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  رای پ  ای  ه ی  ک  sin(𝑛 + ۱
۲ )
𝜋
𝑝 𝑥

∞

𝑛=۰
ک  ه دی  د خ  واه  ی  م ت  ذک  ر.

ن  ی  وم  ن غ  ی  ر
𝑢
𝑥=۰
= ۰ , 𝑢𝑥

𝑥=𝑝
= ۰

م  ی ن  ام  ی  م. چ  پ روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط را م  رزی ش  رای  ط ای  ن اس  ت.
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ح  ل ب  رای پ  ای  ه ب  ه ع  ن  وان اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ج  واب ه  ای از ک  ه ه  س  ت  ی  م ای  ن دن  ب  ال
داری  م. ج  ه  ت ای  ن در را زی  ر م  ط  ال  ب ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه

غ  ی  ر ج  واب اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ی  ک در 𝜆 = 𝜆۰ ب  رای اگ  ر خ  اص: ت  واب  ع و خ  اص م  ق  ادی  ر
را 𝑦۰(𝑥) و م  س  ئ  ل  ه ای  ن وی  ژه م  ق  دار ی  ک ی  ا خ  اص م  ق  دار ی  ک را 𝜆۰ آی  د. ب  ه دس  ت 𝑦۰(𝑥) ص  ف  ر

گ  وی  ن  د. خ  اص م  ق  دار ای  ن ب  ه واب  س  ت  ه وی  ژه ت  اب  ع ی  ک ی  ا خ  اص ت  اب  ع ی  ک

𝑉 م  ج  م  وع  ه و [𝑎, 𝑏] دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک 𝑠(𝑥) > ۰ ک  ن  ی  د ف  رض داخ  ل  ی: ض  رب
م  ق  دار 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑉 ب  رای ب  اش  د. [𝑎, 𝑏] دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  واب  ع ب  رداری ف  ض  ای
⟨𝑓, 𝑔⟩ ب  ا و گ  وی  ن  د 𝑠(𝑥) وزن ت  اب  ع ب  ه ن  س  ب  ت 𝑔 و 𝑓داخ  ل  ی ض  رب 𝑏∫را

𝑎
𝑠(𝑥)𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

اگ  ر ع  م  ود ان  د ه  م ب  ر داخ  ل  ی ض  رب ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت 𝑔 و 𝑓 م  ی گ  وی  ن  د م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان
.⟨𝑓, 𝑔⟩ = ۰

زی  ر خ  واص در ت  اب  ع ای  ن ℝاس  ت. 𝑉ب  ه ×𝑉 از ت  اب  ع ی  ک ف  وق داخ  ل  ی ض  رب ک  ن  ی  د ت  وج  ه
م  ی ک  ن  د. ص  دق

داری  م: 𝑓۱, 𝑓۲, 𝑔 ∈ 𝑉 و 𝑎, 𝑏 ∈ ℝب  رای (۱

⟨𝑎𝑓۱ + 𝑏𝑓۲, 𝑔⟩ = 𝑎⟨𝑓۱, 𝑔⟩ + 𝑏⟨𝑓۲, 𝑔⟩.

.⟨𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑔, 𝑓⟩ ،𝑓, 𝑔 ∈ 𝑉 ب  رای (۲

اس  ت. ب  رق  رار 𝑓 = ۰ ب  رای ت  ن  ه  ا ⟨𝑓, 𝑓⟩ = ۰ و ⟨𝑓, 𝑓⟩ ≥ ۰ ،𝑓 ∈ 𝑉 ب  رای (۳

و 𝑞(𝑥) ت  اب  ع ب  ه ن  ی  از اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه خ  اص ت  واب  ع و خ  اص م  ق  ادی  ر خ  واص ب  ی  ان ب  رای
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ض  رای  ب روی از ک  ه اس  ت زی  ر 𝑠(𝑥)

𝑞(𝑥) = 𝑎۳(𝑥)
𝑎۱(𝑥)

𝑝(𝑥) , 𝑠(𝑥) = 𝑝(𝑥)
𝑎۱(𝑥)

آن در ک  ه

𝑝(𝑥) = 𝑒
∫𝑥
𝑎
𝑎۲(𝑥)
𝑎۱(𝑥)

𝑑𝑥
.
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ای  ن ن  وش  ت. م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ت  واب  ع ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا
گ  وی  ن  د. اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ک  ان  ون  ی  ک ف  رم را م  ع  ادل  ه

(𝑝(𝑥)𝑦′)′ + 𝑞(𝑥) + 𝜆𝑠(𝑥)𝑦 = ۰

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را خ  اص ت  واب  ع و خ  اص م  ق  ادی  ر خ  واص

اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ی  ک خ  اص م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه خ  اص). (م  ق  ادی  ر ۱۲ . ۱ خ  اص  ی  ت
را آن  ه  ا م  ق  دار ان  د. ح  داق  ل دارای و ش  م  ارا ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از م  ج  م  وع  ه ای  ن ح  ق  ی  ق  ی ان  د. اع  داد
م  ی ت  وان {𝜆𝑛}∞𝑛=۰ دن  ب  ال  ه ب  ه ص  ورت را آن  ه  ا ی  ع  ن  ی ن  م  ود. م  ن  ظ  م م  ی ت  وان ص  ع  ودی ب  ه ت  رت  ی  ب

.lim𝑛→∞ 𝜆𝑛 = ∞ ب  ه ع  لاوه .𝜆۰ < 𝜆۱ < 𝜆۲ < ⋯ < 𝜆𝑛 < ⋯ و ن  وش  ت

خ  اص، ت  اب  ع ی  ک ً دق  ی  ق  ا خ  اص م  ق  دار ه  ر ب  ه ازای خ  اص). (ت  واب  ع ۱۳ . ۱ خ  اص  ی  ت
ب  ه ن  س  ب  ت م  ت  ف  اوت خ  اص م  ق  ادی  ر خ  اص ت  واب  ع ه  م  چ  ن  ی  ن داری  م. ع  ددی، ض  ری  ب از ص  رف ن  ظ  ر

ع  م  ود ان  د. ب  ره  م 𝑠(𝑥) = 𝑝(𝑥)
𝑎۱(𝑥)

وزن ت  اب  ع

اس  ت. خ  اص ت  واب  ع ب  ودن پ  ای  ه ب  ی  ان  گ  ر ک  ه داری  م زی  ر خ  اص  ی  ت در را اس  اس  ی ن  ت  ی  ج  ه

خ  اص م  ق  ادی  ر {𝜆𝑛}∞𝑛=۰ ک  ن  ی  د ف  رض ی  اف  ت  ه). ت  ع  م  ی  م ف  وری  ه (س  ری ۱۴ . ۱ خ  اص  ی  ت
آن گ  اه ب  اش  د. اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ی  ک در آن ب  ر م  ن  ط  ب  ق خ  اص ت  واب  ع {𝜙𝑛(𝑥)}∞𝑛=۰ و

اس  ت. زی  ر ب  رداری ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک {𝜙𝑛}∞𝑛=۰

𝑉 =𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ ∶ پ  ی  وس  ت  ه، ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓

𝛽۱𝑓(𝑏) + 𝛽۲𝑓′(𝑏) = ۰ و 𝛼۱𝑓(𝑎) + 𝛼۲𝑓′(𝑎) = ۰ 

ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود {𝑐𝑛}∞𝑛=۰ ع  ددی دن  ب  ال  ه ی  ع  ن  ی

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۰

𝑐𝑛𝜙𝑛(𝑥).
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س  ری م  ق  دار 𝑓ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در و ت  اب  ع م  ق  دار ب  ا ب  راب  ر س  ری م  ق  دار 𝑓پ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در
ق  اب  ل زی  ر ف  رم  ول از 𝑐𝑛ه  ا ب  ه ع  لاوه اس  ت. ن  ق  ط  ه آن در 𝑓راس  ت و چ  پ ح  د م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا ب  راب  ر

اس  ت. ح  ص  ول

𝑐𝑛 =
⟨𝑓, 𝜙𝑛⟩
⟨𝜙𝑛, 𝜙𝑛⟩

ف  وری  ه س  ری و ت  اب  ع ب  ی  ن ت  س  اوی گ  وی  ن  د. 𝑓 ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ف  وری  ه س  ری را ف  وق س  ری (۱ ت  ذک  ر.
ب  ود. خ  واه  د ن  ق  ط  ه م  ت  ن  ه  ای ت  ع  دادی در اح  ت  م  الاً ب  ه ج  ز ن  ق  ط  ه وار ت  س  اوی آن، ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م

ت  ع  م  ی  م ف  وری  ه س  ری ای  ن ص  ورت در ک  ن  د ص  دق اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  رزی ش  رای  ط در 𝑓(𝑥) اگ  ر (۲
ف  وری  ه س  ری و 𝑓(𝑥)ب  ی  ن ت  س  اوی ل  ی  ک  ن م  ی ک  ن  د. ص  دق م  رزی ش  رای  ط ای  ن در ن  ی  ز آن ی  اف  ت  ه

ن  ب  اش  د. ب  رق  رار اس  ت م  م  ک  ن م  رزی ن  ق  اط در آن ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م

گ  وی  ن  د. ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ف  وری  ه ض  رای  ب را 𝑐𝑛 ه  ا (۳

م  س  ئ  ل  ه خ  اص ت  واب  ع ح  س  ب ب  ر را 𝑓(𝑥) = 𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ت  اب  ع .۱۵ . ۱ م  ث  ال
ده  ی  د. ب  س  ط زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑦″ + 𝜆𝑦 = ۰,

𝑦′(۰) = ۰, 𝑦(𝑝) = ۰

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت را خ  اص ت  واب  ع و خ  اص م  ق  ادی  ر اب  ت  دا ح  ل.

،𝜆 = ۰ :۱ ح  ال  ت
𝑦″ = ۰ ⟹ 𝑦 = 𝑐۱𝑥 + 𝑐۲
𝑦′(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۱ = ۰

𝑦(𝑝) = ۰ ⟹ 𝑐۲ = ۰

ن  ی  س  ت. خ  اص م  ق  دار ی  ک ،𝜆 = ۰ پ  س
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م  ی ش  ود: م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = −𝛼۲ < ۰ :۲ ح  ال  ت

𝑦 = 𝑐۱ cosh𝛼𝑥 + 𝑐۲ sinh𝛼𝑥

𝑦′(۰) = ۰ ⟹ 𝛼𝑐۲ = ۰ ⟹ 𝑐۲ = ۰

𝑦(𝑝) = ۰ ⟹ 𝑐۱ cosh𝛼𝑝 = ۰ ⟹ 𝑐۱ = ۰

ن  داری  م. م  ن  ف  ی خ  اص م  ق  دار پ  س

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ع  م  وم  ی ج  واب ح  ال  ت ای  ن در ،𝜆 = 𝛽۲ > ۰ :۳ ح  ال  ت

𝑦 = 𝑐۱ cos 𝛽𝑥 + 𝑐۲ sin 𝛽𝑥

𝑦′(۰) = ۰ ⟹ 𝛽𝑐۲ = ۰ ⟹ 𝑐۲ = ۰

𝑦(𝑝) = ۰ ⟹ 𝑐۱ cos 𝛽𝑝 = ۰

ی  ا 𝛽𝑝 = (𝑛 + ۱
۲ )𝜋 ب  ای  د ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در

𝛽 = (𝑛 + ۱
۲
)𝜋𝑝 , 𝜆 = (𝑛 + ۱

۲
)۲𝜋

۲

𝑝۲

و
𝑦𝑛(𝑥) = cos(𝑛 +

۱
۲
)𝜋𝑝 𝑥.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ای  ن از ح  اص  ل پ  ای  ه پ  س

 cos(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥𝑝 

∞

𝑛=۰

[۰, 𝑝] دام  ن  ه ب  ا 𝑓 پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع ب  س  ط ام  ک  ان اخ  ی  ر خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ی  ع  ن  ی: دارد. وج  ود پ  ای  ه ای  ن ب  رح  س  ب

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۰

𝑐𝑛 cos(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥𝑝

اس  ت. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ض  رای  ب آن در ک  ه

𝑐𝑛 =
∫𝑝
۰
𝑓(𝑥) cos(𝑛 + ۱

۲ )
𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥

∫𝑝
۰
cos۲(𝑛 + ۱

۲ )
𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥

= ۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥.
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ن  ب  اش  د. ب  رق  رار ت  اب  ع و س  ری ب  ی  ن ت  س  اوی اس  ت م  م  ک  ن ب  ازه م  رزی ن  ق  اط در
،𝑓(𝑥) = 𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ت  اب  ع ب  رای م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان

𝑐𝑛 =
۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑥 cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = ۲

𝑝𝑥
𝑝

𝜋(𝑛 + ۱
۲ )
sin(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥𝑝 

𝑝

۰

−
𝑝

۰

𝑝
𝜋(𝑛 + ۱

۲ )
sin(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 =

۴𝑝(−۱)𝑛
(۲𝑛 + ۱)𝜋 −

۸𝑝
(۲𝑛 + ۱)۲𝜋۲ .

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

𝑥 =
∞

𝑛=۰


۴𝑝(−۱)𝑛
(۲𝑛 + ۱)𝜋 −

۸𝑝
(۲𝑛 + ۱)۲𝜋۲  cos(𝑛 +

۱
۲
)𝜋𝑥𝑝 , ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝.

ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ت  س  اوی م  رزی ن  ق  ط  ه دو در م  ی ش  ود م  ش  اه  ده

آن  ه  ا ب  ه واب  س  ت  ه خ  اص ت  واب  ع و {𝜆𝑛}∞𝑛=۰ خ  اص م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه ب  ه ای  ن ک  ه ن  ظ  ر ت  ذک  ر.
داری  م: ی  ع  ن  ی م  ی ک  ن  د، ص  دق اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه در {𝜙𝑛(𝑥)}∞𝑛=۰

𝑎۱(𝑥)𝜙″𝑛(𝑥) + 𝑎۲(𝑥)𝜙′𝑛(𝑥) + (𝑎۳ + 𝜆𝑛)𝜙𝑛 = ۰

ی  ا
𝑎۱(𝑥)𝜙″𝑛 + 𝑎۲(𝑥)𝜙′𝑛 = −𝑎۳(𝑥)𝜙𝑛 − 𝜆𝑛𝜙𝑛.

زی  ر ش  رای  ط ک  ه ک  رد اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از م  س  ائ  ل  ی ب  رای پ  ای  ه ای  ن از
ب  اش  د. ب  رق  رار

ب  اش  د. داش  ت  ه ت  ط  ب  ی  ق اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط (۱
ی  ع  ن  ی:

𝛼۱𝑢 + 𝛼۲𝑢𝑥 
𝑥=𝑎
= ۰

𝛽۱𝑢 + 𝛽۲𝑢𝑥 
𝑥=𝑏

= ۰
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ش  ده ظ  اه  ر م  ش  ت  ق  ات از ف  اک  ت  وره  ای  ی ب  ه ش  ک  ل م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ش  ده ظ  اه  ر م  ش  ت  ق  ات (۲
ب  ه ش  ک  ل: ی  ع  ن  ی ب  اش  د. واب  س  ت  ه اش  ت  ورم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه در

𝑎۱(𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎۲(𝑥)𝑢𝑥

ی  ا
𝑎۱(𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎۲(𝑥)𝑢𝑥𝑡 و 𝑎۱(𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎۲(𝑥)𝑢𝑥𝑡𝑡

اس  ت. 𝑡 ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق 𝑡ان  دی  س از م  ن  ظ  ور آن در ک  ه

اس  ت. زی  ر م  س  ای  ل ح  ل م  ن  اس  ب  cos(𝑛 + ۱
۲ )
𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۰
پ  ای  ه م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝, 𝑡 ≥ ۰

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡۲, 𝑢(𝑝, 𝑡) = 𝑡
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝, 𝑡 ≥ ۰

𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑝, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡۲, 𝑢𝑥𝑥(𝑝, 𝑡) = ۲

اس  ت. زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه خ  اص ت  واب  ع  sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۱
پ  ای  ه ت  ذک  ر.

𝑦″ + 𝜆𝑦 = ۰, 𝑦(۰) = ۰, 𝑦(𝑝) = ۰.

اس  ت. زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه خ  اص ت  واب  ع  cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 
∞

𝑛=۰
پ  ای  ه ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑦″ + 𝜆𝑦 = ۰, 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦′(𝑝) = ۰.

داری  م. ت  وض  ی  ح  ات  ی آن  ه  ا از ی  ک ه  ر درب  اره ای  ن ج  ا در آورده ای  م. ب  ه دس  ت پ  ای  ه پ  ن  ج ب  ه ح  ال ت  ا

ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن : sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۱
ی  ع  ن  ی ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۱

ف  رد م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در ای  ن ک  ه ب  ر م  ش  روط اس  ت 𝑢
𝑥=𝑝

و 𝑢
𝑥=۰

ی  ع  ن  ی، دی  ری  ک  ل  ه م  رزی
ب  اش  د. ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت
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ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن : cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 
∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی ق  دی  م ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۲

ف  رد م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در ای  ن ک  ه ب  ر م  ش  روط اس  ت 𝑢𝑥
𝑥=𝑝

و 𝑢𝑥
𝑥=۰

ی  ع  ن  ی، ن  ی  وم  ن م  رزی
ب  اش  ی  م. ن  داش  ت  ه 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت

م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ه  ر ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن :𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=−∞
ی  ع  ن  ی ن  م  ائ  ی پ  ای  ه (۳

اس  ت. 𝑢𝑥
𝑥=𝑝
− 𝑢𝑥

𝑥=−𝑝
و 𝑢

𝑥=𝑝
− 𝑢

𝑥=−𝑝
ی  ع  ن  ی، م  ت  ن  اوب

ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن : sin(𝑛 + ۱
۲ )
𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۴

ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق و ب  اش  د ش  ده داده 𝑢
𝑥=۰

و 𝑢𝑥
𝑥=𝑝

ی  ع  ن  ی، چ  پ روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط
ن  ب  اش  د. م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت

ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن : cos(𝑛 + ۱
۲ )
𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی ج  دی  د ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (۵

از م  ش  ت  ق ای  ن ک  ه ب  ر م  ش  روط اس  ت 𝑢𝑥
𝑥=۰

و 𝑢
𝑥=𝑝

ی  ع  ن  ی، راس  ت روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط
ب  اش  د. ن  ش  ده ظ  اه  ر م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه

ف  رم  ول از ف  وری  ه ض  رای  ب وک  س  ی  ن  وس  ی ه  ا س  ی  ن  وس  ی ه  ا پ  ای  ه ه  ای ب  رای ت  ذک  ر.

𝑐𝑛 =
۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥)𝜙𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

ف  رم  ول از ف  وری  ه ض  رای  ب ن  م  ائ  ی پ  ای  ه ب  رای و م  ی آی  ن  د ب  ه دس  ت

𝑐𝑛 =
۱
۲𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝜙𝑛(𝑥) 𝑑𝑥.

م  ی ش  ون  د. م  ح  اس  ب  ه

اگ  ر اس  ت م  س  ئ  ل  ه ی  ک ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای ت  ذک  ر.

ک  ن  د. ص  دق م  س  ئ  ل  ه آن ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در (۱

س  ری ه  ای ک  ل  ی  ه ده  ی  م ق  رار م  ع  ادل  ه در و ب  ن  وی  س  ی  م پ  ای  ه ای  ن ح  س  ب ب  ر را م  س  ئ  ل  ه ج  واب (۲
ب  اش  د. پ  ای  ه ای  ن ح  س  ب ب  ر ش  ده ظ  اه  ر ف  وری  ه
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اس  ت. زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب  sin(𝑛 + ۱
۲ )𝑥

∞

𝑛=۰
پ  ای  ه .۱۶ . ۱ م  ث  ال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥۲

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑡۲, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت ن  ی  ز ب  الات  ر م  رت  ب  ه اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ائ  ل ت  ذک  ر.

۵ . ۱ ت  م  ری  ن
ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ائ  ل

.𝑦″ + ۲𝑦′ + 𝜆𝑦 = ۰, 𝑦(۰) = ۰, 𝑦(۱) = ۰ . ۱

.𝑦″ + ۲𝑦′ + 𝜆𝑦 = ۰, 𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(۱) = ۰ . ۲

.𝑦″ − ۲𝑦′ + 𝜆𝑦 = ۰, 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦′(𝜋) = ۰ . ۳

.𝑥۲𝑦″ + 𝑥𝑦′ + 𝜆𝑦 = ۰, 𝑦(۱) = ۰, 𝑦(𝑒) = ۰ . ۴

.(۱ + 𝑥)۲𝑦″ + ۲(۱ + 𝑥)𝑦′ + 𝜆𝑦 = ۰, 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦′(۱) = ۰ . ۵

ب  س  ط زی  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه خ  اص ت  واب  ع ب  رح  س  ب [۰, 𝜋]روی را 𝑓(𝑥) = 𝑥۲ ت  اب  ع . ۶
ده  ی  د.

𝑦″ + ۲𝑦′ + 𝜆𝑦 = ۰, 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦(𝜋) = ۰.
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ج  داس  ازی روش ۶ . ۱
م  رزی ش  رط ه  ر ب  رای چ  گ  ون  ه دی  دی  م اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ع  ن  وان ت  ح  ت ق  ب  ل ب  خ  ش در
ه  س  ت  ی  م ای  ن دن  ب  ال ب  خ  ش ای  ن در ک  ن  ی  م. ت  ول  ی  د پ  ای  ه آن، م  ع  ادل  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل
چ  گ  ون  ه م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا پ  اره ای م  ش  ت  ق  ات ب  ا م  ع  ادلات ش  ده داده م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  رای ک  ه
م  س  ئ  ل  ه، ای  ن از ح  اص  ل پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا و ب  ن  وی  س  ی  م را آن م  ن  اس  ب اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه

ک  ن  ی  م. ح  ل را پ  اره ای م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه
و م  س  ئ  ل  ه م  ک  ان م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای از ی  ک  ی 𝑥 و م  ع  ادل  ه م  ج  ه  ول ت  اب  ع 𝑢 ک  ن  ی  د ف  رض
ج  م  لات ک  ل  ی  ه اب  ت  دا ای  ن  ک  ار ب  رای ب  ن  وی  س  ی  م. را 𝑥 ب  ه م  رب  وط اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ب  خ  واه  ی  م
م  ش  ت  ق  ات ب  ه ن  س  ب  ت س  پ  س م  ی ن  وی  س  ی  م. ه  م ک  ن  ار و ج  دا م  ع  ادل  ه از را 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق ح  اوی
−𝜆𝑢 ب  راب  ر را 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق  ات از ی  ک ه  ر م  ی گ  ی  ری  م. ف  اک  ت  ور دی  گ  ر م  ت  غ  ی  ره  ای ی  ک  س  ان
ای  ن از ی  ک ه  ر م  ی آی  د. ب  ه دس  ت اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه چ  ن  د ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب م  ی ده  ی  م. ق  رار
ح  اص  ل پ  ای  ه  ه  ای چ  ن  ان چ  ه م  ی ک  ن  ی  م. ح  ل م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  ا را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادلات

اس  ت. م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن ب  اش  د. ی  ک  س  ان

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر م  س  ئ  ل  ه م  ن  اس  ب پ  ای  ه .۱۷ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥۲,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑡۲, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

از ع  ب  ارت  ن  د 𝑥م  ش  ت  ق  ات ب  ه م  رب  وط ج  م  لات ح  ل.

𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡.

م  س  ئ  ل  ه پ  س ک  ن  د. ب  ی  ان 𝑢ح  س  ب ب  ر را م  ش  ت  ق  ات ای  ن ک  ه ب  اش  د ط  وری ب  ای  د پ  ای  ه
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ک  ه ب  اش  د ط  وری ب  ای  د اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل

𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜆𝑢 , 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 = −𝜆′𝑢𝑡𝑡.



ج  داس  ازی روش . ۶ . ۱۴۵

م  ی ش  ود: اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادلات پ  س

𝑦(۴) + 𝜆𝑦 = ۰ , 𝑦″ + 𝜆′𝑦 = ۰.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ی  ز اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  رزی ش  رای  ط

𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(𝜋) = ۰, 𝑦″(۰) = ۰, 𝑦‴(𝜋) = ۰.

اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه

𝑦″ + 𝜆′𝑦 = ۰, 𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(𝜋) = ۰

م  ی ب  اش  د.  sin(𝑛 + ۱
۲ )𝑥

∞

𝑛=۰
خ  اص ت  واب  ع 𝜆′𝑛و = (𝑛 +

۱
۲ )

۲ خ  اص م  ق  ادی  ر دارای
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را دی  گ  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑦(۴) + 𝜆𝑦 = ۰,

𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(𝜋) = ۰, 𝑦″(۰) = ۰, 𝑦‴(𝜋) = ۰.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ع  م  وم  ی ج  واب ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = ۰ :۱ ح  ال  ت

𝑦 = 𝑐۱𝑥۳ + 𝑐۲𝑥۲ + 𝑐۱𝑥 + 𝑐.

م  ق  دار 𝜆 = ۰ پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = 𝑐۳ = 𝑐۴ = ۰ م  ی آوری  م، ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا
ن  ی  س  ت. خ  اص

ب  ا اس  ت ع  ب  ارت م  ع  ادل  ه ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = −𝛼۴ < ۰ :۲ ح  ال  ت

𝑦(۴) + 𝛼۴𝑦 = ۰

𝑟۴ + 𝛼۴ = ۰ ⟹ 𝑟 = 𝛼 ۴√−۱ = ±𝛼
۱

√۲
± 𝑖 ۱

√۲


داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را ع  م  وم  ی ج  واب پ  س

𝑦 = 𝑒
𝛼
√۲
𝑥𝑐۱ cos

𝛼
√۲
𝑥 + 𝑐۲ sin

𝛼
√۲
𝑥 + 𝑒

− 𝛼
√۲
𝑥𝑐۳ cos

𝛼
√۲
𝑥 + 𝑐۴ sin

𝛼
√۲
𝑥.
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خ  اص م  ق  دار پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = 𝑐۳ = 𝑐۴ = ۰ م  ی آوری  م، ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا
ن  داری  م. م  ن  ف  ی

داری  م. 𝑦(۴) + 𝑦 = ۰ ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه .𝜆 = 𝛽۴ :۳ ح  ال  ت

𝑟۴ − 𝛽۴ = ۰ ⟹ 𝑟 = ±𝛽, ±𝑖𝛽

𝑦 = 𝑐۱ cos 𝛽𝑥 + 𝑐۲ sin 𝛽𝑥 + 𝑐۳ cosh 𝛽𝑥 + 𝑐۴ sinh 𝛽𝑥

𝑦(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۱ + 𝑐۳ = ۰

𝑦″(۰) = ۰ ⟹ −𝑐۱ + 𝑐۳ = ۰.

ه  م  چ  ن  ی  ن .𝑐۱ = 𝑐۳ = ۰ پ  س

𝑦′(𝜋) = 𝛽𝑐۲ cos 𝛽𝜋 + 𝛽𝑐۴ cosh 𝛽𝜋 = ۰

𝑦‴(𝜋) = −𝛽۳𝑐۲ cos 𝛽𝜋 + 𝛽۳𝑐۴ cosh 𝛽𝜋 = ۰.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ب  رای ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑐۴ cosh 𝛽𝜋 = ۰ ⟹ 𝑐۴ = ۰

𝑐۲ cos 𝛽𝜋 = ۰ ⟹ 𝛽𝜋 = (𝑛 + ۱
۲
)𝜋.

.𝑦𝑛 = sin(𝑛 +
۱
۲ )𝑥 𝜆𝑛و = (𝑛 +

۱
۲ )

۲ ،𝛽𝑛 = (𝑛 +
۱
۲ ) ی  ا

م  ی ک  ن  د. ح  ل را م  س  ئ  ل  ه پ  ای  ه ای  ن پ  س م  ی ب  اش  د.  sin(𝑛 + ۱
۲ )𝑥

∞

𝑛=۰
پ  ای  ه ح  اص  ل پ  ای  ه

ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر ب  ا س  پ  س ک  ن  ی  م. ت  ع  ی  ی  ن م  رزی ش  رای  ط روی از را 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡)م  ی ب  ای  س  ت  ی اب  ت  دا ی  ع  ن  ی
ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ت  ا ب  ن  وی  س  ی  م 𝑣ب  رای را م  س  ئ  ل  ه 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡) م  ج  ه  ول

م  ی گ  ی  ری  م: ان  ت  ه  ا در گ  ردد.

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

𝑇𝑛(𝑡) sin(𝑛 +
۱
۲
)𝑥.

م  ی ش  ود. ک  ام  ل م  س  ئ  ل  ه ح  ل ت  ع  ی  ی  ن𝑇𝑛(𝑡)ه  ا و م  س  ئ  ل  ه در 𝑣 دادن ق  رار از
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ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ه  ای .۱۸ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 + ۲𝑢𝑧 + 𝑢 + 𝑥𝑦𝑧𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ۰,

𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑧, 𝑡) = ۰, 𝑢(𝑥, 𝜋, 𝑧, 𝑡) = ۰,

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝜋, 𝑡) = ۰

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑥 ب  ه م  رب  وط م  ش  ت  ق  ات ح  ل.

𝑢𝑥𝑥 , 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦.

ده  د: ب  ه دس  ت را زی  ر ت  س  اوی ه  ای ب  ای  د اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه پ  س

𝑢𝑥𝑥 = −𝜆𝑢 , 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 = −𝜆′𝑢𝑦𝑦.

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑥اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه پ  س

𝑋″(𝑥) + 𝜆𝑋 = ۰, 𝑋(۰) = ۰, 𝑋′(𝜋) = ۰.

ی  ع  ن  ی: م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑝 = 𝜋 ب  ا دوم س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل از

 sin(𝑛 +
۱
۲
)𝑥

∞

𝑛=۰
.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه آن ب  رای ک  ه ب  اش  د ط  وری ب  ای  د 𝑦اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه

𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 = −𝜆𝑢𝑥𝑥.

ب  اش  د. زی  ر ب  ه ص  ورت ب  ای  د م  س  ئ  ل  ه ای  ن پ  س

𝑦″(𝑦) + 𝜆𝑦 = ۰, 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦(𝜋) = ۰



ک  ران  ه دار۴۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ی  ع  ن  ی: م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑝 = 𝜋 دوم، ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل از

 cos(𝑛 +
۱
۲
)𝑦

∞

𝑛=۰
.

ک  ن  د. ب  رق  رار را زی  ر ت  س  اوی ت  ا ب  اش  د ط  وری م  ی ب  ای  س  ت  ی 𝑧 ب  ه م  رب  وط اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه

𝑢𝑧𝑧 + ۲𝑢𝑧 = −𝜆𝑢.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن پ  س

𝑍″(𝑧) + ۲𝑍′(𝑧) + 𝜆𝑍 = ۰.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ی  ز آن ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط

𝑍(۰) = ۰ , 𝑍(𝜋) = ۰.

از اس  ت ع  ب  ارت م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه

𝑟۲ + ۲𝑟 + 𝜆 = ۰.

و 𝑟 = ۰ و 𝑟 = −۲ ح  ال  ت ای  ن در .𝜆 = ۰ :۱ ح  ال  ت

𝑍 = 𝑐۱ + 𝑐۲𝑒−۲𝑧

ن  ی  س  ت. خ  اص 𝜆م  ق  دار = ۰ پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

.𝜆 = −𝛼۲ < ۰ :۲ ح  ال  ت

𝑟۲ + ۲𝑟 + 𝜆 = ۰

𝑟 = −۱ ± √۱ + 𝛼۲ = 𝑟۱, 𝑟۲ , 𝑟۱ > ۰, 𝑟۲ < ۰

𝑍 = 𝑐۱𝑒𝑟۱𝑧 + 𝑐۲𝑒𝑟۲𝑧

ن  داری  م. م  ن  ف  ی خ  اص م  ق  دار پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = ۰ م  ی آی  د ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا
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داری  م: .𝜆 = 𝛽۲ > ۰ :۳ ح  ال  ت

𝑟۲ + ۲𝑟 + 𝛽۲ = ۰ ⟹ 𝑟 = −۱ ±۱ − 𝛽۲

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت ،۱ − 𝛽۲ ≥ ۰ اگ  ر

𝑍 = 𝑐۱𝑒𝑟۱𝑧 + 𝑐۲𝑒𝑟۲𝑧, 𝑟۱ < ۰, 𝑟۲ < ۰

ج  واب ه  م ۰ ≤ 𝜆 ≤ ۱ ب  رای پ  س .𝑐۱ = 𝑐۲ = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا
ن  داری  م. ی  ک و ص  ف  ر ب  ی  ن خ  اص م  ق  دار ی  ا ن  داری  م. ص  ف  ر غ  ی  ر

و 𝑟 = −۱ ± 𝑖𝛾ص  ورت ای  ن در ۱ − 𝛽۲ = −𝛾۲ < ۰ اگ  ر

𝑍 = 𝑒−𝑧𝑐۱ cos 𝛾𝑧 + 𝑐۲ sin 𝛾𝑧

𝑍(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۱ = ۰

𝑍(𝜋) = ۰ ⟹ 𝑐۲𝑒−𝜋 sin 𝛾𝜋 = ۰ ⟹ sin𝛾𝜋 = ۰

⟹ 𝛾𝜋 = 𝑛𝜋 ⟹ 𝛾 = 𝑛

.𝑛 = ۱, ۲,⋯ ،𝑒−𝑧 sin 𝑛𝑧خ  اص ت  واب  ع و 𝜆𝑛 = ۱ + 𝑛۲ از ع  ب  ارت ان  د خ  اص م  ق  ادی  ر پ  س
از اس  ت ع  ب  ارت 𝑧 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س

𝑒−𝑧 sin 𝑛𝑧
∞

𝑛=۱
.

اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑓(𝑧) =
∞

𝑛=۱
𝑐𝑛𝑒−𝑧 sin 𝑛𝑧

ای  ن ص  ورت در
𝑐𝑛 =

۲
𝜋 

𝜋

۰
𝑒𝑧𝑓(𝑧) sin 𝑛𝑧 𝑑𝑧.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای را زی  ر پ  ای  ه ه  ای ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

 sin(𝑛 +
۱
۲
)𝑥

∞

𝑛=۰
,  cos(𝑚 +

۱
۲
)𝑦

∞

𝑚=۰
, 𝑒−𝑧 sin 𝑘𝑧

∞

𝑘=۱
.
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ب  ای  د ای  ن ک  ار ب  رای ک  ن  ی  م. ح  ل را م  س  ئ  ل  ه پ  ای  ه ه  ا ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا چ  گ  ون  ه اس  ت ای  ن س  وال ح  ال
ب  گ  ی  ری  م.

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

∞

𝑚=۰

∞

𝑘=۱
𝑇𝑛𝑚𝑘(𝑡) sin(𝑛 +

۱
۲
)𝑥 cos(𝑚 + ۱

۲
)𝑦 𝑒−𝑧 sin 𝑘𝑧

آن ع  ل  ت م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ن  ه  ای  ی ج  واب و ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل 𝑇𝑛𝑚𝑘(𝑡) م  س  ئ  ل  ه در آن دادن ق  رار ب  ا
داش  ت. خ  واه  ی  م م  ض  اع  ف ف  وری  ه س  ری ع  ن  وان ت  ح  ت ب  ع  دی ب  خ  ش در را

۶ . ۱ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر م  س  ائ  ل م  ک  ان م  ت  غ  ی  ره  ای از ی  ک ه  ر اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه

۱. 𝑢𝑡𝑡 + ۲𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑥 + 𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,
𝑢(۰, 𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑢(۱, 𝑡) = 𝑡

۲. 𝑢𝑡 − ۴𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = 𝑡۲

۳. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 + 𝑢 + 𝑥𝑦𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑦,
𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡۲, 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = 𝑦۲𝑡,
𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑥۲𝑡۲, 𝑢𝑦(𝑥, ۱, 𝑡) = 𝑥𝑡

۴. 𝑟۲𝑢𝑟𝑟 + 𝑟𝑢𝑟 + 𝑢𝜃𝜃 = 𝑟 sin 𝜃, ۰ ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, ۱ ≤ 𝑟 ≤ ۲
𝑢(𝑟, ۰) = 𝑟, 𝑢𝜃(𝑟, 𝜋) = ۰, 𝑢(۱, 𝜃) = 𝜃, 𝑢(۲, 𝜃) = ۰
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۵. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 + ۴𝑢𝑦 + 𝑢𝑧𝑧, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦۲, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑦𝑧۲,
𝑢(۰, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑧𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑦𝑡۲,
𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑧, 𝑡) = 𝑥𝑡, 𝑢𝑦(𝑥, ۱, 𝑧, 𝑡) = 𝑧𝑡,
𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, ۰, 𝑡) = 𝑦𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑦, ۱, 𝑡) = 𝑥𝑡۲

۶. 𝑢𝑡𝑡 + ۲𝑢𝑡 + 𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑡۲, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥,
𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡۲, 𝑢(۱, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥(۱, 𝑡) = 𝑡

چ  ن  دگ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ۷ . ۱

دوت  ا از ب  ی  ش  ت  ر ی  ا و دو م  ک  ان م  ت  غ  ی  ره  ای ت  ع  داد پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی در
اس  ت. پ  ذی  ر ان  ج  ام پ  ای  ه ت  ه  ی  ه آن ه  ا از ی  ک ه  ر ب  رای اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت.
م  س  ئ  ل  ه ج  واب و م  ی آی  د ب  ه دس  ت دو از ب  ی  ش  ت  ر ی  ا م  ت  غ  ی  ره دو پ  ای  ه پ  ای  ه ه  ا آن ح  اص  ل ض  رب از
و س  ری ای  ن ن  م  ای  ش ب  خ  ش ای  ن از ه  دف اس  ت. ارائ  ه ق  اب  ل چ  ن  دگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ی  ک ب  ه ص  ورت

اس  ت. آن ض  رای  ب
۲𝑝 > ۰ ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع  ی 𝑓(𝑥, 𝑦) ک  ن  ی  د ف  رض

ن  وش  ت: م  ی ت  وان م  ع  ی  ن 𝑦ب  رای ب  اش  د. 𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت ۲𝑞 > ۰ و 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑎۰(𝑦)
۲

+
∞

𝑛=۱
𝑎𝑛(𝑦) cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 + 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝


𝑎𝑛(𝑦) =
۱
𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥, 𝑦) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥, 𝑛 = ۰, ۱, ۲,⋯

𝑏𝑛(𝑦) =
۱
𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥, 𝑦) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥, 𝑛 = ۱, ۲,۳,⋯

ه  س  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه و ۲𝑞 > ۰ ت  ن  اوب ب  ادوره ت  ن  اوب  ی ن  ی  ز 𝑏𝑛(𝑦) و 𝑎𝑛(𝑦) ت  واب  ع



ک  ران  ه دار۵۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ف  وری  ه ان  د. س  ری دارای پ  س

𝑎𝑛(𝑦) =
𝑎𝑛۰
۲
+

∞

𝑚=۱

𝑎𝑛𝑚 cos
𝑚𝜋𝑦
𝑞 + 𝑏𝑛𝑚 sin

𝑚𝜋𝑦
𝑞
,

𝑎𝑛𝑚 =
۱
𝑞 

𝑞

−𝑞
𝑎𝑛(𝑦) cos

𝑚𝜋𝑦
𝑞 𝑑𝑦

= ۱
𝑝𝑞 

𝑝

−𝑝


𝑞

−𝑞
𝑓(𝑥, 𝑦) cos 𝑚𝜋𝑦𝑞 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝑏𝑛𝑚 =
۱
𝑞 

𝑞

−𝑞
𝑏𝑛(𝑦) sin

𝑚𝜋𝑦
𝑞 𝑑𝑦

= ۱
𝑝𝑞 

𝑝

−𝑝


𝑞

−𝑞
𝑓(𝑥, 𝑦) sin 𝑚𝜋𝑦𝑞 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦.

𝑏𝑛(𝑦) =
𝑐𝑛۰
۲
+

∞

𝑚=۱

𝑐𝑛𝑚 cos
𝑚𝜋𝑦
𝑞 + 𝑑𝑛𝑚 sin

𝑚𝜋𝑦
𝑞
,

𝑐𝑛𝑚 =
۱
𝑞 

𝑞

−𝑞
𝑏𝑛(𝑦) cos

𝑚𝜋𝑦
𝑞 𝑑𝑦

= ۱
𝑝𝑞 

𝑝

−𝑝


𝑞

−𝑞
𝑓(𝑥, 𝑦) cos 𝑚𝜋𝑦𝑞 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝑑𝑛𝑚 =
۱
𝑞 

𝑞

−𝑞
𝑏𝑛(𝑦) sin

𝑚𝜋𝑦
𝑞 𝑑𝑦

= ۱
𝑝𝑞 

𝑝

−𝑝


𝑞

−𝑞
𝑓(𝑥, 𝑦) sin 𝑚𝜋𝑦𝑞 sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦.
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م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ق  ب  ل  ی ف  وری  ه س  ری در ف  وری  ه س  ری ه  ای ای  ن دادن ق  رار از

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎۰۰
۴
+ ۱
۲

∞

𝑚=۱

𝑎۰𝑚 cos
𝑚𝜋𝑦
𝑞 + 𝑏۰𝑚 sin

𝑚𝜋𝑦
𝑞


+ ۱
۲

∞

𝑛=۱
𝑎𝑛۰ cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 + 𝑐𝑛۰ sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝


+
∞

𝑛=۱

∞

𝑚=۱

𝑎𝑛𝑚 cos
𝑛𝜋𝑥
𝑝 cos 𝑚𝜋𝑦𝑞 + 𝑏𝑛𝑚 cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝 sin 𝑚𝜋𝑦𝑞

+ 𝑐𝑛𝑚 sin
𝑛𝜋𝑥
𝑝 cos 𝑚𝜋𝑦𝑞 + 𝑑𝑛𝑚 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 sin 𝑚𝜋𝑦𝑞 

ب  ه ص  ورت را آن م  خ  ت  ل  ط ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا گ  وی  ن  د. 𝑓 دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری را س  ری ای  ن
ن  وش  ت: م  ی ت  وان زی  ر ف  ش  رده

𝑓(𝑥, 𝑦) =
∞

𝑛=−∞

∞

𝑚=−∞

𝑐𝑛𝑚𝑒
𝑖(𝑚𝜋𝑞 𝑦+

𝑛𝜋
𝑝 𝑥)

𝑐𝑛𝑚 =
۱

۴𝑝𝑞 
𝑝

−𝑝


𝑞

−𝑞
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑖(

𝑚𝜋
𝑞 𝑦+

𝑛𝜋
𝑝 𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

خ  اص  ی  ت م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو ح  اوی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ب  رای پ  ای  ه ب  ا ارت  ب  اط در
داری  م. را زی  ر

ی  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ئ  ل  ه ی  ک در اگ  ر .۱۵ . ۱ خ  اص  ی  ت
ب  ه دس  ت م  ت  غ  ی  ره  ا از ی  ک ه  ر پ  ای  ه ه  ای ح  اص  ل ض  رب از م  س  ئ  ل  ه آن ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ب  اش  د ب  ی  ش  ت  ر
اس  ت. ن  م  ای  ش ق  اب  ل چ  ن  دگ  ان  ه ی  ا دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ع  لاوه م  ی آی  د.

اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت ف  وری  ه ض  رای  ب ح  اص  ل ض  رب از ه  م ف  وری  ه ض  رای  ب

زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه پ  وآس  ون م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۹ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢 = 𝑥 + 𝑦, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ ۱

𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢(𝑥, ۱) = 𝑥, 𝑢(۰, 𝑦) = ۰, 𝑢𝑥(۱, 𝑦) = 𝑦



ک  ران  ه دار۵۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه 𝑦م  ن  اس  ب پ  ای  ه و 𝑝 = ۱ ب  ا ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه 𝑥ب  رای م  ن  اس  ب پ  ای  ه ح  ل.
از اس  ت ع  ب  ارت م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س اس  ت. 𝑞 = ۱ ب  ا ج  دی  د

 sin(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥 cos(𝑚 + ۱

۲
)𝜋𝑦

∞

𝑛,𝑚=۰
.

ب  ه ص  ورت را م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر پ  س .𝑢𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦گ  رف  ت م  ی ت  وان ه  م  چ  ن  ی  ن
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑣ب  رای م  س  ئ  ل  ه داری  م. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥, 𝑦) + 𝑥𝑦
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑦𝑦 + 𝑣 = −𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ ۱

𝑣𝑦(𝑥, ۰) = ۰, 𝑣(𝑥, ۱) = ۰, 𝑣(۰, 𝑦) = ۰, 𝑣𝑥(۱, 𝑦) = ۰

م  ی گ  ی  ری  م: ح  ال

𝑣(𝑥, 𝑦) =
∞

𝑛=۰

∞

𝑚=۰

𝐴𝑛𝑚 sin(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥 cos(𝑚 + ۱

۲
)𝜋𝑦.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ت  ن  اظ  ر ج  م  لات ض  رای  ب دادن ق  رار ب  راب  ر و م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

−(𝑛 +
۱
۲
)۲𝜋۲ + (𝑚 + ۱

۲
)۲𝜋۲ − ۱𝐴𝑛𝑚 = 𝑏𝑛𝑚 + 𝑐𝑛𝑚 + 𝑑𝑛𝑚

آن در ک  ه

𝑏𝑛𝑚 = ۴
۱

۰


۱

۰
−𝑥𝑦 sin(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 cos(𝑚 + ۱

۲
)𝜋𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑐𝑛𝑚 = ۴
۱

۰


۱

۰
𝑥 sin(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 cos(𝑚 + ۱

۲
)𝜋𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑𝑛𝑚 = ۴
۱

۰


۱

۰
𝑦 sin(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 cos(𝑚 + ۱

۲
)𝜋𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦.

ی  ا

𝑏𝑛𝑚 = ۱۶
(−۱)𝑛

(𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲


(−۱)𝑚

(𝑚 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
− ۱
(𝑚 + ۱

۲ )
۲𝜋۲



𝑐𝑛𝑚 =
۴(−۱)𝑛

(𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
⋅ (−۱)𝑚

(𝑚 + ۱
۲ )𝜋

𝑑𝑛𝑚 =
۴

(𝑛 + ۱
۲ )𝜋


(−۱)𝑚

(𝑚 + ۱
۲ )𝜋

− ۱
(𝑚 + ۱

۲ )
۲𝜋۲





چ  ن  دگ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری . ۷ . ۱۵۵

ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب
𝐴𝑛𝑚 =

𝑏𝑛𝑚 + 𝑐𝑛𝑚 + 𝑑𝑛𝑚
۱ − (𝑛 + ۱

۲ )
۲𝜋۲ − (𝑚 + ۱

۲ )
۲𝜋۲

.

زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۰ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 + 𝑢 + 𝑥𝑦𝑧𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 𝜋, |𝑧| ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧,

𝑢
𝑥=۰
= ۰, 𝑢

𝑥=𝜋
= ۰, 𝑢

𝑦=۰
= ۰, 𝑢𝑦

𝑦=𝜋
= ۰,

𝑢
𝑧=−𝜋

= 𝑢
𝑧=𝜋
, 𝑢𝑧

𝑧=−𝜋
= 𝑢𝑧

𝑧=𝜋
.

ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی 𝑦ب  رای م  ن  اس  ب پ  ای  ه و 𝑝 = 𝜋 ب  ا ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی 𝑥ب  رای م  ن  اس  ب پ  ای  ه ح  ل.
م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. 𝑝 = 𝜋 ب  ا ن  م  ائ  ی 𝑧ب  رای م  ن  اس  ب پ  ای  ه و 𝑞 = 𝜋 ب  ا

از اس  ت ع  ب  ارت

 sin 𝑛𝑥 sin(𝑚 +
۱
۲
)𝑦 𝑒𝑖𝑗𝑧

∞

𝑛=۱, 𝑚=۰, 𝑗=−∞
.

ب  گ  ی  ری  د. ح  ال

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
∞

𝑛=۱

∞

𝑚=۰

∞

𝑗=−∞

𝑇𝑛𝑚𝑗(𝑡) sin 𝑛𝑥 sin(𝑚 +
۱
۲
)𝑦 𝑒𝑖𝑗𝑧.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت پ  ای  ه ض  رای  ب دادن ق  رار ب  راب  ر و م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

�̇�𝑛𝑚𝑗(𝑡) = −𝑛۲ + (𝑚 +
۱
۲
)۲ + 𝑗۲ − ۱𝑇𝑚𝑛𝑗 + 𝑐𝑛𝑚𝑗𝑒𝑡

آن در ک  ه

𝑐𝑛𝑚𝑗 =
۲
𝜋۳ 

𝜋

۰


𝜋

۰


𝜋

−𝜋
𝑥𝑦𝑧 sin 𝑛𝑥 sin(𝑚 + ۱

۲
)𝑦 𝑒−𝑖𝑗𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

= ۲
𝜋۳
(−۱)𝑛+۱
𝑛

(−۱)𝑚

𝑚 + ۱
۲

۲𝜋𝑖(−۱)𝑗
𝑗 .
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت اول  ی  ه ش  رط در آن دادن ق  رار از

𝑇𝑛𝑚𝑗(۰) = 𝑐𝑚𝑛𝑗.

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑇𝑛𝑚𝑗را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑇𝑛𝑚𝑗(𝑡) = 𝐴𝑛𝑚𝑗𝑒
−𝑛۲+(𝑚+ ۱

۲ )
۲+𝑗۲−۱𝑡 +

𝑐𝑛𝑚𝑗𝑒𝑡

𝑛۲ + (𝑚 + ۱
۲ )

۲ + 𝑗۲ − ۱

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت اول  ی  ه ش  رط اع  م  ال ب  ا

𝐴𝑛𝑚𝑗 = −
𝑐𝑛𝑚𝑗

𝑛۲ + (𝑚 + ۱
۲ )

۲ + 𝑗۲ − ۱
+ 𝑐𝑛𝑚𝑗.

ی  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو ح  اوی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک در چ  ن  ان چ  ه (۱ ت  ذک  ر.
ن  ی  س  ت. آس  ان چ  ن  دان 𝑢𝑞 ت  ع  ی  ی  ن ب  اش  د ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ی  ش  ت  ر

ب  ع  دی س  ه و دوب  ع  دی دک  ارت  ی م  خ  ت  ص  ات در را لاپ  لاس  ی  ن (۲

Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦
Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧

ب  ه ص  ورت ص  ف  ح  ه در ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در و

Δ𝑢 = 𝑢𝑟𝑟 +
۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃

داری  م.

۷ . ۱ ت  م  ری  ن
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ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  رزی اول  ی  ه ش  رای  ط ی  ا و م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل

۱. Δ𝑢 = 𝑥 cos 𝑦, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, ۰ ≤ 𝑦 ≤ 𝜋
𝑢𝑥(۰, 𝑦) = ۰, 𝑢𝑥(۱, 𝑦) = ۰, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢(𝑥, 𝜋) = ۰

۲. Δ𝑢 = 𝑟𝜃, ۱ ≤ 𝑟 ≤ 𝑒, ۰ ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
𝑢
𝑟=۱
= ۰, 𝑢

𝑟=𝑒
= ۰, 𝑢

𝜃=۰
= ۰, 𝑢𝜃

𝜃=𝜋
= ۰

۳. Δ𝑢 = 𝑥𝑦𝑒𝑧, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 𝜋
𝑢𝑥

𝑥=۰
= ۰, 𝑢

𝑥=𝜋
= ۰, 𝑢

𝑦=۰
= ۰, 𝑢𝑦

𝑦=𝜋
= ۰,

𝑢𝑧
𝑧=۰
= ۰, 𝑢𝑧

𝑧=𝜋
= ۰

۴. 𝑢𝑡 = ۴Δ𝑢 + 𝑥𝑦𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑦𝑒𝑥,
𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑢𝑦(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰

۵. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 + 𝑥𝑒𝑦+𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, −𝜋 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑦𝑒𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑦,
𝑢
𝑥=۰
= 𝑢

𝑥=𝜋
= ۰, 𝑢

𝑦=−𝜋
= 𝑢

𝑦=𝜋
, 𝑢𝑦

𝑦=−𝜋
= 𝑢𝑦

𝑦=𝜋

۶. 𝑢𝑡𝑡 = ۴Δ𝑢 + 𝑥𝑦𝑧𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢
𝑡=۰
= 𝑥𝑦𝑒𝑧, 𝑢𝑡

𝑡=۰
= ۰, 𝑢

𝑥=۰
= 𝑢

𝑥=۱
= ۰,

𝑢
𝑦=۰
= 𝑢𝑦

𝑦=۱
= ۰, 𝑢𝑧

𝑧=۰
= 𝑢𝑧

𝑧=۱
= ۰

۷. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢
𝑡=۰
= 𝑥𝑦, 𝑢𝑡

𝑡=۰
= 𝑒𝑥+𝑦,

𝑢
𝑥=۰
= 𝑢𝑥

𝑥=۱
= 𝑢𝑥𝑥

𝑥=۰
= 𝑢𝑥𝑥𝑥

𝑥=۱
= 𝑢𝑦

𝑦=۰
= 𝑢

𝑦=۱
= ۰



ک  ران  ه دار۵۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات و م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر چ  ن  د م  س  ائ  ل ۸ . ۱

م  ورد ب  ی  ش  ت  ر ی  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو ب  ا پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل اخ  ی  ر ب  خ  ش دو در
𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) ت  اب  ع ت  ع  ی  ی  ن م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ب  رای ک  ردی  م ب  ی  ان ق  ب  لاً ه  م  ان ط  ور گ  رف  ت. ق  رار ب  ررس  ی
ش  رای  ط ای  ن ح  ال  ت  ی ک  ه در ب  ه خ  ص  وص ن  ی  س  ت. آس  ان چ  ن  دان ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  رای
م  م  ک  ن غ  ی  ر ک  ل  ی  ت در آن ت  ع  ی  ی  ن گ  ف  ت م  ی ت  وان اس  ت ن  اپ  ی  وس  ت  ه م  ی  دان گ  وش  ه ه  ای در م  رزی
پ  ای  ه ب  ه پ  ای  ه زی  ر م  راح  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ب  ای  س  ت  ی پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ح  ل اس  ت.

ش  ود. ع  م  ل
𝑥 م  ت  غ  ی  ر ب  رای را پ  ای  ه و داری  م 𝑡 زم  ان و 𝑦 و 𝑥 م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو م  س  ئ  ل  ه ی  ک در ک  ن  ی  د ف  رض

آورده ای  م. ب  ه دس  ت {𝜓𝑚(𝑦)}∞𝑚=۰ ب  ه ص  ورت 𝑦 م  ت  غ  ی  ر ب  رای و {𝜙𝑛(𝑥)}∞𝑛=۰ ب  ه ص  ورت

ص  دق 𝑥 م  ت  غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط در ف  ق  ط ت  ا آوری  د ب  ه دس  ت ط  وری را 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) اب  ت  دا :۱ م  رح  ل  ه
اس  ت. م  ق  دور اس  ت ش  ده داده ق  ب  لاً ک  ه ف  رم  ول ه  ای  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا ای  ن ک  ار ک  ن  د.

ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑣ب  رای را م  س  ئ  ل  ه و 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) ب  گ  ی  ری  د :۲ م  رح  ل  ه
اس  ت. ه  م  گ  ن ب  ه ص  ورت 𝑣ب  رای م  رزی ش  رای  ط

ب  گ  ی  ری  د :۳ م  رح  ل  ه

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

𝐹𝑛(𝑦, 𝑡)𝜙𝑛(𝑥)

ت  س  اوی ه  ا از ی  ک ه  ر در پ  ای  ه ع  ن  اص  ر ض  رای  ب دادن ق  رار ب  راب  ر ب  ا ده  ی  د. ق  رار م  س  ئ  ل  ه در را آن
آن م  رزی ش  رای  ط ک  ه م  ی رس  ی  م 𝐹𝑛 ب  رای پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  ه س  ران  ج  ام

ب  اش  د. ه  م  گ  ن غ  ی  ر اس  ت م  م  ک  ن

اس  ت. ح  ل ق  اب  ل {𝜓𝑚(𝑦)}∞𝑚=۰ پ  ای  ه ب  ا و دارد م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر ی  ک ف  وق 𝐹𝑛 م  س  ئ  ل  ه :۴ م  رح  ل  ه
ح  اص  ل ن  ه  ائ  ی ج  واب ده  ی  د ق  رار ف  وق س  ری در را اس  ت ف  وری  ه س  ری ب  ه ص  ورت ک  ه ج  واب ای  ن

م  ی گ  ردد.
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ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ب  ع  دی دو ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه .۲۱ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 + 𝑥𝑦𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑦,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰

ب  ای  د چ  ون ن  ی  س  ت ام  ک  ان پ  ذی  ر چ  ن  دج  م  ل  ه ای ب  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡)ت  ع  ی  ی  ن ح  ل.
ن  اپ  ی  وس  ت  ه ب  ای  د (۰, ۰, 𝑡)در 𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡)پ  س ب  اش  د. 𝑢𝑞(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡 و 𝑢𝑞(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡

ب  اش  د.
𝑦ب  رای و  sin(𝑛 + ۱

۲ )𝜋𝑥
∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی 𝑝 = ۱ ب  ا ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی 𝑥ب  رای م  ن  اس  ب پ  ای  ه

اس  ت.  sin 𝑛𝜋𝑦
∞

𝑛=۱
ی  ع  ن  ی 𝑝 = ۱ ب  ا ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی

.𝑥م  رزی ش  رای  ط ب  رای 𝑢𝑞 ت  ع  ی  ی  ن :۱ م  رح  ل  ه

𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐴𝑥 + 𝐵

𝑢𝑞(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝐵 = 𝑦𝑡

𝑢𝑞𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = 𝐴 = 𝑡

.𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑡 + 𝑦𝑡پ  س
ن  م  ی ک  ن  د. ص  دق 𝑦م  رزی ش  رای  ط در 𝑢𝑞 ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه

ب  ن  وی  س  ی  م: 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡ب  رای را م  س  ئ  ل  ه :۲ م  رح  ل  ه
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 + ۴𝑣𝑦𝑦 + 𝑥𝑦𝑒𝑡 − 𝑥 − 𝑦, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑣(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑦,

𝑣(۰, 𝑦, 𝑡) = ۰, 𝑣𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰, 𝑣(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡 − 𝑥𝑡, 𝑣(𝑥, ۱, 𝑡) = −𝑡 − 𝑥𝑡

:𝑣 م  س  ئ  ل  ه ح  ل :۳ م  رح  ل  ه

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

𝐹𝑛(𝑦, 𝑡) sin(𝑛 +
۱
۲
)𝑥
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه در آن دادن ق  رار از
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹𝑛𝑡 = −(𝑛 +
۱
۲ )

۲𝐹𝑛 + ۴𝐹𝑛𝑦𝑦 +
۲(−۱)𝑛+۱

(𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
(𝑦𝑒𝑡 − ۱) − ۲

(𝑛 + ۱
۲ )𝜋

𝑦

𝐹𝑛(𝑦, ۰) =
۲(−۱)𝑛+۱

(𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
𝑦

𝐹𝑛(۰, 𝑡) = 𝑡
۲

(𝑛 + ۱
۲ )𝜋

− ۲(−۱)𝑛

(𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
 =∶ 𝑡𝑎𝑛

𝐹𝑛(۱, 𝑡) = −𝑡
۲

(𝑛 + ۱
۲ )𝜋

+ ۲(−۱)𝑛

(𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
 =∶ −𝑡𝑏𝑛.

م  رزی. ش  رای  ط م  خ  ص  وص ج  واب ت  ع  ی  ی  ن :𝐹𝑛 م  س  ئ  ل  ه ح  ل :۴ م  رح  ل  ه

𝑈𝑛𝑞(𝑦, 𝑡) = 𝐴𝑦 + 𝐵

𝑈𝑛𝑞(۰, 𝑡) = 𝐵 = 𝑡𝑎𝑛

𝑈𝑛𝑞(۱, 𝑡) = 𝐴 + 𝐵 = −𝑡𝑏𝑛 ⟹ 𝐴 = −𝐵 − 𝑡𝑏𝑛 = −𝑡𝑎𝑛 − 𝑡𝑏𝑛.
پ  س

𝑈𝑛𝑞(𝑦, 𝑡) = −(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑡𝑦 + 𝑡𝑎𝑛

آن در ک  ه

𝑎𝑛 =
۲

(𝑛 + ۱
۲ )𝜋

− ۲(−۱)𝑛

(𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
, 𝑏𝑛 =

۲
(𝑛 + ۱

۲ )𝜋
+ ۲(−۱)𝑛

(𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
.

ب  گ  ی  ری  د: ح  ال
𝑤𝑛(𝑦, 𝑡) = 𝐹𝑛(𝑦, 𝑡) + (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑡𝑦 − 𝑡𝑎𝑛

ک  ن  ی  م: ح  ل و 𝑤𝑛ب  ن  وی  س  ی  م ب  رای را م  س  ئ  ل  ه و
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑤𝑛𝑡 = −(𝑛 +
۱
۲ )

۲𝑤𝑛 + ۴𝑤𝑛𝑦𝑦 + 𝑐𝑛(𝑦𝑒
𝑡 − ۱) − 𝑎𝑛+𝑏𝑛

۲

+۱ + 𝑡(𝑛 + ۱
۲ )

۲(𝑏𝑛 + 𝑎𝑛)𝑦 − 𝑎𝑛

𝑤𝑛(𝑦, ۰) = 𝑐𝑛𝑦 − 𝑎𝑛, 𝑤𝑛(۰, 𝑡) = ۰, 𝑤𝑛(۱, 𝑡) = ۰,
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آن در ک  ه

𝑐𝑛 =
۲(−۱)𝑛+۱

(𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
= 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛

۲
.

ح  ال

𝑤𝑛 =
∞

𝑚=۱

𝑇𝑛𝑚(𝑡) sin𝑚𝜋𝑦

ب  ه دس  ت ت  ا ده  ی  د ق  رار ب  راب  ر را پ  ای  ه ع  ن  اص  ر ض  رای  ب و ده  ی  د ق  رار اول  ی  ه ش  رای  ط و م  ع  ادل  ه در را
آوری  د:

�̇�𝑛𝑚 = −(𝑛 +
۱
۲
)۲ + ۴𝑚۲𝑇𝑛𝑚 +

۲(−۱)𝑚+۱
𝑚𝜋 𝑐𝑛𝑒𝑡 + 𝑑𝑛𝑚𝑡 + 𝑒𝑛𝑚

𝑇𝑛𝑚(۰) = ۲𝑐𝑛
(−۱)𝑚+۱
𝑚𝜋 − ۲

۱ − (−۱)𝑚
𝑚𝜋 =∶ 𝐻𝑛𝑚

آن در ک  ه

𝑑𝑛𝑚 = ۲𝑏𝑛
(−۱)𝑚+۱
𝑚𝜋 (𝑛 + ۱

۲
)۲ − ۲𝑎𝑛

𝑚𝜋(𝑛 +
۱
۲
)۲

𝑒𝑛𝑚 = −
۲(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)
𝑚𝜋 .

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑇𝑛𝑚(𝑡)را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑇𝑛𝑚(𝑡) = 𝐴𝑛𝑚𝑒
−(𝑛+ ۱

۲ )
۲+۴𝑚۲𝑡 + 𝐵𝑛𝑚𝑒𝑡 + 𝐶𝑛𝑚𝑡 + 𝐷𝑛𝑚.

آن در ک  ه

𝐵𝑛𝑚 =
۲(−۱)𝑚+۱𝑐𝑛

𝑚𝜋۱ + (𝑛 + ۱
۲ )

۲ + ۴𝑚۲

𝐶𝑛𝑚 =
𝑑𝑛𝑚

(𝑛 + ۱
۲ )

۲ + ۴𝑚۲

𝐷𝑛𝑚 =
𝑒𝑛𝑚 − 𝐶𝑛𝑚

(𝑛 + ۱
۲ )

۲) + ۴𝑚۲

𝐴𝑛𝑚 = −𝐵𝑛𝑚 − 𝐷𝑛𝑚 + 𝐻𝑛𝑚.
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م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑡 + 𝑦𝑡 +
∞

𝑛=۰
𝑎𝑛𝑡 − (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑡𝑦 +

∞

𝑚=۱

𝑇𝑛𝑚(𝑡) sin𝑚𝜋𝑦

⋅ sin(𝑛 + ۱
۲
)𝜋𝑥.

دن  ب  ال ب  خ  ش ای  ن در اس  ت. ط  ولان  ی ش  د ان  ج  ام پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ف  وق م  س  ئ  ل  ه ح  ل
ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ل راه ای  ن ده  ی  م. ارائ  ه م  ل  م  وس ت  ری ح  ل راه ک  ه ه  س  ت  ی  م ای  ن

اس  ت. م  ق  دور م  ت  ن  اه  ی
ع  م  ل لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  ان  ن  د ک  ه اس  ت ان  ت  گ  رال  ی ت  ب  دی  ل ن  وع ی  ک م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات
م  ع  ادل  ه م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ه  ای ت  ع  داد پ  ارام  ت  ر ب  ه م  رب  وط م  ت  غ  ی  ر ت  ب  دی  ل و م  ش  ت  ق ح  ذف ب  ا و م  ی ک  ن  د
س  ه دارای ت  ب  دی  لات ای  ن گ  ون  ه م  ی س  ازد. م  ق  دور را م  س  ئ  ل  ه ح  ل و داده ت  ق  ل  ی  ل را دی  ف  ران  س  ی  ل

زی  ر ان  د. اس  اس  ی خ  اص  ی  ت

اع  م  ال ان  د. ق  اب  ل ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی م  ع  ادلات ب  ر ل  ذا خ  ط  ی ان  د خ  اص  ی  ت دارای خ  ط  ی: . ۱

اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل ت  اب  ع ت  ب  دی  ل ح  س  ب ب  ر ت  اب  ع م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل م  ش  ت  ق  ات: ت  ب  دی  لات . ۲
م  ی ش  ود. ت  ب  دی  ل پ  ارام  ت  ر ب  ه م  رب  وط م  ت  غ  ی  ر و ح  ذف م  ع  ادل  ه از م  رب  وط م  ش  ت  ق ک  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

ت  اب  ع ت  ب  دی  ل روی از ی  ع  ن  ی م  ع  ک  وس ان  د. ت  ب  دی  ل دارای ت  ب  دی  لات ای  ن گ  ون  ه م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل . ۳
اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل ت  اب  ع خ  ود

اس  ت  ف  اده و ت  ع  ری  ف م  ی ت  وان اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل پ  ای  ه ه  ای از ی  ک ه  ر ب  رای را ت  ب  دی  ل ای  ن گ  ون  ه
م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان ک  ارب  رد پ  ر پ  ای  ه ه  ای ب  رای را آن ای  ن ج  ا در ن  م  ود.

[۰, 𝑝] ب  ازه روی را ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه (ق  دی  م): م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ال  ف)
داری  م:  sin 𝑛𝜋𝑥

𝑝 
∞

𝑛=۱
ب  ه ص  ورت

پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه م  ش  ت  ق ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه [۰, 𝑝] دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ب  رای
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م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را (ق  دی  م) م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑓) =
۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹𝑠(𝑛).

م  ی ب  رد. ارث ب  ه ان  ت  گ  رال از را خ  ط  ی خ  اص  ی  ت ت  ب  دی  ل ای  ن (۱

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت پ  ای  ه، خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا را، م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل (۲

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۱
𝐹𝑠(𝑛) sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝

زی  ر خ  اص  ی  ت در را اس  ت ب  ی  ان ق  اب  ل زوج م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ب  رای ف  ق  ط ک  ه م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل (۳
داری  م.

پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓‴ و 𝑓″ و پ  ی  وس  ت  ه [۰, 𝑝]روی 𝑓′ و 𝑓 اگ  ر .۱۶ . ۱ خ  اص  ی  ت
آن گ  اه ب  اش  د

ℱ𝑠(𝑓″) = −
𝑛۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑠(𝑓) −
۲𝑛𝜋
𝑝۲

(−۱)𝑛𝑓(𝑝) − 𝑓(۰).

اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ع  ل  ت.

ℱ𝑠(𝑓″) =
۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓″(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = ۲

𝑝𝑓
′(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 

𝑝

۰

−
𝑝

۰
𝑓′(𝑥)𝑛𝜋𝑝 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = −

۲
𝑝𝑓(𝑥)

𝑛𝜋
𝑝 cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 

𝑝

۰

+
𝑝

۰
𝑓(𝑥)𝑛

۲𝜋۲

𝑝۲ sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

= −𝑛
۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑠(𝑓) −
۲𝑛𝜋
𝑝۲

(−۱)𝑛𝑓(𝑝) − 𝑓(۰).



ک  ران  ه دار۶۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را دی  گ  ر پ  ای  ه ه  ای ت  ب  دی  لات م  ش  اب  ه  اً

را ق  دی  م م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل (ق  دی  م): م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب)
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت [۰, 𝑝] دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥)ب  رای

م  ت  ن  اه  ی: ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓) =
۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹𝑐(𝑛)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) = 𝐹𝑐(۰)
۲

+
∞

𝑛=۱
𝐹𝑐(𝑛) cos

𝑛𝜋𝑥
𝑝

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓″) = −
𝑛۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑐(𝑓) +
۲
𝑝
(−۱)𝑛𝑓′(𝑝) − 𝑓′(۰).

دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥)ب  رای را ن  م  ائ  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل : ن  م  ائ  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ج)
اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت [−𝑝, 𝑝]

م  ت  ن  اه  ی: ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓) = ۱
۲𝑝 

𝑝

−𝑝
𝑓(𝑥)𝑒−

𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑛)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=−∞

𝐹(𝑛)𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓′) = 𝑖𝑛𝜋
𝑝 ℱ (𝑓) + (−۱)

𝑛

۲𝑝
𝑓(𝑝) − 𝑓(−𝑝).



م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات و م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر چ  ن  د م  س  ائ  ل . ۸ . ۱۶۵

ب  رای را ج  دی  د م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل : ج  دی  د م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل د)
اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت [۰, 𝑝] دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥)

ج  دی  د: م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠′(𝑓) =
۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹𝑠′(𝑛)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۰

𝐹𝑠′(𝑛) sin(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥𝑝

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠′(𝑓″) = −
(𝑛 + ۱

۲ )
۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑠′(𝑓) +
۲
𝑝(−۱)

𝑛𝑓′(𝑝) +
(𝑛 + ۱

۲ )𝜋
𝑝 𝑓(۰).

را ج  دی  د م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل : ج  دی  د م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ه)
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت

ج  دی  د: م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐′(𝑓) =
۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹𝑐′(𝑛)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۰

𝐹𝑐′(𝑛) cos(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥𝑝

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐′(𝑓″) = −
(𝑛 + ۱

۲ )
۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑐′(𝑓) −
۲
𝑝𝑓

′(۰) −
(𝑛 + ۱

۲ )𝜋
𝑝 (−۱)𝑛𝑓(𝑝).

ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل ف  وق م  ش  ت  ق ت  ب  دی  ل روی از اس  ت  ق  را ب  ا ب  الات  ر م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل (۱ ت  ذک  ر.
اس  ت.



ک  ران  ه دار۶۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ک  رد. ت  ع  ری  ف م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ی ت  وان م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت دی  گ  ر پ  ای  ه ه  ر ب  رای (۲

ح  ل ق  اب  ل ن  ی  ز ت  ب  دی  ل آن ب  ا ش  ود ح  ل ف  وق م  ت  ن  اه  ی ت  ب  دی  لات از ی  ک  ی پ  ای  ه ب  ا ک  ه م  س  ئ  ل  ه ه  ر (۳
اس  ت.

ی  ا ب  دان  ی  م را م  ش  ت  ق ت  ب  دی  ل ف  رم  ول م  ی ب  ای  س  ت  ی ل  ی  ک  ن و ن  دارد 𝑢𝑞 ب  ه ن  ی  از ت  ب  دی  ل ب  ا ح  ل (۴
ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه

ک  رد. ع  وض م  ی ت  وان را دی  گ  ر م  ت  غ  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق و م  ت  غ  ی  ر ی  ک ب  ه ن  س  ب  ت ت  ب  دی  ل ج  ای (۵

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۲ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝑢 + 𝑥𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰

ت  ب  دی  ل ی  ا ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  ا ح  ل پ  س اس  ت. 𝑝 = 𝜋 و دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ح  ل.
اس  ت. م  ق  دور ق  دی  م م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه

.𝑝 = 𝜋 م  ی گ  ی  ری  م، ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از

ℱ𝑠(𝑢(𝑥, 𝑡)) =
۲
𝜋 

𝜋

۰
𝑢(𝑥, 𝑡) sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =∶ 𝑈(𝑛, 𝑡) =∶ 𝑈(𝑡) =∶ 𝑈 .

ی  ع  ن  ی: م  ی ش  ود ع  وض م  ش  ت  ق و ت  ب  دی  ل ج  ای

ℱ𝑠(𝑢𝑡) = ℱ𝑠(𝑢)
𝑡
= 𝑈𝑡.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑓″) = −
𝑛۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑠(𝑓) −
۲𝑛𝜋
𝑝۲

(−۱)𝑛𝑓(𝑝) − 𝑓(۰), 𝑝 = 𝜋

ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥) = −𝑛۲ℱ𝑠(𝑢) +
۲𝑛
𝜋 𝑒

𝑡 = −𝑛۲𝑈(𝑛, 𝑡) + ۲𝑛
𝜋 𝑒

𝑡

ℱ𝑠(𝑢𝑡𝑥𝑥) = ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥)
𝑡
= −𝑛۲𝑈𝑡 +

۲𝑛
𝜋 𝑒

𝑡

ℱ𝑠(𝑥𝑒𝑡) = 𝑒𝑡ℱ𝑠(𝑥) = 𝑒𝑡
۲
𝜋 

𝜋

۰
𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱𝑒𝑡.
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه از گ  رف  ت  ن ت  ب  دی  ل ب  ا ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑈𝑡 = −𝑛۲𝑈 − 𝑛۲𝑈𝑡 +
۴𝑛
𝜋 𝑒

𝑡 + ۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱𝑒𝑡 + 𝑈

𝑈(۰) = ۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱.

و ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا اوّل م  رت  ب  ه ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ،𝑛 ه  ر ب  رای دی  گ  ر، ب  ه ع  ب  ارت ی  ا
داری  م. را زی  ر ه  م  گ  ن غ  ی  ر

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(۱ + 𝑛۲)𝑈𝑡 + (𝑛۲ − ۱)𝑈 = 
۴𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱ 𝑒𝑡

𝑈(۰) = ۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱.

داری  م. آن ح  ل ب  رای

𝑈(𝑡) = 𝐴𝑛𝑒
۱−𝑛۲

۱+𝑛۲
𝑡 + ۱

۲𝑛۲ 
۴𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱ 𝑒𝑡

𝑈(۰) = 𝐴𝑛 +
۱

۲𝑛۲ 
۴𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱ =

۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱.

پ  س
𝐴𝑛 =

۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱۱ − ۱
۲𝑛۲

 − ۲
𝑛𝜋 .

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت گ  رف  ت  ن م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل ب  ا ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۱


۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱۱ − ۱
۲𝑛۲

 − ۲
𝑛𝜋 𝑒

۱−𝑛۲

۱+𝑛۲
𝑡

+ ۱
۲𝑛۲ 

۴𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱ 𝑒𝑡 sin 𝑛𝑥.

زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۳ . ۱ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 + 𝑥𝑦𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑦,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰
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و ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ،𝑥 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ح  ل.
𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اب  ت  دا اس  ت. ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ،𝑦م  ن  اس  ب ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ب  گ  ی  ری  د. ج  دی  د م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠′(𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)) = ۲
۱

۰
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) sin(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 𝑑𝑥 =∶ 𝑈(𝑛, 𝑦, 𝑡) =∶ 𝑈(𝑡).

ب  گ  ی  ری  م. ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از ح  ال

𝑈𝑡 = −(𝑛 +
۱
۲
)۲𝑈 + ۴𝑈𝑦𝑦 + 𝑦𝑒𝑡ℱ𝑠′(𝑥) + ۲(−۱)𝑛𝑡 + (𝑛 +

۱
۲
)𝜋𝑦𝑡

𝑈(𝑛, 𝑦, ۰) = 𝑦ℱ𝑠′(𝑥),

𝑈(𝑛, ۰, 𝑡) = 𝑡ℱ𝑠′(۱), 𝑈(𝑛, ۱, 𝑡) = ۰

ب  گ  ی  ری  د. ق  دی  م م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ،𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه ای  ن از ح  ال

ℱ𝑠(𝑈(𝑛, 𝑦, 𝑡)) = ۲
۱

۰
𝑈(𝑛, 𝑦, 𝑡) sin𝑚𝜋𝑦 𝑑𝑦 = 𝑊(𝑛,𝑚, 𝑡) =∶ 𝑊(𝑡)

𝑊𝑡 = −(𝑛 +
۱
۲
)۲𝑊 − ۴𝑚۲𝜋۲𝑊 + ۸𝑚𝜋𝑡ℱ𝑠′(۱) + 𝑒𝑡ℱ𝑠′(𝑥)ℱ𝑠(𝑦)

+ ۲(−۱)𝑛𝑡ℱ𝑠(۱) + (𝑛 +
۱
۲
)𝜋ℱ𝑠(𝑦)𝑡

𝑊(۰) = ℱ𝑠(𝑦)ℱ𝑠′(𝑥)

𝑊(𝑡) = 𝐴𝑛𝑚𝑒
−(𝑛+ ۱

۲ )
۲+۴𝑚۲𝜋۲𝑡 + 𝐵𝑛𝑚𝑒𝑡 + 𝐶𝑛𝑚𝑡 + 𝐷𝑛𝑚

آن در ک  ه

𝐵𝑛𝑚 =
ℱ𝑠(𝑦)ℱ𝑠′(𝑥)

۱ + (𝑛 + ۱
۲ )

۲ + ۴𝑚۲𝜋۲

𝐶𝑛𝑚 =
۸𝑚𝜋ℱ𝑠′(۱) + ۲(−۱)𝑛𝑡ℱ𝑠(۱) + (۲𝑛 + ۱)𝜋ℱ𝑠(𝑦)

(𝑛 + ۱
۲ )

۲ + ۴𝑚۲𝜋۲

𝐷𝑛𝑚 = −
𝐶𝑛𝑚

(𝑛 + ۱
۲ )

۲ + ۴𝑚۲𝜋۲

𝐴𝑛𝑚 = −𝐵𝑛𝑚 − 𝐷𝑛𝑚 +ℱ𝑠(𝑦)ℱ𝑠′(𝑥).
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م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

∞

𝑚=۱
𝐴𝑛𝑚𝑒

−(𝑛+ ۱
۲ )
۲+۴𝑚۲𝜋۲𝑡 + 𝐵𝑛𝑚𝑒𝑡 + 𝐶𝑛𝑚𝑡 + 𝐷𝑛𝑚

⋅ sin(𝑛 + ۱
۲
)𝜋𝑥 sin𝑚𝜋𝑦.

م  ی پ  ردازی  م. م  س  ئ  ل  ه در ش  ده ظ  اه  ر ت  ب  دی  لات م  ح  اس  ب  ه ب  ه ح  ال

ℱ𝑠′(𝑥) = ۲
۱

۰
𝑥 sin(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 𝑑𝑥 = ۲(−۱)𝑛

(𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲

ℱ𝑠′(۱) = ۲
۱

۰
sin(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 𝑑𝑥 = ۲

(𝑛 + ۱
۲ )𝜋

ℱ𝑠(𝑦) = ۲
۱

۰
𝑦 sin𝑚𝜋𝑦 𝑑𝑦 = ۲(−۱)𝑚+۱

𝑚𝜋
م  ی ش  ود. ک  ام  ل ح  ل ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

ک  ه اس  ت ب  وده پ  ای  ه ب  ا ق  ب  ل  ی ح  ل روش اس  ت. ۲۱ . ۱ م  ث  ال ه  م  ان ،۲۳ . ۱ م  ث  ال، ای  ن ت  ذک  ر.
اس  ت. ک  وت  اه ت  ر م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  ا ح  ل روش ای  ن و اس  ت ط  ولان  ی

م  س  ائ  ل ح  ل در ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده پ  ای  ه ب  ه ن  س  ب  ت م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  رت  ری ت  ذک  ر.
ن  دارد وج  ود ف  وری  ه س  ری دل  ت  ا ت  اب  ع ب  رای اس  ت. پ  اره ای م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه و دل  ت  ا ت  اب  ع ح  اوی
ه  ر از ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  وج  ود لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  ان  ن  د ت  اب  ع ای  ن ان  ت  گ  رال  ی ت  ب  دی  ل ه  ر ل  ی  ک  ن
م  ع  ادلات ح  ل ب  رای لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  ان  ن  د م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ج  م  ل  ه از ان  ت  گ  رال  ی ت  ب  دی  ل
در م  ط  ال  ب ای  ن ن  م  ود. اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  ه خ  ص  وص دی  ف  ران  س  ی  ل

ش  د. خ  واه  د داده  ن  ش  ان زی  ر م  ث  ال

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۴ . ۱ م  ث  ال
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − ۲𝑣𝑡𝑥𝑥 + 𝑥𝑡 ۰ < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑣𝑡 = ۲𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑥 + 𝑢 + 𝑡 𝛿(𝑥 −
𝜋
۲
)

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑣(𝑥, ۰) = ۱,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑣(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑣(𝜋, 𝑡) = ۰.



ک  ران  ه دار۷۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادلات در و اس  ت دی  ری  ک  ل  ه م  ج  ه  ول ت  اب  ع دو ه  ر م  رزی ش  رای  ط ح  ل.
ث  اب  ت 𝑡ب  رای را م  ج  ه  ول ت  اب  ع دو ه  ر پ  س ن  ی  س  ت. م  وج  ود م  ج  ه  ول ت  واب  ع ای  ن ب  رای 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت
داد. ب  س  ط م  ی ت  وان {sin 𝑛𝑥}∞𝑛=۱ ی  ع  ن  ی 𝑝 = 𝜋 ب  ا ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  رح  س  ب 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت
ب  گ  ی  ری  د گ  رف  ت. ق  دی  م م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ی ت  وان م  ع  ادلات ای  ن از دی  گ  ر ب  ه ع  ب  ارت

ℱ𝑠(𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑈(𝑛, 𝑡) = 𝑈(𝑡) = 𝑈,

ℱ𝑠(𝑣(𝑥, 𝑡)) = 𝑉(𝑛, 𝑡) = 𝑉(𝑡) = 𝑉 .

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت دس  ت  گ  اه ای  ن از ق  دی  م م  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل گ  رف  ت  ن ب  ا

𝑈𝑡 = −𝑛۲𝑈 − ۲𝑛
𝜋 [(−۱)

𝑛𝑒𝑡 − 𝑡] − ۲ [−𝑛۲𝑉 − ۲𝑛
𝜋 (−𝑡)]𝑡 + 𝑡

۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 ,

𝑉𝑡 = −۲𝑛۲𝑈 − ۴𝑛
𝜋 [(−۱)

𝑛𝑒𝑡 − 𝑡] − 𝑛۲𝑉 + ۲𝑛
𝜋 𝑡 + 𝑈 + ۲

𝜋𝑡 sin
𝑛𝜋
۲

𝑈(۰) = ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 , 𝑉(۰) = ۲

𝑛𝜋(۱ − (−۱)
𝑛).

م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ای  ن ح  ل ب  رای
ب  گ  ی  ری  د

ℒ𝑈 = 𝑊, ℒ𝑉 = 𝑍.

م  ی گ  ی  ری  م لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از ح  ال

𝑠𝑊 − ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 = −𝑛۲𝑊 − ۲𝑛

𝜋
(−۱)𝑛 ۱

𝑠 − ۱
− ۱
𝑠۲
 − ۲ − 𝑛۲𝑠𝑍 + ۲𝑛

𝜋 ×

(۱ − (−۱)𝑛) + ۴𝑛
𝜋

۱
𝑠 + (−۱)

𝑛+۱ ۲
𝑛𝑠۲ ,

𝑠𝑍 − ۲
𝑛𝜋(۱ − (−۱)

𝑛) = −۲𝑛۲𝑊 − ۴𝑛
𝜋
(−۱)𝑛 ۱

𝑠 − ۱
− ۱
𝑠۲
 − 𝑛۲𝑍

+ ۲𝑛𝜋 + ۲
𝜋 sin

𝑛𝜋
۲
 ۱
𝑠۲ +𝑊 .

درن  ت  ی  ج  ه
(𝑠 + 𝑛۲)𝑊 − ۲𝑛۲𝑠𝑍 = 𝐴

𝑠 − ۱
+ 𝐵
𝑠۲ +

𝐶
𝑠 + 𝐷,

(۲𝑛۲ − ۱)𝑊 + (𝑠 + 𝑛۲)𝑍 = 𝑎
𝑠 − ۱

+ 𝑏
𝑠۲ + 𝑐,



م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات و م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر چ  ن  د م  س  ائ  ل . ۸ . ۱۷۱

ب  ه ط  وری ک  ه

𝐴 = ۲𝑛(−۱)𝑛+۱
𝜋 , 𝐵 = ۲𝑛

𝜋 + ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 , 𝐶 = ۴𝑛

𝜋 ,

𝐷 = ۲(−۱)𝑛+۱
𝑛 − ۴𝑛

𝜋 (۱ − (−۱)
𝑛),

𝑎 = ۴𝑛(−۱)𝑛+۱
𝜋 , 𝑏 = ۴𝑛

𝜋 + ۲𝑛𝜋 + ۲
𝜋 sin

𝑛𝜋
۲
, 𝑐 = ۲

𝑛𝜋(۱ − (−۱)
𝑛).

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ف  وق دس  ت  گ  اه ح  ل از

𝑊 =
𝛾۱
𝑠 − ۱

+ 𝛾۲𝑠۲ +
𝛾۳
𝑠 + 𝛾۴

𝑠 + 𝛼𝑛
+ 𝛾۵
𝑠 + 𝛽𝑛

,

𝑊 = 𝛿۱
𝑠 − ۱

+ 𝛿۲𝑠۲ +
𝛿۳
𝑠 +

𝛿۴
𝑠 + 𝛼𝑛

+ 𝛿۵
𝑠 + 𝛽𝑛

.

ه  ا 𝛾𝑗 ه  م  چ  ن  ی  ن .𝛼𝑛 = ۲𝑛۴ − 𝑛۲√۴𝑛۴ − ۱ و 𝛼𝑛 = ۲𝑛۴ + 𝑛۲√۴𝑛۴ − ۱ آن در ک  ه
م  ی گ  ردن  د. م  ح  اس  ب  ه 𝑐 و 𝑏 ،𝑎 ،𝐷 ،𝐶 ،𝐵 ،𝐴 م  ق  ادی  ر ب  رح  س  ب ک  ه ه  س  ت  ن  د م  ق  ادی  ری ه  ا 𝛿𝑗 و

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑈(𝑛, 𝑡) = 𝛾۱𝑒𝑡 + 𝛾۲𝑡 + 𝛾۳ + 𝛾۴𝑒−𝛼𝑛𝑡 + 𝛾۵𝑒−𝛽𝑛𝑡,

𝑉(𝑛, 𝑡) = 𝛿۱𝑒𝑡 + 𝛿۲𝑡 + 𝛿۳ + 𝛿۴𝑒−𝛼𝑛𝑡 + 𝛿۵𝑒−𝛽𝑛𝑡.

ن  ه  ای  ی ج  واب و

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۱
𝑈(𝑛, 𝑡) sin 𝑛𝑡, 𝑣(𝑥, 𝑡) =

∞

𝑛=۱
𝑉(𝑛, 𝑡) sin 𝑛𝑡.



ک  ران  ه دار۷۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

۸ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡𝑡 = ۴𝑢𝑥𝑥 + ۳𝑒𝑡+𝑥, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = ۱

۲. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑥𝑡۲, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥,
𝑢(−𝜋, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) + 𝑡, 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡)

۳. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,
𝑢(۰, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

۴. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 = 𝑥𝑦𝑧, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ ۱
𝑢(۰, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑧, 𝑢𝑥(۱, 𝑦, 𝑧) = ۰,
𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑧) = 𝑥𝑧, 𝑢(𝑥, ۱, 𝑧) = ۰,
𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦, ۱) = ۰

۵. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑥𝑦𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑦۲,
𝑢
𝑥=۰
= 𝑦𝑡, 𝑢

𝑥=۱
= ۰, 𝑢𝑦

𝑦=۰
= 𝑥𝑡, 𝑢𝑦

𝑦=۱
= ۰

۶. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 − 𝑢 + 𝑡𝛿(𝑥 −
𝜋
۴ ), ۰ < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = ۱.



ح  ل روش ه  ای . ۹ . ۱۷۳

۷. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 − ۲𝑢 + 𝑥𝑦𝑡, ۰ < 𝑥, 𝑦 < 𝜋, 𝑡 > ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑦𝛿(𝑥 − 𝜋

۳ ), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝛿(𝑥 −
𝜋
۴ ),

𝑢𝑥(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝛿(𝑡 − ۱), 𝑢(𝜋, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡,
𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡𝛿(𝑥 −

𝜋
۲ ), 𝑢(𝑥, 𝜋, 𝑡) = 𝑡۲𝛿(𝑥 − 𝜋

۵ ).

۸. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑣𝑥𝑥 − 𝑣 + 𝑥𝑡, ۰ < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑣𝑡𝑡 = ۳𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑥 − 𝑢 − 𝑥𝑡۲,
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱, 𝑣(𝑥, ۰) = ۰, 𝑣𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥,
𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰, 𝑣(۰, 𝑡) = ۱, 𝑣𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑡.

ح  ل روش ه  ای ۹ . ۱
م  ع  رف  ی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای روش س  ه گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش ه  ای در

ک  ردی  م.

پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ل روش (۱

م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ل روش (۲

چ  ن  دگ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ل روش (۳

س  ه ه  ر ب  ا م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی اگ  رچ  ه داش  ت. خ  واه  ی  م گ  ذش  ت آن  چ  ه  ب  ر م  روری ب  خ  ش ای  ن در
م  ن  اس  ب ت  ر م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی ح  ل ب  رای روش ه  ا ای  ن از ب  ع  ض  ی ل  ی  ک  ن اس  ت ح  ل ق  اب  ل روش
م  ی گ  ی  رد. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ب  خ  ش ای  ن در ن  ی  ز روش ب  ه  ت  ری  ن ی  ا م  ن  اس  ب روش ت  ش  خ  ی  ص اس  ت.

پ  ای  ه ب  ا ح  ل روش ۱ . ۹ . ۱

س  اخ  ت  ی  م: پ  ای  ه ن  وع س  ه ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۱



ک  ران  ه دار۷۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

ش  رای  ط: ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن . sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۱
ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه آ)

و 𝑢
𝑥=𝑝

= ۰ و 𝑢
𝑥=۰
= ۰ ی  ع  ن  ی ه  م  گ  ن دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ،۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝

ن  ب  اش  د. ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت

ش  رای  ط: ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن . cos 𝑛𝜋𝑥𝑝 
∞

𝑛=۰
ق  دی  م ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب)

𝑢𝑥
𝑥=𝑝

= ۰ و 𝑢𝑥
𝑥=۰
= ۰ ی  ع  ن  ی ه  م  گ  ن ن  ی  وم  ن م  رزی ش  رای  ط ،۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝

ن  ب  اش  د. ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت

ش  رای  ط: ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن .𝑒
𝑖𝑛𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=−∞
م  خ  ت  ل  ط ی  ا ن  م  ای  ی پ  ای  ه ج)

و 𝑢
𝑥=𝑝
− 𝑢

𝑥=−𝑝
= ۰ ی  ع  ن  ی ه  م  گ  ن م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط و −𝑝 ≤ 𝑥 ≤ 𝑝

اس  ت. 𝑢𝑥
𝑥=𝑝
− 𝑢𝑥

𝑥=−𝑝
= ۰

س  اخ  ت  ی  م: ه  م دی  گ  ر پ  ای  ه ن  وع دو اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ائ  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۱

م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن . sin(𝑛 + ۱
۲ )
𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۰
ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه آ)

و 𝑢
𝑥=۰
= ۰ ی  ع  ن  ی ه  م  گ  ن چ  پ روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ،۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ش  رای  ط: ب  ا

ن  ب  اش  د. ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت و 𝑢𝑥
𝑥=𝑝

= ۰

ب  ا م  س  ائ  ل ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن . cos(𝑛 + ۱
۲ )
𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۰
ج  دی  د ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب)

و 𝑢𝑥
𝑥=۰
= ۰ ی  ع  ن  ی ه  م  گ  ن راس  ت روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ،۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑝 ش  رای  ط:

ن  ب  اش  د. ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت و 𝑢
𝑥=𝑝

= ۰

ص  ف  ر ب  راب  ر ش  ده داده م  رزی م  ق  دار از ی  ک  ی ی  ع  ن  ی ب  اش  د، غ  ی  ره  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط اگ  ر ت  ذک  ر.
ک  ن  د. ص  دق غ  ی  ره  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در ت  ا م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ط  وری را 𝑢𝑞 ت  اب  ع اب  ت  دا ن  ب  اش  د،
در ای  ن م  ی ن  وی  س  ی  م. 𝑣ب  رای را م  س  ئ  ل  ه و م  ی ده  ی  م را 𝑢 = 𝑢𝑞 + 𝑣 م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر س  پ  س

م  ی ش  ود. ح  ل پ  ای  ه ب  ا و اس  ت ه  م  گ  ن 𝑣ب  رای م  رزی ش  رای  ط ص  ورت

م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت ب  ع  دی). ی  ک  م  وج م  ث  ال (س  اده ت  ری  ن ۲۵ . ۱ م  ث  ال
𝑢𝑡𝑡 = 𝑐۲𝑢𝑥𝑥 + 𝑢 + 𝑥۲, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(۱, 𝑡) = ۱.
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𝑥ی  ع  ن  ی م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دام  ن  ه ب  ه اب  ت  دا ک  ار ای  ن ب  رای م  س  ئ  ل  ه. ح  ل اب  زار ت  ع  ی  ی  ن اول: ق  دم ح  ل.
اس  ت. ح  ل ق  اب  ل پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن پ  س .۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱ ای  ن  ج  ا در م  ی ک  ن  ی  م. ن  گ  اه
خ  ی  ر. ی  ا ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان  ی  م پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای از ب  ب  ی  ن  ی  م ح  ال اس  ت. پ  ای  ه ح  ل اب  زار پ  س
ای  ن  ج  ا در م  رزی ش  رای  ط م  ی ک  ن  ی  م. ن  گ  اه 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  ه ک  ار ای  ن ب  رای
غ  ی  ره  م  گ  ن ل  ی  ک  ن ،𝑝 = ۱ ب  ا راس  ت روب  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ی  ع  ن  ی 𝑢𝑥

𝑥=۰
= ۰ و 𝑢

𝑥=۱
= ۱

م  س  ئ  ل  ه ای  ن ه  م  گ  ن م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط م  ن  اس  ب 𝑝 = ۱ ب  ا ج  دی  د ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه پ  س اس  ت.
ب  ه ن  س  ب  ت ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در ک  ن  ی  د ت  وج  ه .  cos(𝑛 + ۱

۲ )𝜋𝑥
∞

𝑛=۰
ی  ع  ن  ی اس  ت.

ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط م  ن  اس  ب پ  ای  ه ای  ن ال  ب  ت  ه م  ی ک  ن  د. ح  ل را م  س  ئ  ل  ه پ  ای  ه ای  ن پ  س ن  داری  م. 𝑥
اس  ت.

ص  دق م  س  ئ  ل  ه غ  ی  رع  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در ک  ه اس  ت ت  اب  ع  ی 𝑢𝑞 .𝑢𝑞 ت  ع  ی  ی  ن دوم: ق  دم
ب  ای  د پ  س اس  ت. 𝑢𝑞 = 𝐴𝑥 + 𝐵ب  ه ص  ورت ان  ت  خ  اب ب  ه  ت  ری  ن م  رزی ش  رای  ط ای  ن ب  رای م  ی ک  ن  د.

درن  ت  ی  ج  ه .𝑢𝑞𝑥
𝑥=۰

= ۰ و 𝑢𝑞𝑥=۱ = ۱

𝑢𝑞𝑥
𝑥=۰

= 𝐴 = ۰ ⇒ 𝐴 = ۰

𝑢𝑞𝑥=۱ = 𝐴 + 𝐵 = ۱ ⇒ 𝐵 = ۱

پ  س،
𝑢𝑞 = 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = ۱.

ب  ای  د پ  س ه  م  گ  ن. ب  ه غ  ی  ره  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ت  ب  دی  ل ب  رای م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر س  وم: ق  دم
ب  گ  ی  ری  م:

𝑢 = 𝑢𝑞 + 𝑣 = ۱ + 𝑣

در .𝑣 + ۱ م  ی ده  ی  م ق  رار 𝑢ب  ه ج  ای م  س  ئ  ل  ه در م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ب  ن  وی  س  ی  م. 𝑣ب  رای را م  س  ئ  ل  ه و
م  ی ش  ود: 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ص  ورت ای  ن

𝑣𝑡𝑡 = 𝑐۲𝑣𝑥𝑥 + 𝑣 + 𝑥۲ + ۱, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑣(𝑥, ۰) = 𝑥 − ۱, 𝑣𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑣𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑣(۱, 𝑡) = ۰.
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اس  ت: م  ق  دور زی  ر ب  ه ص  ورت ج  واب ت  ع  ی  ی  ن درن  ت  ی  ج  ه، ش  ده اس  ت. ه  م  گ  ن 𝑣ب  رای م  رزی ش  رای  ط

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

𝑇𝑛(𝑡) cos(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥

.𝑣 م  س  ئ  ل  ه ح  ل چ  ه  ارم: ق  دم  

ش  ود. 𝑇𝑛(𝑡)م  ع  ل  وم ت  ا م  ی ده  ی  م ق  رار م  ع  ادل  ه در را ف  وق ج  واب آ)
∞

𝑛=۰

�̈�𝑛(𝑡) cos(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥

= −
∞

𝑛=۰

𝑐۲(𝑛 + ۱
۲
)۲𝜋۲𝑇𝑛(𝑡) cos(𝑛 +

۱
۲
) +

∞

𝑛=۰

𝑇𝑛(𝑡) cos(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥

+
∞

𝑛=۰

𝑐𝑛 cos(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥

پ  س اس  ت، پ  ای  ه ای  ن ب  رح  س  ب 𝑥۲ + ۱ ب  س  ط آخ  ر س  ری ای  ن  ج  ا در

𝑐𝑛 =
۲
۱ 

۱

۰
(𝑥۲ + ۱) cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 𝑑𝑥

(. ک  ار آخ  ر ب  رای م  ی گ  ذاری  م را ان  ت  گ  رال ای  ن (م  ح  اس  ب  ه
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د پ  س اس  ت، پ  ای  ه ی  ک ب  رح  س  ب ف  وق ت  س  اوی در ج  م  لات ت  م  ام

�̈�𝑛 + 𝑐۲(𝑛 +
۱
۲
)۲𝜋۲ − ۱𝑇𝑛 = 𝑐𝑛

ب  گ  ی  ری  د:
𝛼۲𝑛 ∶= 𝑐۲(𝑛 +

۱
۲
)۲𝜋۲ − ۱

ع  م  وم  ی ج  واب ث  اب  ت ه  ای 𝐵𝑛 𝐴𝑛و ک  ه اس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب
ه  س  ت  ن  د.

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos 𝛼𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝛼𝑛𝑡 +
𝑐𝑛
𝛼۲𝑛

م  ی ش  ود: 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

𝐴𝑛 cos 𝛼𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝛼𝑛𝑡 +
𝑐𝑛
𝛼۲𝑛
 cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥
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.𝑣 اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال ب)
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑣ب  رای را اول  ی  ه ش  رای  ط

𝑣(𝑥, ۰) = 𝑥 − ۱, 𝑣𝑡(𝑥, ۰) = ۰.

م  ی ک  ن  ی  م. اع  م  ال ع  م  وم  ی ج  واب ای  ن روی ب  ر را آن

𝑣(𝑥, ۰) =
∞

𝑛=۰

𝐴𝑛 +
𝑐𝑛
𝛼۲𝑛
 cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 = 𝑥 − ۱

ب  ای  د پ  س

𝐴𝑛 +
𝑐𝑛
𝛼۲𝑛

= ۲
۱ 

۱

۰
(𝑥 − ۱) cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 𝑑𝑥

ط  رف  ی از

𝑣𝑡(𝑥, ۰) =
∞

𝑛=۰

𝛼𝑛𝐵𝑛 cos(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥 = ۰

ه  م  چ  ن  ی  ن .𝐵𝑛 = ۰ درن  ت  ی  ج  ه،

𝐴𝑛 = −
𝑐𝑛
𝛼۲𝑛

+ ۲
۱

۰
(𝑥 − ۱) cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 𝑑𝑥.

ق  رار از م  ی آی  د. 𝐴𝑛ب  ه دس  ت م  ق  دار ان  ت  گ  رال ای  ن و 𝑐𝑛 ب  ه م  رب  وط ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  ه ب  ا
م  س  ئ  ل  ه ج  واب و م  ی ش  ود م  ش  خ  ص ک  ام  لاً 𝑣(𝑥, 𝑡) ت  اب  ع 𝑣(𝑥, 𝑡)س  ری 𝐴𝑛در ای  ن دادن

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑢(𝑥, 𝑡)ی  ع  ن  ی اول  ی  ه

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑞 + 𝑣 = ۱ + 𝑣(𝑥, 𝑡).
پ  ای  ه ع  ن  اص  ر و ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱ دام  ن  ه دارای م  س  ئ  ل  ه ی  ک 𝑥 م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر اگ  ر ت  ذک  ر.
از 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق و ک  ن  د ص  دق م  س  ئ  ل  ه آن م  رزی ش  رای  ط در  cos(𝑛 + ۱

۲ )𝜋𝑥
∞

𝑛=۰
اس  ت. م  ق  دور م  س  ئ  ل  ه آن ح  ل م  ش  اب  ه ق  دم ه  ای ب  ا ن  ب  اش  د، آن در ف  رد م  رت  ب  ه

م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۶ . ۱ م  ث  ال
𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + ۴𝑢 = 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑥,
𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۶, 𝑢(۱, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥(۱, 𝑡) = ۰.
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پ  ای  ه. ان  ت  خ  اب اول: ق  دم ح  ل.
م  ی ک  ن  د. ص  دق م  س  ئ  ل  ه ای  ن ه  م  گ  ن ش  ده م  رزی ش  رای  ط در 𝑝 = ۱ ب  ا ج  دی  د ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه
ه  ی  چ 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه در اس  ت. م  رزی ش  رای  ط م  ن  اس  ب  cos(𝑛 + ۱

۲ )𝜋𝑥
∞

𝑛=۰
پ  ای  ه پ  س

. م  ی ک  ن  د ح  ل را م  س  ئ  ل  ه پ  ای  ه ای  ن درن  ت  ی  ح  ه ن  داری  م. ف  ردی م  ش  ت  ق ن  وع
ک  ن  د. ص  دق م  رزی ش  رای  ط از م  ع  ادل  ه چ  ه  ار در ب  ای  د 𝑢𝑞 ای  ن .𝑢𝑞(𝑥, 𝑡)ت  ع  ی  ی  ن دوم: ق  دم
ک  رد. ب  رق  رار را ش  رای  ط ای  ن آن ه  ا از ب  ت  وان ک  ه ب  اش  د پ  ارام  ت  ر ت  ا ۴ پ  ی  ش  ن  ه  ادی 𝑢𝑞 در ب  ای  د پ  س

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑢𝑞 ب  ه  ت  ری  ن م  رزی ش  رای  ط ای  ن ب  رای

𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑥۳ + 𝐵𝑥۲ + 𝐶𝑥 + 𝐷

𝑢𝑞𝑥(۰, 𝑡) = ۳𝐴𝑥۲ + ۲𝐵𝑥 + 𝐶𝑥=۰ = 𝑡 ⇒ 𝐶 = 𝑡

𝑢𝑞𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۶𝐴 = ۶ ⇒ 𝐴 = ۱

𝑢𝑞(۱, 𝑡) = ۱ ⇒ 𝐴+ 𝐵 + 𝐶 + 𝐷 = ۱ ⇒ 𝐵+𝐷 = −𝑡

𝑢𝑞𝑥𝑥(۱, 𝑡) = ۶𝐴 + ۲𝐵 = ۶ + ۲𝐵 = ۰ ⇒ 𝐵 = −۳

𝐴و = ۱ 𝐵و = −۳ ،𝐶 = 𝑡 ،𝐷 = ۳ − 𝑡 پ  س،  

𝑢𝑞 = 𝑥۳ − ۳𝑥۲ + 𝑡𝑥 + (۳ − 𝑡)

ح  ال ه  م  گ  ن. ب  ه غ  ی  ره  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ت  ب  دی  ل و م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر س  وم: ق  دم
ب  گ  ی  ری  د:

𝑢 = 𝑢𝑞 + 𝑣 = 𝑥۳ − ۳𝑥۲ + 𝑡𝑥 + (۳ − 𝑡) + 𝑣

ب  ه ص  ورت 𝑣ب  رای م  س  ئ  ل  ه م  ی ش  ود. ه  م  گ  ن 𝑣ب  رای م  رزی ش  رای  ط ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑣ب  رای را م  س  ئ  ل  ه و
اس  ت: زی  ر

𝑣𝑡𝑡 − 𝑣𝑡𝑡𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 + ۴𝑣 = ۴𝑥۲(۳ − 𝑥) + ۶𝑥 + 𝑡(۴ − ۳𝑥) − ۱۸
𝑣(𝑥, ۰) = −𝑥۳ + ۳𝑥۲ + 𝑥 − ۳, 𝑣𝑡(𝑥, ۰) = ۱, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑣𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑣𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑣(۱, 𝑡) = ۰, 𝑣𝑥𝑥(۱, 𝑡) = ۰.
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𝑡 از ت  اب  ع  ی ض  رای  ب ب  ا ف  وق پ  ای  ه ب  رح  س  ب را 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ج  واب .𝑣 م  س  ئ  ل  ه ح  ل چ  ه  ارم: ق  دم
م  ی ن  وی  س  ی  م.

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

𝑇𝑛(𝑡) cos(𝑛 +
۱
۲
)𝜋𝑥

را cos(𝑛 + ۱
۲ )𝜋𝑥 خ  لاص  ه ن  وی  س  ی∑و ب  رای و م  ی ده  ی  م ق  رار م  ع  ادل  ه در را ج  واب ای  ن آ)

ن  م  ی ن  وی  س  ی  م.

�̈�𝑛 + (𝑛 +
۱
۲
)۲𝜋۲�̈�𝑛 + (𝑛 +

۱
۲
)۴𝜋۴𝑇𝑛 + ۴𝑇𝑛 = 𝑐𝑛 + 𝑑𝑛𝑡

آن در ک  ه

𝑐𝑛 =
۲
۱ 

۱

۰
۴𝑥۲(۳ − 𝑥) + ۶𝑥 − ۱۸ cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑛 =
۲
۱ 

۱

۰
(۴ − ۳𝑥) cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 𝑑𝑥

𝑇𝑛م  ی ش  ود: م  ع  ادل  ه درن  ت  ی  ج  ه، اس  ت.) ک  ار آخ  ر ب  رای ان  ت  گ  رال ه  ا (م  ح  اس  ب  ه

�̈� +
(𝑛 + ۱

۲ )
۴𝜋۴ + ۴

۱ + (𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
𝑇𝑛 =

𝑐𝑛
۱ + (𝑛 + ۱

۲ )
۲𝜋۲

+ 𝑑𝑛
۱ + (𝑛 + ۱

۲ )
۲𝜋۲

𝑡

م  ی ش  ود: م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos 𝛼𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝛼𝑛𝑡 +
𝐶𝑛
𝛼𝑛۲

+ 𝐷𝑛
𝛼𝑛۲

𝑡

ب  ه ط  وری ک  ه

𝛼𝑛۲ ∶=
(𝑛 + ۱

۲ )
۴𝜋۴ + ۴

۱ + (𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
, 𝐶𝑛 ∶=

𝑐𝑛
۱ + (𝑛 + ۱

۲ )
۲𝜋۲

𝐷𝑛 ∶=
𝑑𝑛

۱ + (𝑛 + ۱
۲ )

۲𝜋۲
.
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب،

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

𝐴𝑛 cos 𝛼𝑛𝑡 + 𝐵𝑛 sin 𝛼𝑛𝑡 +
𝐶𝑛
𝛼𝑛۲

+ 𝐷𝑛
𝛼𝑛۲

𝑡 cos(𝑛 + ۱
۲
)𝜋𝑥

 

آی  د. 𝐵𝑛ب  ه دس  ت 𝐴𝑛و ت  ا م  ی ک  ن  ی  م اع  م  ال را اول  ی  ه ش  رای  ط اک  ن  ون ب)

𝑣(𝑥, ۰) =
∞

𝑛=۰

𝐴𝑛 +
𝐶𝑛
𝛼𝑛۲

 cos(𝑛 + ۱
۲
)𝜋𝑥 = −𝑥۳ + ۳𝑥۲ + 𝑥 − ۳

درن  ت  ی  ج  ه،

𝐴𝑛 +
𝐶𝑛
𝛼𝑛۲

= ۲
۱ 

۱

۰
 − 𝑥۳ + ۳𝑥۲ + 𝑥 − ۳ cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 𝑑𝑥

𝑣𝑡(𝑥, ۰) =
∞

𝑛=۰

𝛼𝑛𝐵𝑛 +
𝐷𝑛
𝛼𝑛۲

 cos(𝑛 + ۱
۲
)𝜋𝑥 = ۱.

پ  س

𝛼𝑛𝐵𝑛 +
𝐷𝑛
𝛼𝑛۲

= ۲
۱ 

۱

۰
cos(𝑛 + ۱

۲
)𝜋𝑥 𝑑𝑥

ق  رار از م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝐵𝑛 𝐴𝑛و ف  وق ان  ت  گ  رال دو و 𝑑𝑛 و 𝑐𝑛 ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ب  ا
م  ی ش  ود. اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب و م  ش  خ  ص ت  اب  ع ای  ن ،𝑣(𝑥, 𝑡)س  ری در آن ه  ا دادن

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑞(𝑥, 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡)

= 𝑥۳ − ۳𝑥۲ + 𝑡𝑥 + (۳ − 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡)

۹ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑢 + 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰.
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۲. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝛼𝑢𝑥 − 𝑢 + 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = ۱.

.𝑢 = 𝑣𝑒−𝛼𝑥:ب  گ  ی  ری  د

۳. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, ۰ ≤ 𝑦 ≤ ۱
𝑢(۰, 𝑦) = 𝑦, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑦) = ۰, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢(𝑥, ۱) = ۱.

۴. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢 = 𝑥𝑡 ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝜋, 𝑡) = ۰

۵. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥۲ + 𝑦۲, ۱ ≤ 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۴,
𝑢
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥۲𝑦۲, 𝑢
𝑥۲+𝑦۲=۴

= ۰.

۶. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۱,
𝑢
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥 + 𝑦, |𝑢| < ∞.

م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  ا ح  ل روش ۲ . ۹ . ۱
را ف  وری  ه ض  رای  ب دن  ب  ال  ه ک  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب س  اخ  ت. م  ی ت  وان م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ی  ک پ  ای  ه ه  ر از
آن ف  وری  ه ن  س  ب  ت و گ  رف  ت ن  ظ  ر در م  رب  وط پ  ای  ه ن  س  ب  ت ت  اب  ع آن ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  ت  وان ت  اب  ع ه  ر ب  رای
ی  ع  ن  ی ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ک  رد. م  ن  ظ  ور م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل ب  ت  وان پ  ای  ه آن ب  ه ن  س  ب  ت را ت  اب  ع

آن  گ  اه ب  اش  د، [۰, 𝑝] دام  ن  ه ب  ا 𝑓(𝑥) اگ  ر ب  گ  ی  ری  د. در را  sin 𝑛𝜋𝑥
𝑝 

∞

𝑛=۱

𝑏𝑛 =
۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۱
𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 .

ک  ردی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑓) = 
𝑝

۰
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥𝑝 𝑑𝑥 ∶= 𝐹𝑠(𝑛)
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داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت ه  م را م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل اس  ت. 𝑏𝑛 ه  م  ان 𝐹𝑠(𝑛) ک  ه

𝑓(𝑥) =
∞

𝑛=۱
𝐹𝑠(𝑛) sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝

اس  ت اس  اس  ی خ  اص  ی  ت ای  ن دارای ت  ب  دی  ل ای  ن اس  ت. ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه س  ری ه  م  ان ک  ه
ای  ن و ک  رد ب  ی  ان ت  اب  ع خ  ود ت  ب  دی  ل ب  رح  س  ب م  ی ت  وان را ت  اب  ع زوج م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  لات ک  ه

داری  م: م  ورد ای  ن در اس  ت. م  ی  س  ر ج  ز ب  ه ج  ز ان  ت  گ  رال از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ار

ℱ𝑠(𝑓″) = −
𝑛۲𝜋۲

𝑝۲ ℱ𝑠(𝑓) −
۲𝑛𝜋
𝑝۲

(−۱)𝑛𝑓(𝑝) − 𝑓(۰).

ح  ل ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  ا م  ث  لاً اگ  ر م  س  ئ  ل  ه ه  ر ک  ه اس  ت ای  ن ت  ب  دی  لات ای  ن در اس  اس  ی ن  ک  ت  ه
اس  اس  ی ت  ف  اوت ح  ل روش در م  ی ش  ود. ح  ل ن  ی  ز ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  ا ش  ود

اس  ت.

م  س  ئ  ل  ه و داد 𝑢 = 𝑢𝑞 + 𝑣 م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر و آورد ب  ه دس  ت را 𝑢𝑞 ب  ای  د پ  ای  ه ب  ا ح  ل ب  رای . ۱
در ب  اش  د. اع  م  ال ق  اب  ل پ  ای  ه ب  ا ح  ل و گ  ردد ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ت  ا ن  وش  ت 𝑣ب  رح  س  ب را

ن  ی  س  ت. م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر و 𝑢𝑞 م  ح  اس  ب  ه ب  ه ن  ی  از ت  ب  دی  ل ب  ا ح  ل

ج  ای  گ  ذاری ب  رای م  ی ده  ی  م ق  رار م  ع  ادل  ه در را ف  وری  ه س  ری و م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده پ  ای  ه از وق  ت  ی . ۲
از وق  ت  ی ل  ی  ک  ن ب  گ  ی  ری  م. م  ش  ت  ق ب  ای  د س  ری ای  ن از م  ش  ت  ق ج  م  لات ب  ه ج  ای س  ری ای  ن
در م  رزی ش  رای  ط و م  ی ش  ود گ  رف  ت  ه ان  ت  گ  رال ج  م  لات از ع  م  لاً م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده ت  ب  دی  ل

ن  م  ی ش  ود. 𝑢𝑞 ب  ه ن  ی  از و م  ی گ  ردد ظ  اه  ر م  ش  ت  ق ت  ب  دی  ل

ب  ا ه  م و پ  ای  ه ب  ا ه  م م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  اش  د، م  وج  ود م  س  ئ  ل  ه در ش  ده داده ت  واب  ع ف  وری  ه س  ری اگ  ر . ۳
پ  ای  ه ب  ا ح  ل ن  ب  اش  د، م  وج  ود ت  اب  ع  ی ف  وری  ه س  ری اگ  ر ل  ی  ک  ن اس  ت. ح  ل ق  اب  ل ف  وری  ه ت  ب  دی  ل
ح  ل ب  ه ح  ال اس  ت. م  وج  ود م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  ا ح  ل ام  ک  ان ت  ب  دی  ل ب  ا ل  ی  ک  ن ن  ام  ق  دور

م  ی پ  ردازی  م. ت  ب  دی  ل ب  ا م  س  ائ  ل

زی  ر: ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۷ . ۱ م  ث  ال
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝑢 + 𝑥 + 𝑒𝑡𝛿(𝑥 −

𝜋
۲ ) ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰.



ح  ل روش ه  ای . ۹ . ۱۸۳

ف  وری  ه س  ری ف  اق  د ت  اب  ع ای  ن و اس  ت ش  ده ظ  اه  ر م  ع  ادل  ه ای  ن در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝛿 ت  اب  ع چ  ون ح  ل.
اس  ت. ق  اب  ل ح  ل ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده ب  ا دل  ت  ا ت  اب  ع ح  اوی م  س  ائ  ل و م  س  ئ  ل  ه ای  ن پ  س اس  ت

داری  م: را زی  ر خ  اص  ی  ت دل  ت  ا ت  اب  ع م  ورد در

آن  گ  اه ،𝛼 ∈ (𝑎, 𝑏) و ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه [𝑎, 𝑏] ب  ازه روی 𝑓(𝑥) اگ  ر .۱۷ . ۱ خ  اص  ی  ت


𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝛿(𝑥 − 𝛼) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝛼)

∞±ب  اش  د. م  ی ت  وان  د 𝑏 ی  ا و 𝑎 ای  ن  ج  ا در ک  ه

م  ی گ  ی  ری  م. ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از م  س  ئ  ل  ه، ح  ل ب  رای ح  ال
𝜋ان  ت  گ  رال ت  ا ۰ از و ض  رب ۲

𝜋 sin 𝑛𝑥 در را م  ع  ادل  ه ط  رف  ی  ن م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای .𝑝 = 𝜋 داری  م
م  ی ن  وی  س  ی  م: س  اده ن  وی  س  ی ب  رای م  ی گ  ی  ری  م.

ℱ𝑠(𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑈(𝑛, 𝑡) ∶= 𝑈(𝑡)

ای  ن ص  ورت: در

م  ی گ  ی  ری  م. ان  ت  گ  رال 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت و م  ش  ت  ق 𝑡 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑢 از . ۱

ℱ𝑠(𝑢𝑡) = 𝑈𝑡

م  ی گ  ی  ری  م. ان  ت  گ  رال س  پ  س و م  ش  ت  ق 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ب  ار دو . ۲

ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥) = −𝑛۲𝑈 + ۲𝑛
𝜋 𝑡

را ف  وق ت  س  اوی داری  م، ب  الا در آن را ف  رم  ول ک  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت

ه  م  چ  ن  ی  ن . ۳
ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥𝑡) = ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥)𝑡 = −𝑛

۲𝑈𝑡 +
۲𝑛
𝜋



ک  ران  ه دار۸۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۱ ف  ص  ل

. ۴

ℱ𝑠𝑒𝑡𝛿(𝑥 −
𝜋
۲
) = ۲

𝜋 
𝜋

۰
𝛿(𝑥 − 𝜋

۲
)𝑒𝑡 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۲

𝜋𝑒
𝑡 sin 𝑛𝜋

۲

. ۵
ℱ𝑠(𝑥) =

۲
𝜋 

𝜋

۰
𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱

م  ی ده  ی  م: ق  رار گ  رف  ت  ه ش  ده ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه در ح  ال

𝑈𝑡 = −𝑛۲𝑈 − 𝑛۲𝑈𝑡 − 𝑈 + ۲𝑛
𝜋 𝑡 +

۲𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱ + ۲

𝜋𝑒
𝑡 sin 𝑛𝜋

۲

𝑈𝑡 + 𝑈 = ۱
۱ + 𝑛۲

۲𝑛
𝜋 𝑡 +

۲𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱ + ۲

𝜋𝑒
𝑡 sin 𝑛𝜋

۲


= 𝐵𝑛𝑡 + 𝐶𝑛 + 𝐷𝑛𝑒𝑡

ب  ه ط  وری ک  ه

𝐵𝑛 ∶=
۲𝑛

𝜋(۱ + 𝑛۲) , 𝐶𝑛 ∶=
۱

۱ + 𝑛۲
۲𝑛
𝜋 + ۲

𝑛(−۱)
𝑛+۱,

𝐷𝑛 ∶=
۲

𝜋(۱ + 𝑛۲) sin
𝑛𝜋
۲
.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت  ب  گ  ی  ری  م، ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل اول  ی  ه ش  رط از اگ  ر

𝑈(۰) = ℱ𝑠(𝑢(𝑥, ۰)) = ℱ𝑠(𝑥) =
۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱

از ع  ب  ارت  س  ت ف  وق دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑈(𝑛, 𝑡) = 𝐴𝑛𝑒−𝑡 + 𝐵𝑛𝑡 + 𝐶𝑛 − 𝐵𝑛 +
۱
۲
𝐷𝑛𝑒𝑡

م  ی ش  ود: ح  اص  ل اول  ی  ه ش  رط اع  م  ال ب  ا اس  ت. ع  م  وم  ی ج  واب 𝐴𝑛ث  اب  ت آن در ک  ه

𝑈(𝑛, ۰) = 𝐴𝑛 + 𝐶𝑛 − 𝐵𝑛 +
۱
۲
𝐷𝑛 =

۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱

پ  س
𝐴𝑛 =

۲
𝑛(−۱)

𝑛+۱ − 𝐶𝑛 + 𝐵𝑛 −
۱
۲
𝐷𝑛
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ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑈(𝑛, 𝑡) =  ۲𝑛(−۱)
𝑛+۱ − 𝐶𝑛 + 𝐵𝑛 −

۱
۲
𝐷𝑛 𝑒−𝑡 + 𝐵𝑛𝑡 + 𝐶𝑛 − 𝐵𝑛 +

۱
۲
𝐷𝑛𝑒𝑡

م  ی ش  ود: م  س  ئ  ل  ه ج  واب و

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑛=۱
𝑈(𝑛, 𝑡) sin 𝑛𝜋

ب  گ  ی  ری  م: و ک  ن  ی  م ح  ل ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  ا اگ  ر (۱ ت  ذک  ر.

𝛿(𝑥 − 𝜋
۲
) =

∞

𝑛=۱

۲
𝜋 sin

𝑛𝜋
۲
sin 𝑛𝑥

ب  رای ام  ا ن  ی  س  ت. ب  رق  رار و ن  دارد م  ع  ن  ی ت  س  اوی ای  ن ل  ی  ک  ن م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ج  واب ه  م  ی  ن
اس  ت. ب  ام  ع  ن  ی و م  وج  ود ت  ب  دی  لات ک  ل  ی  ه دل  ت  ا ت  اب  ع

ت  رج  ی  ح ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه ب  ا ح  ل ن  ب  ود، م  وج  ود ف  وق م  ع  ادل  ه در دل  ت  ا ت  اب  ع اگ  ر (۲
داده م  ی ش  ود.

𝑢𝑞 ت  اب  ع ی  ک م  ت  غ  ی  ر دو آن ب  رای ن  ت  وان و ب  اش  د ب  ی  ش  ت  ر ی  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دو م  س  ئ  ل  ه چ  ن  ان  چ  ه
ب  ا ی  ا و ک  رد ح  ل م  رح  ل  ه ب  ه م  رح  ل  ه و پ  ای  ه ب  ا را م  س  ئ  ل  ه ب  ای  د ح  ال  ت ای  ن در آورد، ب  ه دس  ت

ک  رد.  ح  ل م  رح  ل  ه ب  ه م  رح  ل  ه م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات

دوم ب  ه ص  ورت و اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ج  م  ل  ه دو 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ع  ادل  ه در چ  ن  ان  چ  ه ت  ذک  ر.

𝑢𝑥𝑥 + ۲𝛼𝑢𝑥

𝑣 م  ع  ادل  ه در 𝑣ب  رح  س  ب م  س  ئ  ل  ه ن  وش  ت  ن و 𝑢 = 𝑒−𝛼𝑥𝑣 م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر ب  ا داش  ت  ه ب  اش  ی  م،
ب  ررس  ی در ای  ن ص  ورت م  ی گ  ردد. ح  ذف اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق و م  ی ش  ود ظ  اه  ر 𝑣𝑥𝑥 ج  م  ل  ه ف  ق  ط

م  ی ش  ود. ان  ج  ام آس  ان ت  ر ج  دی  د پ  ای  ه ت  ه  ی  ه ی  ا و م  وج  ود پ  ای  ه ه  ای ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل
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۱۰ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل م  ن  اس  ب م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝑢 = 𝛿(𝑥 −
𝜋
۲ )𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑡

۲. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 + ۲𝑢 + 𝑥𝑒−𝑡, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢(−𝜋, 𝑡) = 𝑡 + 𝑢(𝜋, 𝑡), 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡)

۳. 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥 𝛿(𝑦 − ۱), ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, ۰ ≤ 𝑦 ≤ 𝜋
𝑢(۰, 𝑦) = 𝑦, 𝑢(۱, 𝑦) = ۰, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, 𝜋) = ۰

۴. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 + 𝑢 = 𝑥 𝛿(𝑡 − ۱) ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۱,
𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = ۰ 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۱, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۱, 𝑡) = 𝑡

۵. 𝑟۲𝑢𝑟𝑟 + 𝑟𝑟 + 𝑢𝜃𝜃 = 𝑟۲𝛿(𝜃 −
𝜋
۲ ), ۰ ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, 𝑟 < ۱

𝑢(𝑟, ۰) = 𝑟, 𝑢(𝑟, 𝜋) = ۱, 𝑢(۱, 𝜃) = 𝜃, 𝑢(۱, 𝜃) = 𝜃, |𝑢| < ∞

س  ه گ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ب  ا ح  ل روش ۳ . ۹ . ۱
ح  ل داش  ت  ه ب  اش  ی  م، م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر س  ه ی  ا دو پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک در چ  ن  ان  چ  ه

اس  ت: م  ق  دور ط  ری  ق س  ه ب  ه م  س  ائ  ل ن  وع ای  ن

م  ک  ان. م  ت  غ  ی  ر ب  ه م  رب  وط پ  ای  ه ه  ای از م  رح  ل  ه ب  ه م  رح  ل  ه ای اس  ت  ف  اده ط  ری  ق  ه . ۱

م  ت  ن  اه  ی. ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از م  ت  وال  ی اس  ت  ف  اده ط  ری  ق  ه . ۲

س  ه گ  ان  ه. و دوگ  ان  ه پ  ای  ه ی  ا س  ه گ  ان  ه و دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ط  ری  ق  ه . ۳
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زی  رب  خ  ش در دوم ط  ری  ق  ه داده ش  ده اس  ت. ت  وض  ی  ح ۲۳ . ۱ م  ث  ال ط  ب  ق ۸ . ۱ ب  خ  ش در اول ط  ری  ق  ه
در ن  ی  ز س  وم ط  ری  ق  ه داده ش  ده اس  ت. ت  وض  ی  ح دل  ت  ا ت  اب  ع ح  اوی م  س  ائ  ل ح  ل درم  ورد ۲ . ۹ . ۱
م  س  ئ  ل  ه ج  واب آن  ج  ای  ی  ک  ه از داده ش  ده اس  ت. ت  وض  ی  ح ۲۰ . ۱ و ۱۹ . ۱ م  ث  ال ه  ای ط  ی ۷ . ۱ ب  خ  ش
ی  ا دو ه  ر ج  واب ه  ای ک  ن  ی  م ح  ل ف  وق روش س  ه ی  ا دو ب  ا را م  س  ئ  ل  ه ی  ک اگ  ر اس  ت، ی  گ  ان  ه پ  اره ای
ای  ن اس  ت ق  س  م  ت ای  ن از ه  دف داش  ت  ه ب  اش  ن  د. ظ  اه  ری ت  ف  اوت اگ  رچ  ه ب  راب  رن  د ه  م ب  ا روش س  ه

اس  ت. م  ن  اس  ب ت  ر ف  وق روش ه  ای از ک  دام ی  ک م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  رای ب  ب  ی  ن  ی  م ک  ه

م  ت  غ  ی  ره  ای ک  ل  ی  ه م  رزی ش  رای  ط ب  رای 𝑢𝑞 ی  ک ب  ت  وان م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه ب  رای چ  ن  ان  چ  ه ت  ذک  ر.
اس  ت. راه ح  ل ب  ه  ت  ری  ن س  ه گ  ان  ه ی  ا دوگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ب  ه ص  ورت ح  ل آورد، ب  ه دس  ت م  ک  ان

م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۸ . ۱ م  ث  ال

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 + 𝑢 + 𝑥𝑦𝑧𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧,
𝑢
𝑥=۰
= ۰, 𝑢

𝑦=۰
= ۰, 𝑢𝑧

𝑧=۰

= ۰,

𝑢
𝑥=۱
= 𝑡𝑦𝑧, 𝑢𝑦

𝑦=۱

= 𝑡𝑥𝑧, 𝑢
𝑧=۱
= 𝑡𝑥𝑦

ب  ر م  ش  روط اس  ت م  ق  دور س  ه گ  ان  ه پ  ای  ه ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل پ  س ،۰ ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ ۱ چ  ون ح  ل.
پ  ای  ه درن  ت  ی  ج  ه اس  ت، دی  ری  ک  ه 𝑥ب  رای م  رزی ش  رای  ط آوری  م. ب  ه دس  ت 𝑢𝑞 آن ب  رای ب  ت  وان  ی  م ای  ن  ک  ه
م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س اس  ت، چ  پ روب  ی  ن 𝑦ب  رای م  رزی ش  رای  ط اس  ت.  sin 𝑛𝜋𝑥

∞

𝑛=۱
م  ن  اس  ب

م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س اس  ت، راس  ت روب  ی  ن 𝑧ب  رای م  رزی ش  رای  ط م  ی ب  اش  د.  sin(𝑛+ ۱
۲ )𝜋𝑦

∞

𝑛=۰
ن  ی  س  ت. س  اده چ  ن  دان م  ت  غ  ی  ره  ا ک  ل  ی  ه ب  رای 𝑢𝑞 ی  ک ک  ردن پ  ی  دا اس  ت.  cos(𝑛 + ۱

۲ )𝜋𝑧
∞

𝑛=۰
اس  ت: م  ن  اس  ب زی  ر 𝑢𝑞 م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای ل  ی  ک  ن

𝑢𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑥𝑦𝑧𝑡

زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑣 م  س  ئ  ل  ه م  ی ن  وی  س  ی  م. 𝑣ب  رای را م  س  ئ  ل  ه 𝑢 = 𝑢𝑞 + 𝑣 م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر ب  ا
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م  ی ش  ود: ح  اص  ل

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑦𝑦 + 𝑣𝑧𝑧 + 𝑣 + ۲𝑥𝑦𝑧𝑡 − 𝑥𝑦𝑧, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧,
𝑣
𝑥=۰
= 𝑣

𝑥=۱
= 𝑣

𝑦=۰
= 𝑣𝑦

𝑦=۱

= 𝑣𝑧
𝑧=۰

= 𝑣
𝑧=۱
= ۰

م  ی ش  ود. ح  ل س  ه گ  ان  ه پ  ای  ه ب  ا پ  س اس  ت. ه  م  گ  ن م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای م  رزی ش  رای  ط

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
∞

𝑛=۱

∞

𝑚=۰

∞

𝑗=۰
𝑇𝑛𝑚𝑗(𝑡) sin 𝑛𝜋𝑥 sin(𝑚 +

۱
۲
)𝜋𝑦 cos(𝑗 + ۱

۲
)𝜋𝑧

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر 𝑇𝑛𝑚𝑗ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ،𝑣 م  ع  ادل  ه در ف  وق س  ری دادن ق  رار ب  ا

�̇�𝑛𝑚𝑗 = −𝑛۲ + (𝑚 +
۱
۲
)۲ + (𝑗 + ۱

۲
)۲𝑇𝑛𝑚𝑗 + 𝑐𝑛𝑚𝑗𝑡 + 𝑑𝑛𝑚𝑗

آن در ک  ه

𝑐𝑛𝑚𝑗 =
۲
۱
۲
۱
۲
۱ 

۱

۰


۱

۰


۱

۰
۲𝑥𝑦𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑑𝑛𝑚𝑗 =
۲
۱
۲
۱
۲
۱ 

۱

۰


۱

۰


۱

۰
−𝑥𝑦𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = − ۱

۲
𝑐𝑛𝑚𝑗

ع  م  وم  ی ج  واب 𝑇𝑛𝑚𝑗 م  ع  ادل  ه ح  ل از م  ی گ  ذاری  م. ک  ار آخ  ر ب  رای را ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن م  ح  اس  ب  ه
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت آن را

𝑇𝑛𝑚𝑗(𝑡) = 𝐴𝑛𝑚𝑗𝑒−𝛽𝑛𝑚𝑗𝑡 +
𝑐𝑛𝑚𝑗
𝛽𝑛𝑚𝑗

𝑡 + ۱
𝛽𝑛𝑚𝑗

𝑑𝑛𝑚𝑗 −
𝑐𝑛𝑚𝑗
𝛽𝑛𝑚𝑗



ب  ه ط  وری ک  ه
𝛽𝑛𝑚𝑗 =∶ 𝑛۲ + (𝑚 +

۱
۲
)۲ + (𝑗 + ۱

۲
)۲.

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب 𝑣 س  ه گ  ان  ه ف  وری  ه س  ری در 𝑇𝑛𝑚𝑗 ای  ن دادن ق  رار از
اع  م  ال از ک  ن  ی  م. اع  م  ال آن را اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ای  د 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ن  ه  ای  ی ج  واب آوردن ب  ه دس  ت ب  رای
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑣ع  م  وم  ی ج  واب ب  ر 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧 اول  ی  ه ش  رای  ط

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) =
∞

𝑛=۱

∞

𝑚=۰

∞

𝑗=۰
𝐴𝑛𝑚𝑗 +

۱
𝛽𝑛𝑚𝑗

𝑑𝑛𝑚𝑗 −
𝑐𝑛𝑚𝑗
𝛽𝑛𝑚𝑗

 sin 𝑛𝜋𝑥

⋅ sin(𝑚 + ۱
۲
)𝜋𝑦 cos(𝑗 + ۱

۲
)𝜋𝑧 = 𝑥𝑦𝑧

ن  ت  ی  ج  ه در
𝐴𝑛𝑚𝑗 +

۱
𝛽𝑛𝑚𝑗

𝑑𝑛𝑚𝑗 −
𝑐𝑛𝑚𝑗
𝛽𝑛𝑚𝑗

 = −𝑑𝑛𝑚𝑗.

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑑𝑛𝑚𝑗 𝐴𝑛𝑚𝑗ب  رح  س  ب ، 𝑐𝑛𝑚𝑗 = −۲𝑑𝑛𝑚𝑗 راب  ط  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال

𝐴𝑛𝑚𝑗 = −𝑑𝑛𝑚𝑗۱ +
۱

𝛽𝑛𝑚𝑗
+ ۲
𝛽۲𝑛𝑚𝑗



ب  الاخ  ره م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص ک  ام  لاً ج  واب ای  ن 𝑣ع  م  وم  ی ج  واب 𝐴𝑛𝑚𝑗در ای  ن دادن ق  رار از
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ن  ه  ای  ی ج  واب

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑥𝑦𝑧𝑡 + 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

م  ی پ  ردازی  م. 𝑑𝑛𝑚𝑗 م  ح  اس  ب  ه ب  ه ح  ال

𝑑𝑛𝑚𝑗 = ۸
۱

۰
𝑥 sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥

۱

۰
𝑦 sin(𝑚 + ۱

۲
)𝜋𝑦 𝑑𝑦

۱

۰
𝑧 cos(𝑗 + ۱

۲
)𝜋𝑧 𝑑𝑧

= ۸
(−۱)𝑛+۱
𝑛𝜋

(−۱)𝑚

(𝑚 + ۱
۲ )

۲𝜋۲

(−۱)𝑗

𝜋(𝑗 + ۱
۲ )
− ۱
(𝑗 + ۱

۲ )
۲𝜋۲



اس  ت  ف  اده ی  ع  ن  ی اول ط  ری  ق  ه ب  ه ب  ای  د ی  ا را م  س  ئ  ل  ه ن  ب  اش  د، م  ق  دور 𝑢𝑞 ت  ع  ی  ی  ن چ  ن  ان  چ  ه ت  ذک  ر.
اس  ت  ف  اده ی  ع  ن  ی دوم ط  ری  ق ب  ه ی  ا و م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر ب  ه م  رب  وط پ  ای  ه ه  ای از م  رح  ل  ه ب  ه م  رح  ل  ه ای

ک  ن  ی  م. ح  ل روش دو ای  ن از ت  رک  ی  ب  ی ی  ا و م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از م  ت  وال  ی
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زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۹ . ۱ م  ث  ال

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 − ۵𝑢 = 𝑥𝑦𝑧, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, ۰ ≤ 𝑦, 𝑧 ≤ 𝜋
𝑢
𝑥=−𝜋

= 𝑢
𝑥=𝜋

+ 𝑦𝑧, 𝑢𝑥
𝑥=−𝜋

= 𝑢𝑥
𝑥=𝜋

𝑢
𝑦=۰
= 𝑢

𝑦=𝜋
= 𝑥𝑧, 𝑢𝑧

𝑧=۰

= ۰, 𝑢𝑧
𝑧=𝜋

= 𝑥𝑦

پ  س ن  ی  س  ت. م  ق  دور س  ادگ  ی ب  ه 𝑢𝑞 ت  ع  ی  ی  ن م  رزی ش  رای  ط ای  ن ب  رای ک  ن  ی  د ت  وج  ه اب  ت  دا ح  ل.
ان  ج  ام م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  ا را ح  ل ن  ی  س  ت. م  ق  دور چ  ن  دگ  ان  ه ف  وری  ه س  ری ب  ا ح  ل
پ  ای  ه اس  ت. {𝑒𝑖𝑛𝑥}∞𝑛=−∞ ی  ع  ن  ی 𝑝 = 𝜋 ب  ا ن  م  ای  ی پ  ای  ه 𝑥 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب پ  ای  ه م  ی ده  ی  م.
م  ن  اس  ب پ  ای  ه م  ی ب  اش  د. {sin 𝑛𝑦}∞𝑛=۱ ی  ع  ن  ی 𝑝 = 𝜋 ب  ا ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه 𝑦 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب
ت  ب  دی  ل 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اب  ت  دا اس  ت. {cos 𝑛𝑧}∞𝑛=۰ ی  ع  ن  ی 𝑝 = 𝜋 ب  ا ق  دی  م ک  س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه 𝑧 م  ت  غ  ی  ر

م  ی گ  ی  ری  م. م  ت  ن  اه  ی ن  م  ای  ی ف  وری  ه

ℱ (𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑈(𝑛, 𝑦, 𝑧) = 𝑈𝑛(𝑦, 𝑧) =∶ 𝑈𝑛

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
∞

𝑛=∞

𝑈𝑛(𝑦, 𝑧)𝑒𝑖𝑛𝑥

ℱ (𝑓″) = −𝑛۲ℱ (𝑓) + (−۱)
𝑛𝑖𝑛

۲𝜋 [𝑓(𝜋) − 𝑓(−𝜋)] + (−۱)
𝑛

۲𝜋 [𝑓′(𝜋) − 𝑓′(−𝜋)]

درن  ت  ی  ج  ه

ℱ (𝑢𝑥𝑥) = −𝑛۲𝑈𝑛 +
𝑖𝑛(−۱)𝑛+۱

۲𝜋 𝑦𝑧

ℱ (𝑢𝑦𝑦) = 𝑈𝑛𝑦𝑦

ℱ (𝑢𝑧𝑧) = 𝑈𝑛𝑧𝑧

م  ی گ  ی  ری  م. م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از ح  ال

−𝑛۲𝑈𝑛 + 𝑈𝑛𝑦𝑦 + 𝑈𝑛𝑧𝑧 − ۵𝑈𝑛 = 𝑦𝑧ℱ (𝑥) + 𝑖𝑛(−۱)𝑛

۲𝜋 𝑦𝑧
𝑈𝑛

𝑦=۰

= 𝑈𝑛
𝑦=𝜋

= 𝑧ℱ (𝑥), 𝑈𝑛𝑧
𝑧=۰

= ۰, 𝑈𝑛𝑧
𝑧=𝜋

= 𝑦ℱ (𝑥)



ح  ل روش ه  ای . ۹ . ۱۹۱

م  ی گ  ی  ری  م. م  ت  ن  اه  ی ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت ف  وق م  س  ئ  ل  ه از س  پ  س

ℱ𝑠(𝑈𝑛(𝑦, 𝑧)) = ℱ𝑠(𝑈(𝑛, 𝑦, 𝑧)) = 𝑈(𝑛,𝑚, 𝑧) = 𝑈𝑛𝑚(𝑧) =∶ 𝑈𝑛𝑚

پ  س

−𝑛۲𝑈𝑛𝑚 − 𝑚۲𝑈𝑛𝑚 + 𝑈𝑛𝑚𝑧𝑧 − ۵𝑈𝑛𝑚 = 𝑧ℱ𝑠(𝑦)ℱ (𝑥) + 𝑖𝑛(−۱)𝑛

۲𝜋 
+ ۲𝑚
𝜋 𝑧ℱ (𝑥)[(−۱)𝑚 − ۱]

𝑈𝑛𝑚𝑧
𝑧=۰

= ۰, 𝑈𝑛𝑚𝑧
𝑧=𝜋

= ℱ𝑠(𝑦)ℱ (𝑥)

اس  ت. ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه 𝑈𝑛𝑚ی  ک ب  رای م  س  ئ  ل  ه ای  ن
ب  ه ص  ورت را آن 

𝑈″
𝑛𝑚 − (𝑛۲ + 𝑚۲ + ۵)𝑈𝑛𝑚 = 𝑐𝑛𝑚𝑧

م  ی ب  اش  د: زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه ج  واب

𝑈𝑛𝑚 = 𝐴𝑛𝑚 cosh𝛼𝑛𝑚𝑧 + 𝐵𝑛𝑚 sinh𝛼𝑛𝑚𝑧 +
𝑐𝑛𝑚
𝛼۲𝑛𝑚

𝑧

ب  ه ط  وری ک  ه

𝛼۲𝑛𝑚 =∶ 𝑛۲ + 𝑚۲ + ۵

𝑐𝑛𝑚 =∶ ℱ𝑠(𝑦)ℱ (𝑥) + 𝑖𝑛(−۱)
𝑛

۲𝜋
 + ۲𝑚

𝜋 ℱ (𝑥)[(−۱)𝑚 − ۱]

داش  ت: خ  واه  ی  م م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

𝑈 ′
𝑛𝑚 = 𝛼𝑛𝑚𝐵𝑛𝑚 +

𝑐𝑛𝑚
𝛼۲𝑛𝑚

= ۰

𝑈𝑛𝑚𝑧
𝑧=𝜋

= 𝐴𝑛𝑚 cosh𝛼𝑛𝑚𝜋 + 𝐵𝑛𝑚 sinh𝛼𝑛𝑚𝜋 +
𝑐𝑛𝑚
𝛼۲𝑛𝑚

𝜋 = ℱ𝑠(𝑦)ℱ (𝑥)

پ  س

𝐵𝑛𝑚 = −
𝑐𝑛𝑚
𝛼۳𝑛𝑚

𝐴𝑛𝑚 =
۱

cosh𝛼𝑛𝑚𝜋
ℱ𝑠(𝑦)ℱ (𝑥) + 𝑐𝑛𝑚

𝛼۳𝑛𝑚
sinh𝛼𝑛𝑚𝜋 −

𝑐𝑛𝑚
𝛼۲𝑛𝑚

𝜋
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آوری  م. ب  ه دس  ت ℱرا (𝑥) اس  تℱ𝑠(𝑦)و ک  اف  ی ح  ل ات  م  ام ب  رای

ℱ𝑠(𝑦) =
۲
𝜋 

𝜋

۰
𝑦 sin𝑚𝑦 𝑑𝑦 = ۲(−۱)𝑚+۱

𝑚

ℱ (𝑥) = ۱
۲𝜋 

𝜋

−𝜋
𝑥𝑒−𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 𝑖(−۱)𝑛

𝑛
آخ  ر در

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
∞

𝑛=−∞

∞

𝑚=۰

𝑈𝑛𝑚(𝑧)𝑒𝑖𝑛𝑥 sin𝑚𝑦

۱۱ . ۱ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل س  ه گ  ان  ه و دوگ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑡𝑡𝑦𝑦 − 𝑢 + 𝑥𝑦𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑦, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = ۰,
𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(𝜋, 𝑦, 𝑡) = 𝜋𝑦𝑡, 𝑢(𝑥, 𝜋, 𝑡) = 𝜋𝑥𝑡

۲. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑦𝑦 + ۴𝑢𝑧𝑧 + 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 + 𝑢 + 𝑥𝑦𝑧𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑥𝑦𝑧,
𝑢
𝑥=۰
= 𝑢

𝑥=۱
= 𝑢

𝑦=۰
= 𝑢𝑦

𝑦=۱

= 𝑢𝑧
𝑧=۰

= 𝑢
𝑧=۱
= ۰

۳. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑦𝑥𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 − 𝑢𝑦𝑦𝑧𝑧 − 𝑢 = 𝑥𝑦𝑧,
𝑢(۰, 𝑦, 𝑧) = 𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑧) = ۰, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 𝜋, −۱ ≤ 𝑧 ≤ ۱
𝑢𝑥(𝜋, 𝑦, 𝑧) = 𝑢𝑦(𝑥, 𝜋, 𝑧) = ۰, 𝑢

𝑧=−۱
= 𝑢

𝑧=۱
, 𝑢𝑧

𝑧=−۱

= 𝑢𝑧
𝑧=۱

۴. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 + 𝑢 = 𝑥𝑦𝑡, ۰ ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑦, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = ۰,
𝑢
𝑥=۰
= 𝑢𝑦

𝑦=۰

= ۰, 𝑢𝑥
𝑥=𝜋

= 𝑦𝑡, 𝑢𝑦
𝑦=𝜋

= 𝑥𝑡



م  س  ت  دی  ر م  ی  دان روی پ  اره ای م  ع  ادلات ۱۰ . ۱
و م  وج م  ع  ادل  ه لاپ  لاس، م  ع  ادل  ه ج  م  ل  ه از پ  اره ای م  ش  ت  ق  ات ب  ا م  ع  ادلات م  س  ائ  ل از زی  ادی ت  ع  داد
ی  ا و ک  ره ی  ا دای  ره (ی  ع  ن  ی م  س  ت  دی  ر م  ی  دان ه  ای روی م  ک  ان س  ه ب  ع  دی و ب  ع  دی دو ح  رارت م  ع  ادل  ه
ه  م و پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  م م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه ح  ل م  ی ده  د. رخ آن ه  ا) از ب  خ  ش  ی ی  ا و اس  ت  وان  ه
پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای ل  ی  ک  ن اس  ت. م  ق  دور س  ه گ  ان  ه و دوگ  ان  ه پ  ای  ه ه  م و م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات
م  س  ئ  ل  ه ح  ل و ج  داس  ازی روش ب  ا م  ی ب  ای  س  ت  ی و ن  ی  س  ت ک  اف  ی ب  ع  ض  اً م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه ح  ل ب  رای
ح  ل آورد. ب  ه دس  ت آن را م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ی  ا و م  ط  ل  وب پ  ای  ه ح  اص  ل اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل
ی  ا و ل  ژان  در ب  س  ل، ت  واب  ع م  ان  ن  د خ  اص ت  واب  ع ب  ه م  ن  ج  ر م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ائ  ل
ت  ع  ی  ی  ن ب  ا ل  ی  ک  ن ن  ی  س  ت آس  ان ک  ل  ی  ت در آن ه  ا ع  م  وم  ی ج  م  ل  ه ت  ع  ی  ی  ن ک  ه م  ی گ  ردد دی  گ  ر ت  واب  ع
پ  اره ای م  س  ئ  ل  ه ب  رای خ  وب  ی ب  س  ی  ار ت  ق  ری  ب  ی ج  واب آن ه  ا ب  ردن ب  ه ک  ار و پ  ای  ه ه  ا آن اول ج  م  ل  ه چ  ن  د
م  ی پ  ردازی  م پ  وآس  ون م  ع  ادل  ه و لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ب  ررس  ی ب  ه اب  ت  دا ب  خ  ش ای  ن در م  ی آی  د. ب  ه دس  ت
دی  گ  ر م  ع  ادلات س  پ  س م  ی ش  ود. ان  ج  ام ب  ه س  ادگ  ی آن ه  ا اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ح  ل ک  ه

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت ص  ف  ح  ه در را لاپ  لاس م  ع  ادل  ه م  ی گ  ردد. ب  ررس  ی

Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = ۰

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت پ  وآس  ن م  ع  ادل  ه ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑓۱(𝑥, 𝑦)

داری  م: ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃, 𝑟 = (𝑥۲ + 𝑦۲)
۱
۲ , tan 𝜃 = 𝑦

𝑥 .

، 𝑢𝑟 ب  رح  س  ب را 𝑢𝑦𝑦 و 𝑢𝑥𝑥 م  ی ب  اب  س  ت  ی ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در پ  وآس  ن م  ع  ادل  ه ن  وش  ت  ن ب  رای
ان  ج  ام ب  ا ن  م  ود. س  اده س  پ  س و داد ق  رار م  ع  ادل  ه در و ک  رد م  ح  اس  ب  ه 𝑢𝑟𝑟 و 𝑢𝜃𝜃 ، 𝑢𝑟𝜃 ، 𝑢𝜃

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ای  ن ک  ار

𝑢𝑟𝑟 +
۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃 = 𝑓۱(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)
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م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ف  وق راب  ط  ه در 𝑟۲ ض  رب از

𝑟۲𝑢𝑟𝑟 + 𝑟𝑢𝑟 + 𝑢𝜃𝜃 = 𝑓(𝑟, 𝜃) = 𝑟۲𝑓۱(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃).

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ن  واح  ی م  س  ت  دی  ر م  ی  دان ی  ک از م  ق  ص  ود ای  ن  ج  ا در

𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏, 𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽

ب  ه ص  ورت 𝜃ب  رای را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه .𝛽 − 𝛼 ≤ ۲𝜋 و 𝑏 < ∞ ، 𝛼 ≥ ۰ آن در ک  ه
داری  م: زی  ر

�̈�(𝜃) + 𝜆𝜃(𝜃) = ۰

ش  رای  ط اگ  ر پ  س اس  ت. پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای ب  رای اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ه  م  ان م  ع  ادل  ه ای  ن
اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان  ی  م آن ه  ا از ی  اب  د، ت  ط  ب  ی  ق م  ا پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای از ی  ک  ی م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  رزی

م  رزی ش  رط و ۰ ≤ 𝜃 ≤ 𝜋ب  رای م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه ک  ن  ی  م.

𝑢
𝜃=۰
= 𝑔۱(𝑟), 𝑢

𝜃=𝜋
= 𝑔۲(𝑟)

𝑟ب  رای را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ح  ال اس  ت. م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه
درم  ی آی  د: زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن م  ی ن  وی  س  ی  م.

𝑟۲𝑅″(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) + 𝜆𝑅(𝑟) = ۰

را زی  ر م  ع  ادل  ه 𝑟 = 𝑒𝑡 م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا

𝑑۲𝑅(𝑡)
𝑑𝑡۲ + 𝜆𝑅(𝑡) = ۰

دارد. ت  ط  ب  ی  ق پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  ع  ادل  ه ب  ا م  ع  ادل  ه ای  ن دوب  اره داش  ت. خ  واه  ی  م
ت  ط  ب  ی  ق پ  ن  ج گ  ان  ه پ  ای  ه ه  ای از ی  ک  ی ب  ا آن م  رزی ش  رای  ط و دام  ن  ه ب  ا 𝑡 = ln 𝑟 دام  ن  ه چ  ن  ان  چ  ه
پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه ب  رای 𝑟 م  ت  غ  ی  ر م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  ای  ه، آن در 𝑥 = ln 𝑟 دادن ق  رار از داش  ت  ه ب  اش  د،

م  رزی ش  رای  ط و ۱ < 𝑟 < 𝑒𝑝 ب  رای م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان م  ی آی  د. ب  ه دس  ت

𝑢
𝑟=۱
= ℎ۱(𝜃), 𝑢𝑟

𝑟=𝑒𝑝
= ℎ۲(𝜃)
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ی  ع  ن  ی 𝑥ب  ه ج  ای ln 𝑟 دادن ق  رار ب  ا ج  دی  د س  ی  ن  وس  ی پ  ای  ه

 sin 𝑛 +
۱
۲
 𝜋 ln 𝑟

𝑝 
∞

𝑛=۰
اس  ت. م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ن  اس  ب

ح  ل م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ی  ا پ  ای  ه ب  ا را پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک اگ  ر ت  ذک  ر.
ج  واب از اس  ت  ف  اده ب  ا را آن اس  ت ب  ه  ت  ر ب  رس  ی  م، ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه و ک  ن  ی  م

ک  ن  ی  م. ح  ل ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه آن ع  م  وم  ی

زی  ر پ  وآس  ون م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۳۰ . ۱ م  ث  ال
Δ𝑢 = ۲𝑥𝑦, ۱ < 𝑟 < 𝑒𝜋,

𝑢
𝑟=۱
= ۰, 𝑢

𝑟=𝑒𝜋
= sin ۲𝜃.

ب  ای  د ب  ن  وی  س  ی  م، 𝑟 و 𝜃ب  رح  س  ب را ،۴ . ۱ ش  ک  ل ی  ع  ن  ی ف  وق، م  س  ئ  ل  ه م  ی  دان ای  ن  ک  ه ب  رای ح  ل.

م  س  ت  دی  ر م  ی  دان ی  ک :۴ . ۱ ش  ک  ل

𝜃ب  رای م  رزی ش  رای  ط .−𝜋 < 𝜃 < 𝜋 م  ی گ  ی  ری  م پ  س داش  ت  ه ب  اش  ی  م. ۲𝜋 ط  ول ب  ه 𝜃را دام  ن  ه
اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه م  ی  دان داخ  ل در 𝑢𝜃 و 𝑢 چ  ون اس  ت، ه  م  گ  ن م  ت  ن  اوب

𝑢
𝜃=−𝜋

= 𝑢
𝜃=𝜋

و 𝑢𝜃
𝜃=−𝜋

= 𝑢𝜃
𝜃=𝜋
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پ  ای  ه م  ن  اس  ب پ  ای  ه پ  س اس  ت، م  ت  ن  اوب م  رزی ش  رای  ط چ  ون .𝜃ب  رای پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا :۱ ح  ل
ی  ع  ن  ی اس  ت. 𝑝 = 𝜋 ب  ا ن  م  ای  ی

𝑒𝑖𝑛𝜃
∞

𝑛=−∞
.

ب  ه ص  ورت ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در م  ع  ادل  ه ای  ن

𝑟۲𝑢𝑟𝑟 + 𝑟𝑢𝑟 + 𝑢𝜃𝜃 = 𝑟۴ sin ۲𝜃

م  ی گ  ی  ری  م پ  س ن  ی  س  ت. 𝑢𝑞 ک  ردن پ  ی  دا ب  ه ن  ی  ازی پ  س اس  ت. ه  م  گ  ن ن  م  ای  ی م  رزی ش  رای  ط ب  ا

𝑢(𝑟, 𝜃) =
∞

𝑛=−∞

𝑅𝑛(𝑟)𝑒𝑖𝑛𝜃.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت  م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

𝑟۲𝑅″𝑛 + 𝑟𝑅
′
𝑛 − 𝑛۲𝑅𝑛 = 𝑟۴

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

۰ 𝑛 ≠ ۲, −۲
۱
۲𝑖 𝑛 = ۲

− ۱
۲𝑖 𝑛 = −۲

= 𝑟۴𝐶𝑛

از ع  ب  ارت  س  ت آن م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه اس  ت. اول  ر ک  ش  ی م  ع  ادل  ه م  ع  ادل  ه، ای  ن

𝜆۲ − 𝑛۲ = ۰⇒ 𝜆 = ±𝑛.

م  ی ش  ود: ه  م  گ  ن م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑅𝑛𝑐(𝑟) = 𝐴𝑛𝑟𝑛 + 𝐵𝑛𝑟−𝑛

گ  رف  ت: ن  ظ  ر در زی  ر ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را آن م  خ  ص  وص ج  واب

𝑅𝑛𝑝(𝑟) = 𝐷𝑛𝑟۴ 𝑛 ≠ ۴

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ده  ی  د، ق  رار م  ع  ادل  ه در را آن

۱۲𝐷𝑛𝑟۴ + ۴𝐷𝑛𝑟۴ − 𝑛۲𝐷𝑛𝑟۴ = 𝐶𝑛𝑟۴
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،𝑛 ≠ ۴ ب  رای پ  س
𝐷𝑛 =

𝐶𝑛
۱۶ − 𝑛۲ .

ب  گ  ی  ری  م ب  ای  د 𝑛 = ۴ ب  رای
𝐷۴𝑝(𝑟) = 𝐷𝑛𝑟۴ ln 𝑟.

و 𝐷۲ =
۱
۲۴𝑖 پ  س . 𝑛 ≠ ۲, −۲ ب  رای 𝐶𝑛 = ۰ و 𝐶−۲ = − ۱

۲𝑖 و 𝐶۲ =
۱
۲𝑖 ل  ی  ک  ن

𝑅را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ت  رت  ی  ب  ب  ه ای  ن .𝑛 ≠ ۲, −۲ 𝐷𝑛ب  رای = ۰ 𝐷−۲و = −
۱
۲۴𝑖

خ  واه  ی  م داش  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت

𝑅𝑛(𝑟) = 𝐴𝑛𝑟𝑛 + 𝐵𝑛𝑟−𝑛 +
𝐶𝑛

۱۶ − 𝑛۲ 𝑟
۴

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑢 م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑢(𝑟, 𝜃) =
∞

𝑛=−∞

𝐴𝑛𝑟𝑛 + 𝐵𝑛𝑟−𝑛 +
𝐶𝑛

۱۶ − 𝑛۲ 𝑟
۴𝑒𝑖𝑛𝜃.

آی  د. 𝐵𝑛ب  ه دس  ت 𝐴𝑛و ت  ا م  ی ک  ن  ی  م اع  م  ال را 𝑟م  رزی ش  رای  ط ح  ال

𝑢(۱, 𝜃) = ۰ ⇒
∞

𝑛=−∞

𝐴𝑛 + 𝐵𝑛 +
𝐶𝑛

۱۶ − 𝑛۲
𝑒𝑖𝑛𝜃 = ۰

ن  ت  ی  ج  ه در

𝐴𝑛 + 𝐵𝑛 +
𝐶𝑛

۱۶ − 𝑛۲ = ۰ (۱ . ۱)

و

𝑢(𝑒𝜋, 𝜃) = sin ۲𝜃
∞

𝑛=−∞

𝐴𝑛𝑒𝑛𝜋 + 𝐵𝑛𝑒−𝑛𝜋 +
𝐶𝑛

۱۶ − 𝑛۲ 𝑒
۴𝜋𝑒𝑖𝑛𝜃 = sin ۲𝜃 =

∞

𝑛=−∞

𝐶𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃

پ  س اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف 𝐶𝑛ق  ب  لاً ک  ه

𝐴𝑛𝑒𝑛𝜋 + 𝐵𝑛𝑒−𝑛𝜋 +
𝐶𝑛

۱۶ − 𝑛۲ 𝑒
۴𝜋 = 𝐶𝑛. (۲ . ۱)
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت (۲ . ۱) و (۱ . ۱) م  ع  ادل  ه دو ح  ل از

𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 = ۰ 𝑛 ≠ ۲, −۲ ب  رای

𝐴۲ =
𝐶۲

۲ sinh ۲𝜋
۱ − ۱

۱۲
(𝑒۴𝜋 − 𝑒−۲𝜋)

𝐵۲ = −
𝐶۲

۲ sinh ۲𝜋
۱ − ۱

۱۲
(𝑒۴𝜋 − 𝑒۲𝜋)

م  ش  اب  ه  اً
𝐴−۲ = −

𝐶−۲
۲ sinh ۲𝜋

۱ − ۱
۱۲
(𝑒۴𝜋 − 𝑒۲𝜋)

𝐵−۲ =
𝐶−۲

۲ sinh ۲𝜋
۱ − ۱

۱۲
(𝑒۴𝜋 − 𝑒−۲𝜋)

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑢ع  م  وم  ی ج  واب در 𝐵𝑛 ه  ا و 𝐴𝑛 ه  ا ای  ن دادن ق  رار از

𝑝 = 𝜋ب  رای دی  ری  ک  ه م  رزی ش  رط 𝑟ب  رای را م  رزی ش  رای  ط .𝑟ب  رای پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا :۲ ح  ل
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑟 م  ت  غ  ی  ر ب  رای را م  ن  اس  ب پ  ای  ه ش  ده گ  ف  ت  ه م  ط  ال  ب ط  ب  ق پ  س، داری  م.

 sin(𝑛 ln 𝑟)
∞

𝑛=۱
۱ < 𝑟 < 𝑒𝜋

آوری  م. ب  ه دس  ت 𝑢𝑞 ب  ای  د پ  س اس  ت. غ  ی  ره  م  گ  ن 𝑟ب  رای م  رزی ش  رای  ط

𝑢𝑞(𝑟, 𝜃) = 𝐴𝑟 + 𝐵

م  ی ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه 𝐵را 𝐴و ح  ال

𝑢𝑞(۱, 𝜃) = 𝐴 + 𝐵 = ۰ ⇒ 𝐵 = −𝐴

𝑢𝑞(۱, 𝜃) = 𝐴𝑒𝜋 + 𝐵 = sin ۲𝜃

ن  ت  ی  ج  ه در
𝐴 = −𝐵 = ۱

𝑒𝜋 − ۱
sin ۲𝜃

𝑢𝑞(𝑟, 𝜃) =
۱

𝑒𝜋 − ۱
sin ۲𝜃(𝑟 − ۱)
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م  ی ش  ود: 𝑣 م  س  ئ  ل  ه .𝑢 = 𝑢𝑞 + 𝑣 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝑟۲𝑣𝑟𝑟 + 𝑟𝑣𝑟 + 𝑣𝜃𝜃 = sin ۲𝜃𝑟۴ −
𝑟

𝑒𝜋 − ۱
+ ۴
𝑒𝜋 − ۱

(𝑟 − ۱)

𝑣(۱, 𝜃) = ۰, 𝑣(𝑒𝜋, 𝜃) = ۰, 𝑣(𝑟, −𝜋) = 𝑣(𝑟, 𝜋), 𝑣𝜃(𝑟, −𝜋) = 𝑣𝜃(𝑟, 𝜋).

ب  گ  ی  ری  د

𝑣(𝑟, 𝜃) =
∞

𝑛=۱
𝑏𝑛(𝜃) sin(𝑛 ln 𝑟).

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

−𝑛۲𝑏𝑛(𝜃) + 𝑏
″
𝑛(𝜃) = 𝑐𝑛 sin ۲𝜃,

ب  ه ط  وری ک  ه

𝑟۴ + ۳
𝑒𝜋 − ۱

𝑟 − ۴
𝑒𝜋 − ۱

=
∞

𝑛=۱
𝑐𝑛 sin(𝑛 ln 𝑟)

و

𝑐𝑛 =


𝑒𝜋

۱

۱
𝑟
𝑟۴ + ۳

𝑒𝜋 − ۱
𝑟 − ۴

𝑒𝜋 − ۱
 sin(𝑛 ln 𝑟) 𝑑𝑟


𝑒𝜋

۱

۱
𝑟 sin

۲(𝑛 ln 𝑟) 𝑑𝑟
.

م  ع  ادل  ه ح  ل از اس  ت. ان  ج  ام ق  اب  ل ب  ه س  ادگ  ی 𝑟 = 𝑒𝑡 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ای  ن ان  ت  گ  رال ه  ا م  ح  اس  ب  ه
م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑏𝑛(𝜃)

𝑏𝑛(𝜃) = 𝐴𝑛 cosh 𝑛𝜃 + 𝐵𝑛 sinh 𝑛𝜃 −
𝑐𝑛

𝑛۲ + ۴
sin ۲𝜃.

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب پ  س

𝑣(𝑟, 𝜃) =
∞

𝑛=۱
𝐴𝑛 cosh 𝑛𝜃 + 𝐵𝑛 sinh 𝑛𝜃 −

𝑐𝑛
𝑛۲ + ۴

sin ۲𝜃 sin(𝑛 ln 𝑟)

ج  واب ی  ع  ن  ی م  ی آی  د. 𝐴𝑛ب  ه دس  ت = 𝐵𝑛 = ۰ ب  ه راح  ت  ی 𝜃ب  رای م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا
از اس  ت ع  ب  ارت 𝑣 م  س  ئ  ل  ه

𝑣(𝑟, 𝜃) =
∞

𝑛=۱
 − 𝑐𝑛

𝑛۲ + ۴
sin ۲𝜃 sin(𝑛 ln 𝑟)
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م  ی ش  ود: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑢 م  س  ئ  ل  ه ج  واب و

𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝑢𝑞(𝑟, 𝜃) + 𝑣(𝑟, 𝜃)

= ۱
𝑒𝜋 − ۱

sin ۲𝜃(𝑟 − ۱) −
∞

𝑛=۱
 𝑐𝑛
𝑛۲ + ۴

sin ۲𝜃 sin(𝑛 ln 𝑟).

ف  وری  ه س  ری ب  ا پ  س اس  ت. ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا ۲ ح  ل در 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه :۳ ح  ل
م  ی گ  ی  ری  م م  ی ب  اش  د. ق  اب  ل ح  ل دو گ  ان  ه

𝑣(𝑟, 𝜃) =
∞

𝑚=−∞

∞

𝑛=۱
𝑐𝑛𝑚𝑒𝑖𝑚𝜃 sin(𝑛 ln 𝑟).

م  ی ده  ی  م ق  رار م  ع  ادل  ه در را آن

−
∞

𝑚=−∞

∞

𝑛=۱
𝑐𝑛𝑚(𝑛۲ + 𝑚۲)𝑒𝑖𝑚𝜃 sin(𝑛 ln 𝑟)

= sin ۲𝜃𝑟۴ − 𝑟
𝑒𝜋 − ۱

+ ۴
𝑒𝜋 − ۱

(𝑟 − ۱)

=
∞

𝑚=−∞

∞

𝑛=۱
𝑑𝑛𝑚𝑒𝑖𝑚𝜃 sin(𝑛 ln 𝑟)

ب  ه ط  وری ک  ه

𝑑𝑛𝑚 =
۱
۲𝜋 

𝜋

−𝜋
sin ۲𝜃𝑒−𝑖𝑚𝜃 𝑑𝜃 .

∫𝑒
𝜋

۱
۱
𝑟𝑟

۴ + ۳
𝑒𝜋−۱𝑟 −

۴
𝑒𝜋−۱ sin(𝑛 ln 𝑟) 𝑑𝑟

∫𝑒
𝜋

۱
sin۲(𝑛 ln 𝑟) 𝑑𝑟

= ۱
۲𝜋 

𝜋

−𝜋
sin ۲𝜃(cos𝑚𝜃 − 𝑖 sin𝑚𝜃) 𝑑𝜃

∫𝜋
۰
𝑒۴𝑡 + ۳

𝑒𝜋−۱𝑒
𝑡 − ۴

𝑒𝜋−۱ sin 𝑛𝑡 𝑑𝑡

∫𝜋
۰
sin۲ 𝑡 𝑑𝑡

= ۱
۲𝜋

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 𝑖۲ 𝑚 = ۲
𝑖
۲ 𝑚 = ۲
۰ 𝑚 ≠ ۲, −۲

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.
۲
𝜋 

𝜋

۰
𝑒۴𝑡 + ۳

𝑒𝜋 − ۱
𝑒𝑡 − ۴

𝑒𝜋 − ۱
 sin 𝑛𝑡 𝑑𝑡.

اس  ت. 𝑢 = 𝑢𝑞 + 𝑣ب  ه ص  ورت ،𝑢 م  س  ئ  ل  ه ج  واب ن  ت  ی  ج  ه در
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م  ی ب  اش  د. م  ق  دور ه  م  ی  ش  ه ۱ ح  ل ل  ی  ک  ن اس  ت، س  اده ت  ری  ن ۳ ح  ل ت  ذک  ر.

م  ی پ  ردازی  م. ص  ف  ح  ه در ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  ررس  ی ب  ه اک  ن  ون

زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۳۱ . ۱ م  ث  ال
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦, 𝑥۲ + 𝑦۲ < 𝑝, 𝑡 > ۰,

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥۲ + 𝑦۲, 𝑢
𝑥۲+𝑦۲=𝑝

= ۰.

ب  ررس  ی ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در ب  ای  د را م  س  ئ  ل  ه پ  س اس  ت. دای  ره م  س  ئ  ل  ه ای  ن م  ک  ان م  ی  دان ح  ل.
درم  ی آی  د: زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه م  خ  ت  ص  ات ای  ن در ک  ن  ی  م.

𝑢𝑡 = 𝑢𝑟𝑟 +
۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃, 𝑟 < 𝑝, 𝑡 > ۰,

𝑢(𝑟, 𝜃, ۰) = 𝑟۲, 𝑢(𝑝, 𝜃, 𝑡) = ۰.

𝜃ب  رای را پ  ن  ه  ان م  رزی ش  رای  ط و م  ی ک  ن  د ت  غ  ی  ی  ر −𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 و ۰ ≤ 𝑟 ≤ 𝑝 ای  ن  ج  ا در
ی  ع  ن  ی داری  م. ت  ن  اوب  ی ب  ه ص  ورت

𝑢
𝜃=−𝜋

= 𝑢
𝜃=𝜋
, 𝑢𝜃

𝜃=−𝜋

= 𝑢𝜃
𝜃=𝜋

.

پ  س اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه 𝑟 = ۰ در 𝑢 چ  ون ه  م  چ  ن  ی  ن

|𝑢|
𝑟=۰
< ∞

داش  ت ان  ت  ظ  ار م  ی ت  وان پ  س ن  ش  ده اس  ت، 𝜃ظ  اه  ر م  س  ئ  ل  ه ای  ن داده ه  ای و ت  اب  ع ه  ا در ک  ه آن  ج  ا از
م  ی ش  ود: س  اده زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ای  ن ص  ورت در 𝜃ب  اش  د. از م  س  ت  ق  ل ن  ی  ز م  س  ئ  ل  ه ج  واب ک  ه

𝑢𝑡 = 𝑢𝑟𝑟 +
۱
𝑟𝑢𝑟, 𝑟 < 𝑝, 𝑡 > ۰,

𝑢(𝑟, ۰) = 𝑟۲, 𝑢(𝑝, 𝑡) = ۰, |𝑢|
𝑟=۰
< ∞

𝑢
𝜃=−𝜋

= 𝑢
𝜃=𝜋
, 𝑢𝜃

𝜃=−𝜋

= 𝑢𝜃
𝜃=𝜋

.
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𝑟 ب  ه م  رب  وط اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ی  ی  ن را 𝑟ی  ع  ن  ی م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر پ  ای  ه اک  ن  ون
اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت

𝑅″ + ۱
𝑟𝑅

′ = −𝜆𝑅, ۰ ≤ 𝑟 ≤ 𝑝

𝑅(𝑝) = ۰, |𝑅(۰)| < ∞.

ب  ود: خ  واه  د زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه درن  ت  ی  ج  ه،

𝑟۲𝑅″ + 𝑟𝑅′ + 𝜆𝑟۲𝑅 = ۰

𝜈 م  رت  ب  ه از ب  س  ل م  ع  ادل  ه ی  ع  ن  ی ب  س  ل ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ص  ف  ر م  رت  ب  ه از ب  س  ل م  ع  ادل  ه م  ع  ادل  ه، ای  ن
اس  ت: زی  ر ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه

𝑥۲𝑦″ + 𝑥𝑦′ + (𝑚۲𝑥۲ − 𝜈۲)𝑦 = ۰, 𝜆 = 𝑚۲

اس  ت: زی  ر ع  م  وم  ی ج  واب دارای 𝑥 > ۰ ب  رای م  ع  ادل  ه ای  ن

𝑦(𝑥) = 𝐶۱𝐽𝜈(𝑚𝑥) + 𝐶۲𝑌𝜈(𝑚𝑥)

𝐽𝜈(𝑥) م  ی گ  وی  ن  د. 𝜈 م  رت  ب  ه از ب  س  ل ت  اب  ع 𝑌𝜈(𝑥)را و 𝜈 م  رت  ب  ه از اول ن  وع ب  س  ل ت  اب  ع را 𝐽𝜈(𝑥)
ب  ی  ک  ران م  ب  دأ ب  س  ل𝑌𝜈(𝑥)در ت  اب  ع اس  ت. ص  ف  ره  ا از دن  ب  ال  ه ای ب  ا ن  وس  ان  ی و ک  ران  ه دار ت  اب  ع  ی
اس  ت: زی  ر 𝜆ب  ه ص  ورت = 𝑚۲ ب  رای ع  م  وم  ی ج  واب م  ا اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ب  رای م  ی ش  ود.

𝑅(𝑟) = 𝐶۱𝐽۰(𝑚𝑟) + 𝐶۲𝑌۰(𝑚𝑟)

.𝐶۲ = ۰ ب  ای  د |𝑅(۰)| < ش  رط∞ ب  رق  راری ب  رای پ  س اس  ت، ب  ی  ک  ران 𝑟 = ۰ چ  ون𝑌۰(𝑚𝑟)در
𝐽۰(𝑚𝑝) = ۰ 𝐶۱ب  ای  د ≠ ۰ ب  رای پ  س .𝐶۱𝐽۰(𝑚𝑝) = ۰ 𝑅(𝑝)ب  ای  د = ۰ ش  رط ب  رق  راری ب  رای
اگ  ر اس  ت.  𝑥𝑥 ن  م  ودار ش  ب  ه 𝐽۰(𝑥) ن  م  ودار ،𝑥 ≥ ۰ ب  رای ب  اش  د. 𝐽۰(𝑥) ری  ش  ه 𝑚𝑝ی  ک ب  ای  د ی  ا
𝑚و = 𝛼𝑛

𝑝 𝑚𝑝ی  ا = 𝛼𝑛 ب  ای  د ای  ن ص  ورت در ب  گ  ی  ری  م، {𝛼𝑛}∞𝑛=۰ ب  ه ص  ورت را 𝐽۰(𝑥)ری  ش  ه ه  ای

م  ی ش  ود: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت خ  اص ت  واب  ع و خ  اص م  ق  ادی  ر ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب .𝜆𝑛 =
𝛼۲𝑛
𝑝۲

𝜆𝑛 =
𝛼۲𝑛
𝑝۲ , 𝜙𝑛(𝑟) = 𝐽۰

𝛼𝑛
𝑝 𝑟
, 𝑛 = ۰, ۱, ۲, …
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ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه [۰, 𝑝]روی 𝑓(𝑟) اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑓(𝑟) =
∞

𝑛=۰

𝑎𝑛𝜙𝑛(𝑟),

درای  ن ص  ورت

𝑎𝑛 =
∫𝑝
۰
𝑟𝑓(𝑟)𝜙𝑛(𝑟) 𝑑𝑟

∫𝑝
۰
𝑟𝜙۲𝑛(𝑟) 𝑑𝑟

.

ب  گ  ی  ری  م ب  ای  د ف  وق پ  اره ای م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای

𝑢(𝑟, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

𝑇𝑛(𝑡) 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟), 𝑘𝑛 ∶=
𝛼𝑛
𝑝 .

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت پ  اره ای م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

∞

𝑛=۰

�̇�𝑛(𝑡) 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟) =
∞

𝑛=۰

𝑇𝑛(𝑡)𝐽
″
۰ (𝑘𝑛𝑟) +

۱
𝑟𝐽

′
۰ (𝑘𝑛𝑟)

=
∞

𝑛=۰

𝑇𝑛(𝑡) − 𝑘۲𝑛 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟).

اس  ت: زی  ر م  ع  ادل  ه پ  س𝑇𝑛(𝑡)ج  واب

�̇�𝑛(𝑡) + 𝑘۲𝑛𝑇𝑛(𝑡) = ۰.

م  ی ب  اش  د: زی  ر ع  م  وم  ی ج  واب دارای م  ع  ادل  ه ای  ن

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛𝑒−𝑘
۲𝑛𝑡

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را اول  ی  ه ش  رط ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑢(𝑟, ۰) =
∞

𝑛=۰

𝑇𝑛(۰) 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟) = 𝑟۲
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درن  ت  ی  ج  ه

𝑇𝑛(۰) =
∫𝑝
۰
𝑟۳ 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟) 𝑑𝑟

∫𝑝
۰
𝑟 𝐽۲۰ (𝑘𝑛𝑟) 𝑑𝑟

∶= 𝑏𝑛.

م  ی آوری  م: ج  واب𝑇𝑛(𝑡)ب  ه دس  ت در آن اع  م  ال از

𝐴𝑛 = 𝑏𝑛

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ج  واب ن  ه  ای  ت  اً و

𝑢(𝑟, 𝑡) =
∞

𝑛=۰

𝑏𝑛 𝑒−𝑘
۲𝑛𝑡 𝐽۰(𝑘𝑛𝑟).

ن  م  ی آی  د. ب  ه دس  ت خ  اص  ی 𝜆ت  اب  ع ≤ ۰ ب  رای (۱ ت  ذک  ر.

ن  ی  س  ت  ن  د. م  ن  ظ  م sin 𝑥ری  ش  ه ه  ای م  ان  ن  د 𝐽۰(𝑥)ری  ش  ه ه  ای  (۲

م  ع  ادل  ه ب  اش  د. س  ه ب  ع  دی ف  ض  ای در ک  روی م  خ  ت  ص  ات (𝑟, 𝜃, 𝜙) ک  ن  ی  د ف  رض .۳۲ . ۱ م  ث  ال
ی  ع  ن  ی س  ه ب  ع  دی ف  ض  ای در لاپ  لاس

Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 = ۰

ب  ه ط  وری ک  ه 𝑧 = 𝑟 cos𝜙 و 𝑦 = 𝑟 sin𝜙 sin 𝜃 ،𝑥 = 𝑟 sin𝜙 cos 𝜃 ب  ه ت  وج  ه ب  ا
زی  ر ب  ه ص  ورت ک  روی م  خ  ت  ص  ات در لاپ  لاس م  ع  ادل  ه .۰ ≤ 𝜙 ≤ 𝜋 و ۰ ≤ 𝜃 ≤ ۲𝜋 ،𝑟 > ۰

م  ی ش  ود:

Δ𝑢 = 𝑢𝑟𝑟 +
۲
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜙𝜙 +

cot𝜙
𝑟۲ 𝑢𝜙 +

۱
𝑟۲ sin۲ 𝜙

𝑢𝜃𝜃 = ۰

در ن  ی  س  ت واب  س  ت  ه 𝜃 ب  ه ک  ه زی  ر م  رزی ش  رط و 𝑟 = 𝑎 ش  ع  اع ب  ه ک  ره ای روی ب  ر را م  ع  ادل  ه ای  ن
ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر

𝑢(𝑎, 𝜃, 𝜙) = 𝑓(𝜙).
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ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب ب  اش  د. 𝜃 از م  س  ت  ق  ل ن  ی  ز م  س  ئ  ل  ه ج  واب ک  ه داش  ت ان  ت  ظ  ار م  ی ت  وان درای  ن ص  ورت
م  ی گ  ردد: س  اده زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه

𝑟۲𝑢𝑟𝑟 + ۲𝑟𝑢𝑟 + 𝑢𝜙𝜙 + cot 𝜙𝑢𝜙 = ۰

ب  ای  د م  ب  دأ در ج  واب پ  ی  وس  ت  گ  ی ب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن

|𝑢(۰, 𝜙)| < ∞.

دارب  م: زی  ر ب  رای𝜙ب  ه ص  ورت را اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه

۱
sin𝜙

𝑑
𝑑𝜙
 sin𝜙𝑑Φ𝑑𝜙

 + 𝜆Φ = ۰, ۰ < 𝜙 < 𝜋

درم  ی آی  د: زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه ،𝜔 = cos𝜙 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا

𝑑
𝑑𝜔 (۱ − 𝜔

۲)𝑑Φ𝑑𝜔 + 𝜆Φ = ۰, −۱ < 𝜔 < ۱

ف  اق  د ل  ژان  در م  ع  ادل  ه ،𝜆 ≠ 𝑛(𝑛 + ب  رای(۱ اس  ت. Φک  ران  ه دار ′ Φو ،𝜔 → ±۱ ه  م  ج  ن  ی  ن
ج  واب ی  ک م  ع  ادل  ه ای  ن ،𝜆 = 𝑛(𝑛 + ۱) اگ  ر اس  ت. −۱ ≤ 𝜔 ≤ ۱ روی ک  ران  ه دار ج  واب
ه  م  ان 𝑃𝑛(𝜔) ای  ن  ج  ا در اس  ت. ق  اب  ل ح  ص  ول زی  ر ف  رم  ول از ک  ه دارد 𝑛 درج  ه از چ  ن  دج  م  ل  ه ای

اس  ت. ل  ژان  در چ  ن  دج  م  ل  ه 

𝑃𝑛(𝜔) =
۱

۲𝑛𝑛!
𝑑𝑛
𝑑𝑥𝑛 (𝜔

۲ − ۱)𝑛

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را دوم م  س  ت  ق  ل ج  واب

𝑄𝑛(𝜔) =
۱
۲
𝑃𝑛(𝜔) ln

۱ + 𝜔
۱ − 𝜔

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

Φ(𝜔) = 𝐶۱𝑃𝑛(𝜔) + 𝐶۲𝑄𝑛(𝜔)
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ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب .𝐶۲ = ۰ ب  ای  د ،−۱ ≤ 𝜔 ≤ ۱ Φ(𝜔)روی م  ان  دن ک  ران  ه دار ب  رای
م  ی آوری  م

Φ𝑛(𝜔) = 𝑃𝑛(𝜔).

اس  ت، ن  ام  ن  ظ  م اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل م  س  ئ  ل  ه ی  ک ک  ه ف  وق م  س  ئ  ل  ه ب  رای را خ  اص ت  واب  ع پ  س
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت

Φ𝑛(𝜔) = 𝑃𝑛(cos𝜙), 𝑛 = ۰, ۱, ۲, …

م  ی گ  ی  ری  م درن  ظ  ر پ  ای  ه ای  ن ب  رح  س  ب را اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب ح  ال

𝑢(𝑟, 𝜙) =
∞

𝑛=۰

𝑅𝑛(𝑟)𝑃𝑛(cos𝜙).

ب  ه دس  ت زی  ر ب  رای𝑅𝑛(𝑟)ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه لاپ  لاس، م  ع  ادل  ه در ج  واب ای  ن دادن ق  رار از
م  ی آوری  م:

𝑅″𝑛(𝑟) + ۲𝑟𝑅′𝑛(𝑟) − 𝑛(𝑛 + ۱)𝑅𝑛(𝑟) = ۰

اس  ت: زی  ر م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ب  ا ک  وش  ی-اول  ر م  ع  ادل  ه ای  ن

𝜆۲ + 𝜆 − 𝑛(𝑛 + ۱) = ۰ ⇒ 𝜆 = 𝑛, −𝑛 − ۱

پ  س
𝑅𝑛(𝑟) = 𝐴𝑛𝑟𝑛 + 𝐵𝑛𝑟−𝑛−۱.

درن  ت  ی  ج  ه،

𝑢(𝑟, 𝜙) =
∞

𝑛=۰

𝐴𝑛𝑟𝑛 + 𝐵𝑛𝑟−𝑛−۱𝑃𝑛(cos𝜙)

ب  رای .𝐵𝑛 = ۰ ب  ای  د م  ب  دأ در ج  واب م  ان  دن ک  ران  ه دار ب  رای م  ی ش  ود. م  س  ئ  ل  ه ع  م  وم  ی ج  واب
م  ی ک  ن  ی  م. اع  م  ال را م  رزی ش  رط 𝐴𝑛ه  ا ت  ع  ی  ی  ن

𝑢(𝑎, 𝜙) =
∞

𝑛=۰

𝐴𝑛𝑎𝑛𝑃𝑛(cos𝜙) = 𝑓(𝜙) = 𝐹(cos𝜙).
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م  ی آوری  م 𝜔ب  ه دس  ت = cos𝜙گ  رف  ت  ن ب  ا
∞

𝑛=۰

𝐴𝑛𝑎𝑛𝑃𝑛(𝜔) = 𝐹(𝜔) = 𝑓(cos−۱𝜔).

پ  س ع  م  ودن  د، ه  م ب  ر 𝑠(𝜔) = ۱ وزن ت  اب  ع ب  ه ن  س  ب  ت {𝑃𝑛(𝜔)}∞𝑛=۰ چ  ون

𝐴𝑛𝑎𝑛
۱

−۱
𝑃۲𝑛(𝜔) 𝑑𝜔 = 

۱

−۱
𝑓(cos−۱𝜔)𝑃𝑛(𝜔) 𝑑𝜔.

درن  ت  ی  ج  ه .∫۱

−۱
𝑃۲𝑛(𝜔) 𝑑𝜔 = ۲

۲𝑛+۱ ل  ی  ک  ن

𝐴𝑛 =
۲𝑛 + ۱
۲𝑎𝑛 

۱

−۱
𝑓(cos−۱𝜔)𝑃𝑛(𝜔) 𝑑𝜔

،𝜔 = cos𝜙 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ی  ا

𝐴𝑛 =
۲𝑛 + ۱
۲𝑎𝑛 

𝜋

۰
𝑓(𝜙)𝑃𝑛(cos𝜙) sin𝜙 𝑑𝜙.

م  ی آی  د: زی  ر ب  ه دس  ت   ن  ه  ای  ی ب  ه ص  ورت ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑟, 𝜙) =
∞

𝑛=۰

۲𝑛 + ۱
۲

 𝑟
𝑎

𝑛


𝜋

۰
𝑓(𝜙)𝑃𝑛(cos𝜙) sin𝜙 𝑑𝜙 𝑃𝑛(cos𝜙).

۱۲ . ۱ ت  م  ری  ن

زی  ر م  س  ائ  ل ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت

۱. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥۲ + 𝑦۲, 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۱, 𝑦 > ۰
𝑢
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥𝑦, 𝑢
𝑦=۰
= 𝑥.

۲. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, ۱ < 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۲, 𝑥 > ۰
𝑢
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥𝑦, 𝑢
𝑥۲+𝑦۲=۲

= ۱, 𝑢𝑥
𝑥=۰

= 𝑦.
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۳. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥۲ − 𝑦۲, 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۱, 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰
𝑢
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥 + 𝑦, 𝑢
𝑥=۰
= 𝑦, 𝑢𝑦

𝑦=۰

= 𝑥.

۴. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = (𝑥۲ + 𝑦۲)𝑥𝑦, 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۱, 𝑦 > ۰
𝑢
𝑥۲+𝑦۲=۱

= ۰, 𝑢𝑦
𝑦=۰,𝑥<۰

= 𝑥, 𝑢
𝑦=۰,𝑥>۰

= 𝑥۲.

۵. 𝑢𝑟𝑟 +
۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃 = 𝑟𝜃, 𝑟 < ۱, ۰ < 𝜃 < 𝜋

𝑢𝑟
𝑟=۱

= 𝜃, 𝑢
𝜃=۰
= 𝑟, 𝑢𝜃

𝜃=𝜋

= ۱.

۶. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 = (𝑥۲ + 𝑦۲)𝑧, 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۱, ۰ < 𝑧 < ۱
𝑢
𝑥۲+𝑦۲=۱

= 𝑥𝑦𝑧, 𝑢
𝑧=۰
= 𝑥۲ + 𝑦۲, 𝑢

𝑧=۱
= ۰.

۷. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + (𝑥۲ + 𝑦۲)𝑡, 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۱, 𝑡 > ۰
𝑢
𝑥۲+𝑦۲=۱

= ۲, 𝑢
𝑡=۰
= ۰, 𝑢𝑡

𝑡=۰

= 𝑥۲ + 𝑦۲.

۸. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑟𝑟 +
۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃, 𝑟 < ۱, ۰ < 𝜃 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑟, 𝜃, ۰) = 𝑟𝜃, 𝑢(۱, 𝜃, 𝑡) = 𝜃𝑡, |𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡)| < ∞,
𝑢(𝑟, ۰, 𝑡) = 𝑟𝑡, 𝑢𝜃(𝑟, 𝜋, 𝑡) = 𝑟۲𝑡۲.

۹. 𝑢𝑟𝑟 +
۲
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜙𝜙 +

 𝜙
𝑟۲ 𝑢𝜙 +

۱
𝑟۲ ۲ 𝜙

𝑢𝜃𝜃 = 𝑟𝜙,

𝑢(۱, 𝜃, 𝜙) = cos𝜙, 𝑟 ≤ ۱, ۰ ≤ 𝜃 ≤ ۲𝜋, ۰ ≤ 𝜙 ≤ 𝜋.



۲ ف  ص  ل
م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
ب  ی  ک  ران

آن ح  ل اب  زار و دادی  م ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد را ک  ران  ه دار م  ک  ان م  ی  دان روی م  س  ائ  ل گ  ذش  ت  ه ف  ص  ل در
م  ی  دان پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی در ی  اف  ت  ی  م. ف  وری  ه ت  ب  دی  لات و پ  ای  ه ه  ا در را
−∞ ∞+ی  ا ت  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ره  ای از ی  ک  ی ت  غ  ی  ی  رات دام  ن  ه ک  ه م  ع  ن  ی ب  ه ای  ن اس  ت ب  ی  ک  ران م  ک  ان
ب  رای ب  ای  د ل  ذا ن  ی  س  ت. م  ن  اس  ب م  ت  غ  ی  ره  ا ای  ن گ  ون  ه ح  ل ب  رای ف  وق ال  ذک  ر اب  زاره  ای دارد. ادام  ه
در گ  ردد. م  ی  س  ر آن  ه  ا ح  ل ت  ا ن  م  ائ  ی  م اب  داع م  ن  اس  ب  ی ح  ل روش ی  ا اب  زار م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ح  ل
ب  ا را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل و م  ی پ  ردازی  م ن  ام  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات م  ع  رف  ی ب  ه ۱ . ۲ ب  خ  ش
ب  خ  ش در م  ی ده  ی  م. اخ  ت  ص  اص دالام  ب  ر روش ب  ه را ۲ . ۲ ب  خ  ش دی  د. خ  واه  ی  م آن از اس  ت  ف  اده

م  ی آی  د. دوه  ام  ل اص  ل و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ل ه  م ۴ . ۲

ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات ۱ . ۲
م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای اب  زاری ب  ه ع  ن  وان (ن  ام  ت  ن  اه  ی) ف  وری  ه ت  ب  دی  لات س  اخ  ت  ن ب  خ  ش ای  ن از ه  دف
ف  وری  ه ت  ب  دی  لات از اس  ت  ف  اده ب  ا ای  ن ک  ار اس  ت. ب  ی  ک  ران م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
ت  ب  دی  لات ای  ن گ  ون  ه ک  ه دی  د خ  واه  ی  م م  ی ش  ود. ان  ج  ام ب  ی  ن  ه  ای  ت ب  ه س  م  ت 𝑝 دادن م  ی  ل و م  ت  ن  اه  ی
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل و ه  س  ت  ن  د دارا را ان  ت  گ  رال ت  ب  دی  لات اس  اس  ی خ  اص  ی  ت س  ه



ب  ی  ک  ران۱۱۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال و ت  ب  دی  ل اب  ت  دا در م  ی س  ازن  د. م  م  ک  ن را ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی پ  اره ای
م  ی ش  ود. س  اخ  ت  ه ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل روی از ک  ه داری  م را

ت  اب  ع ب  رای را آن م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل و ق  دی  م س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل س  ی  ن  وس  ی: ان  ت  گ  رال و ت  ب  دی  ل
ب  ا روی(∞,۰] را ت  اب  ع ای  ن 𝑝 > ۰ ب  رای داری  م. [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓′ و 𝑓

داری  م: 𝑓𝑝 ب  رای م  ی ده  ی  م. ن  ش  ان 𝑓𝑝(𝑥)

ℱ𝑠(𝑓𝑝) =
۲
𝑝 

𝑝

۰
𝑓𝑝(𝑥) sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 𝑑𝑥 = 𝐹𝑠(𝑛)

𝑓𝑝(𝑥) =
∞

𝑛=۱
𝐹𝑠(𝑛) sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 .

در را 𝐹𝑠(𝑛) اب  ت  دا ای  ن ک  ار ب  رای ده  ی  م. م  ی  ل ب  ی  ن  ه  ای  ت ب  ه س  م  ت را 𝑝 ک  ه ه  س  ت  ی  م ای  ن دن  ب  ال
ف  رم  ول در 𝐹𝑠(𝑛) دادن ق  رار از ب  ع  د .𝑝 → س  پ  س∞+ و ج  ای  گ  زی  ن م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل ف  رم  ول

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل

𝑓𝑝(𝑥) =
∞

𝑛=۱

۲
𝑝

𝑝

۰
𝑓𝑝(𝑦) sin

𝑛𝜋𝑦
𝑝 𝑑𝑦 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝 .

ای  ن ج  ا در را آن اب  ه  ام از ج  ل  وگ  ی  ری ب  رای اس  ت ف  وری  ه س  ری م  ت  غ  ی  ر از ج  دا ان  ت  گ  رال م  ت  غ  ی  ر چ  ون
م  ی ن  وی  س  ی  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را آن 𝑝 → ∞ ان  ج  ام ب  رای م  ی ده  ی  م. ن  ش  ان 𝑦 ب  ا

𝑓𝑝(𝑥) =
۲
𝜋

∞

𝑛=۱


𝑝

۰
𝑓𝑝(𝑦) sin

𝑛𝜋𝑦
𝑝 𝑑𝑦 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑝
𝜋
𝑝

داری  م: ص  ورت ای  ن در .𝜋𝑝 = Δ𝑤 ،𝑛𝜋𝑝 = 𝑤𝑛 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝑓𝑝(𝑥) =
۲
𝜋

∞

𝑛=۱
𝑔(𝑤𝑛, 𝑝, 𝑥)Δ𝑤.

ت  اب  ع  ی ف  ق  ط 𝑔م  ع  ی  ن 𝑝 و 𝑥ب  رای م  ی گ  ردد. م  ح  س  وب ث  اب  ت ی  ا پ  ارام  ت  ر ی  ک ب  ه ع  ن  وان 𝑥 آن در ک  ه
۱ . ۲ (ب  ه ش  ک  ل .𝑤𝑛 = 𝑛Δ𝑤 آن در ک  ه اس  ت، ت  ص  ور ق  اب  ل آن ب  رای زی  ر ن  م  ودار و 𝑤𝑛اس  ت از

داش  ت: خ  واه  ی  م 𝑝 → ∞ اگ  ر ح  ال ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه



ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات . ۱ . ۲۱۱۱

𝑔(𝑤𝑛) ن  م  ودار :۱ . ۲ ش  ک  ل

𝑓𝑝(𝑥) → 𝑓(𝑥)

Δ𝑤 → 𝑑𝑤

𝑤𝑛 → 𝑤

𝑔(𝑤𝑛, 𝑝, 𝑥) → 𝑔(𝑤, 𝑥)
∞

𝑛=۱

→
∞

۰

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑓(𝑥) = ۲
𝜋 

∞

۰


∞

۰
𝑓(𝑦) sin𝑤𝑦 𝑑𝑦 sin𝑤𝑥 𝑑𝑤.

ف  وری  ه ت  ب  دی  ل را 
۲
𝜋
∫∞
۰
𝑓(𝑥) sin𝑤𝑥 𝑑𝑥 ت  اب  ع س  ی  ن  وس  ی: ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی ده  ی  م. ن  ش  ان 𝐹𝑠(𝑤) ℱ𝑠(𝑓)ی  ا ب  ا و گ  وی  ی  م 𝑓 ن  ام  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی
𝐹𝑠(𝑤) ک  ن  ی  د ت  وج  ه گ  وی  ی  م. 𝑓 س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال را

۲
𝜋
∫∞
۰
𝐹𝑠(𝑤) sin𝑤𝑥 𝑑𝑤



ب  ی  ک  ران۱۱۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ب  دی  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. [۰,∞) دام  ن  ه دارای

ℱ𝑠(𝑓) = 
۲
𝜋 

∞

۰
𝑓(𝑥) sin𝑤𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹𝑠(𝑤)

𝑓(𝑥) =


۲
𝜋 

∞

۰
𝐹𝑠(𝑤) sin𝑤𝑥 𝑑𝑤.

م  ی گ  وی  ن  د. ن  ی  ز (ن  ام  ت  ن  اه  ی) س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل را دوم ف  رم  ول
داری  م. را زی  ر خ  اص  ی  ت ت  ب  دی  ل ای  ن ب  ا ارت  ب  اط در

و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه [۰,∞) روی 𝑓′ و 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض .۱ . ۲ خ  اص  ی  ت
م  وج  ود 𝑓س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل آن گ  اه .∫∞

۰
|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 < ∞ و 𝑓(∞) = 𝑓′(∞) = ۰

و دارد را ان  ت  گ  رال  ی ت  ب  دی  لات اس  اس  ی خ  اص  ی  ت س  ه ت  ب  دی  ل ای  ن ب  ه ع  لاوه اس  ت.

ℱ𝑠(𝑓″) = −𝑤۲ℱ𝑠(𝑓) +
۲
𝜋𝑤𝑓(۰).

خ  وش ت  ع  ری  ف 𝐹𝑠(𝑤) ت  اب  ع ،𝑤 ∈ [۰,∞) ه  ر ب  رای ∞∫پ  س
۰
|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 < چ  ون∞ ع  ل  ت.

اس  ت.
ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  م  ان م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل و م  ی رس  د ب  ه ارث ان  ت  گ  رال از خ  ط  ی خ  اص  ی  ت

اس  ت. ن  ام  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی
ح  س  ب ب  ر زوج م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل ف  ق  ط م  ت  ن  اه  ی، س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ه  م  ان  ن  د

اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل ت  اب  ع خ  ود ن  ام  ت  ن  اه  ی س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑓″) = 
۲
𝜋 

∞

۰
𝑓″(𝑥) sin𝑤𝑥 𝑑𝑥 =


۲
𝜋 𝑓

′(𝑥) sin𝑤𝑥
∞

۰

−
∞

۰
𝑓′(𝑥)𝑤 cos𝑤𝑥 𝑑𝑥 = −

۲
𝜋 𝑓(𝑥)𝑤 cos𝑤𝑥

∞

۰

+
∞

۰
𝑤۲𝑓(𝑥) sin𝑤𝑥 𝑑𝑥

= −𝑤۲ℱ𝑠(𝑓) +
۲
𝜋𝑓(۰)𝑤.



ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات . ۱ . ۲۱۱۳

ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ش  اب  ه  اً
آوری  م. م  ی ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را ن  ام  ت  ن  اه  ی

ن  ام  ت  ن  اه  ی: ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓) = 
۲
𝜋 

∞

۰
𝑓(𝑥) cos𝑤𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹𝑐(𝑤)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =


۲
𝜋 

∞

۰
𝐹𝑐(𝑤) cos𝑤𝑥 𝑑𝑤

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓″) = −𝑤۲ℱ𝑐(𝑓) −
۲
𝜋𝑓

′(۰).

ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ام  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل روی از ه  م  چ  ن  ی  ن
م  ی گ  ردد.

ن  ام  ت  ن  اه  ی: ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓) = ۱
√۲𝜋


∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑤𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑤)

م  ع  ک  وس: ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) = ۱
√۲𝜋


∞

−∞
𝐹(𝑤)𝑒−𝑖𝑤𝑥 𝑑𝑤

م  ش  ت  ق: ت  ب  دی  ل
ℱ (𝑓(𝑛)) = (−𝑖𝑤)𝑛ℱ (𝑓).

ن  ام  ت  ن  اه  ی، ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  رای ه  م و ن  ام  ت  ن  اه  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  رای ه  م (۱ ت  ذک  ر.
ان  ت  گ  رال ب  ه ع  لاوه ش  ون  د. ∞±ص  ف  ر در و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی 𝑓′ و 𝑓

ب  اش  د. ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک م  ی ب  ای  س  ت  ی آن  ه  ا ق  درم  ط  ل  ق



ب  ی  ک  ران۱۱۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ف  وری  ه، ت  ب  دی  ل ی  ا ک  س  ی  ن  وس  ی ی  ا س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از م  ق  ص  ود ه  م  ی  ش  ه (۲
ک  رد. ن  خ  واه  ی  م ذک  ر را ن  ام  ت  ن  اه  ی ک  ل  م  ه پ  س ای  ن از ل  ذا اس  ت. ن  ام  ت  ن  اه  ی

ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ی  ک در درگ  ی  ر ت  واب  ع چ  ن  ان چ  ه (۳
ج  واب ب  ه ع  لاوه اس  ت. ی  گ  ان  ه ج  واب دارای م  س  ئ  ل  ه آن ب  اش  د م  رب  وط ف  وری  ه ت  ب  دی  لات دارای

م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر پ  ی  وس  ت  ه ب  ه ص  ورت ت  واب  ع ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ت  اب  ع س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال و س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل .۱ . ۲ م  ث  ال

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۱ ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱

۰ 𝑥 > ۱

ح  ل.

ℱ𝑠(𝑓) = 
۲
𝜋 

∞

۰
𝑓(𝑥) sin𝑤𝑥 𝑑𝑥 =


۲
𝜋 

۱

۰
sin𝑤𝑥 𝑑𝑥

= −


۲
𝜋
cos𝑤𝑥
𝑤 

۱

۰
=


۲
𝜋
− cos𝑤 + ۱

𝑤 

پ  س
𝑓(𝑥) = ۲

𝜋 
∞

۰

− cos𝑤 + ۱
𝑤 sin𝑤𝑥 𝑑𝑤.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت 𝑥 = ۱
۲ دادن ق  رار از

𝑓( ۱
۲
) = ۲

𝜋 
∞

۰

− cos𝑤 + ۱
𝑤 sin 𝑤

۲
𝑑𝑤 = ۲

𝜋 
∞

۰

۲ sin۳ 𝑤
۲

𝑤 𝑑𝑤

= ۲
𝜋 

∞

۰
۲
sin۳ 𝑤

۲
𝑤
۲

𝑑(𝑤
۲
) = ۴

𝜋 
∞

۰

sin۳ 𝑦
𝑦 𝑑𝑦

ی  ا


∞

۰

sin۳ 𝑦
𝑦 𝑑𝑦 = 𝜋

۴
.



ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات . ۱ . ۲۱۱۵

پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه (−∞,∞) ی  ا [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا 𝑓′ و 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض .۲ . ۲ خ  اص  ی  ت
و م  رب  وط ف  وری  ه ت  ب  دی  ل آن گ  اه ب  اش  د. ب  ی  ن  ه  ای  ت از ک  م  ت  ر خ  ود دام  ن  ه روی 𝑓ق  درم  ط  ل  ق ان  ت  گ  رال و
ب  راب  ر م  رب  وط ف  وری  ه ان  ت  گ  رال م  ق  دار 𝑓پ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در اس  ت. م  وج  ود م  رب  وط ف  وری  ه ان  ت  گ  رال
و چ  پ ح  د م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا ب  راب  ر م  رب  وط ف  وری  ه ان  ت  گ  رال م  ق  دار ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  اط در و ت  اب  ع م  ق  دار

اس  ت. ت  اب  ع راس  ت ح  د

ای  ن ص  ورت در .𝑥 = ۱ ده  ی  د ق  رار ف  وق م  ث  ال س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال در .۲ . ۲ م  ث  ال

۰ + ۱
۲

=
𝑓(۱+) + 𝑓(۱−)

۲
= ۲
𝜋 

∞

۰

۱ − cos𝑤
𝑤 sin𝑤𝑑𝑤

= ۲
𝜋 

∞

۰

sin𝑤
𝑤 𝑑𝑤 −

∞

۰

cos𝑤 sin𝑤
𝑤 𝑑𝑤

= ۲
𝜋 

∞

۰

sin𝑤
𝑤 𝑑𝑤 − ۱

۲
∞

۰

sin ۲𝑤
۲𝑤 𝑑(۲𝑤)

= ۲
𝜋
۱
۲

∞

۰

sin𝑤
𝑤 𝑑𝑤.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب


∞

۰

sin 𝑥
𝑥 𝑑𝑥 = 𝜋

۲
.

اس  ت. ن  اس  ره ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ک  ارب  رده  ای از ی  ک  ی (۱ ت  ذک  ر.

و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  ان  ن  د پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل در ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ک  ارب  رد (۲
ق  اب  ل و ح  ص  ول ق  اب  ل ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ج  واب و اس  ت م  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

اس  ت. ق  ب  ول

در دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رط و [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر ب  رای س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از (۳
م  ع  ادل  ه در ف  رد م  ش  ت  ق ح  ض  ور ب  دون و ص  ف  ر ب  راب  ر ب  ی  ن  ه  ای  ت در م  رزی ش  رط و ص  ف  ر ن  ق  ط  ه

م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده م  ت  غ  ی  ر ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت



ب  ی  ک  ران۱۱۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

در ن  ی  وم  ن م  رزی ش  رط و [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر ب  رای ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از (۴
م  ع  ادل  ه در ف  رد م  ش  ت  ق ح  ض  ور ب  دون و ص  ف  ر ب  راب  ر ب  ی  ن  ه  ای  ت در م  رزی ش  رط و ص  ف  ر ن  ق  ط  ه

اس  ت. اس  ت  ف  اده ق  اب  ل م  ت  غ  ی  ر ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت

±∞ در ص  ف  ر ب  راب  ر م  رزی ش  رط و (−∞,∞) دام  ن  ه ب  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر ب  رای ف  وری  ه ت  ب  دی  ل از (۵
م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده

اس  ت. م  ق  دور اس  ت  ق  را ب  ا ب  الات  ر م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل م  ح  اس  ب  ه (۶

زی  ر: م  رت  ع  ش پ  وس  ت  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۳ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢 + 𝑒−𝑥−𝑦+𝑡, ۰ ≤ 𝑥 < ∞, ۰ ≤ 𝑦 < ∞, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑒−𝑥−𝑦, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = ۰,

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑡𝑒−𝑦, 𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡𝑒−𝑥,

𝑢(∞, 𝑦, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑦(𝑥,∞, 𝑡) = ۰

م  ن  اس  ب ک  س  ی  ن  وس  ی ت  ب  دی  ل 𝑦 م  ت  غ  ی  ر ب  رای و س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑥 م  ت  غ  ی  ر ب  رای ح  ل.
م  ی گ  ی  ری  م. س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اب  ت  دا اس  ت.

ℱ𝑠(𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)) = 𝑈(𝑤, 𝑦, 𝑡) = 𝑈(𝑦, 𝑡) = 𝑈

𝑈𝑡𝑡 = −𝑤۲𝑈 +


۲
𝜋𝑤𝑡𝑒

−𝑦 + 𝑈𝑦𝑦 − 𝑈 + 𝑒−𝑦+𝑡


۲
𝜋

𝑤
۱ + 𝑤۲

𝑈(𝑦, ۰) = 𝑒−𝑦


۲
𝜋

𝑤
۱ + 𝑤۲ , 𝑈𝑡(𝑦, ۰) = ۰, 𝑈𝑦(۰, 𝑡) = 

۲
𝜋

𝑤𝑡
۱ + 𝑤۲ .

م  ی گ  ی  ری  م. ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه ای  ن از ح  ال

ℱ𝑐(𝑈(𝑦, 𝑡)) = 𝑊(𝑤, 𝛼, 𝑡) =∶ 𝑊(𝑡) =∶ 𝑊

𝑊𝑡𝑡 = −𝑤۲𝑊 + ۲
𝜋𝑤𝑡

۱
۱ + 𝛼۲ − 𝛼

۲𝑊 −𝑊 + ۲
𝜋𝑒

𝑡 ۱
۱ + 𝛼۲

𝑤
۱ + 𝑤۲ −

۲
𝜋

𝑤𝑡
۱ + 𝑤۲

𝑊(۰) = ۲
𝜋

𝑤
۱ + 𝑤۲

۱
۱ + 𝛼۲ , 𝑊𝑡(۰) = ۰.



ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات . ۱ . ۲۱۱۷

ی  ا
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑊𝑡𝑡 + (𝑤۲ + 𝛼۲ + ۱)𝑊 + ۲
𝜋

𝑤
۱ + 𝑤۲

۱
۱ + 𝛼۲ 𝑒

𝑡 − ۲
𝜋

𝑤𝑡
۱ + 𝑤۲ +

۲
𝜋

𝑤𝑡
۱ + 𝛼۲ = ۰

𝑊(۰) = ۲
𝜋

𝑤
۱ + 𝑤۲

۱
۱ + 𝛼۲ , 𝑊𝑡(۰) = ۰

م  ی ش  ود: م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑊 = 𝐴cos 𝛽𝑡 + 𝐵 sin 𝛽𝑡 + 𝐶𝑒𝑡 + 𝐷𝑡

آن در ک  ه
𝛽 = √۱ + 𝛼۲ + 𝑤۲

𝐶 = ۲
𝜋

𝑤
(۱ + 𝛼۲ + 𝑤۲)(۱ + 𝑤۲)(۱ + 𝛼۲)

𝐷 = ۲
𝜋

𝑤𝑡
۱ + 𝛼۲ + 𝑤۲  −

۱
۱ + 𝑤۲ +

۱
۱ + 𝛼۲

.

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ی  ی  ن 𝐵را 𝐴و اول  ی  ه ش  رای  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال

𝑊(۰) = 𝐴 + 𝐶 = ۲
𝜋

𝑤
۱ + 𝑤۲

۱
۱ + 𝛼۲ ⟹ 𝐴 = ۲

𝜋
𝑤

۱ + 𝑤۲
۱

۱ + 𝛼۲ − 𝐶

𝑊𝑡(۰) = 𝛽𝐵 + 𝐶 + 𝐷 = ۰ ⟹ 𝐵 = − ۱
𝛽
𝐶 + 𝐷.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را ن  ه  ائ  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ۲
𝜋 

∞

۰


∞

۰
𝐴 cos 𝛽𝑡 + 𝐵 sin 𝛽𝑡 + 𝐶𝑒𝑡 + 𝐷𝑡

⋅ sin𝑤𝑥 cos 𝛼𝑦 𝑑𝑤𝑑𝛼.

در ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روش ه  ای ب  ه ن  ی  از و ن  ی  س  ت س  اده چ  ن  دان ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن گ  ون  ه م  ح  اس  ب  ه
ن  ه  ائ  ی ج  واب ب  ه ع  ن  وان را ج  واب ان  ت  گ  رال  ی ش  ک  ل ای  ن ک  ت  اب ای  ن در دارد. م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع م  ب  ح  ث

م  ی پ  ذی  ری  م.

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را 𝑎 > ۰ ،𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑎𝑥۲ ف  وری  ه ت  ب  دی  ل .۴ . ۲ م  ث  ال



ب  ی  ک  ران۱۱۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ح  ل.

ℱ (𝑒−𝑎𝑥۲) = ۱
√۲𝜋


∞

−∞
𝑒−𝑎𝑥۲𝑒𝑖𝑤𝑥 𝑑𝑥 = ۱

√۲𝜋


∞

−∞
𝑒−𝑎(𝑥

۲− 𝑖𝑤𝑎 𝑥) 𝑑𝑥

= ۱
√۲𝜋


∞

−∞
𝑒−𝑎(𝑥−

𝑖𝑤
۲𝑎 )

۲
𝑒−

𝑤۲
۴𝑎 𝑑𝑥 = ۱

√۲𝜋
𝑒−

𝑤۲
۴𝑎 

∞

−∞
𝑒−𝑎𝑦۲ 𝑑𝑦

= ۱
√۲𝜋

𝑒−
𝑤۲
۴𝑎 

∞

−∞
𝑒−𝑧۲ ۱

√𝑎
𝑑𝑧 = ۱

√۲𝜋
۱
√𝑎
√𝜋𝑒−

𝑤۲
۴𝑎 .

اس  ت. ش  ده ∞∫اس  ت  ف  اده
−∞
𝑒−𝑡۲ 𝑑𝑡 = √𝜋 و م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ن  ظ  ری  ه از آن در ک  ه

داری  م: پ  س

ℱ (𝑒−𝑎𝑥۲) = ۱
√۲𝑎

𝑒−
𝑤۲
۴𝑎 .

۱ . ۲ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ت  واب  ع ف  وری  ه ان  ت  گ  رال . ۱

𝑓(𝑥) = 𝑒−|𝑥| 𝑓(𝑥)آ) = 𝑒−|𝑥| sin 𝑥 ب)

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا ت  واب  ع س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال . ۲

𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 sin 𝑥 𝑓(𝑥)آ) = 𝑒−𝑥 cos 𝑥 ب)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا ت  واب  ع ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ان  ت  گ  رال . ۳



ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ه  ای و ت  ب  دی  لات . ۱ . ۲۱۱۹

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 𝑓(𝑥)آ) = 𝑥𝑒−𝑥 cos 𝑥 ب)

زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۴

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡𝑢, −∞ < 𝑥 < ∞, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥۲ , 𝑢(±∞, 𝑡) = ۰

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ب  ع  دی ی  ک م  وج م  س  ئ  ل  ه . ۵

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢 = 𝛿(𝑥 − ۱)𝛿(𝑡), 𝑡 ≥ ۰, 𝑥 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑒−𝑡, 𝑢(+∞, 𝑡) = ۰

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ب  ع  دی دو ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه . ۶

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥𝑥𝑡 + 𝑢 + 𝑒𝑡𝛿(𝑥 − ۱)𝑒−𝑦, 𝑥, 𝑦 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑒−𝑥−𝑦۲ ,
𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑒−𝑡−𝑦, 𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑒−𝑥−𝑡,
𝑢(+∞, 𝑦, 𝑡) = ۰, 𝑢(𝑥, +∞, 𝑡) = ۰

زی  ر لاپ  لاس م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۷

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 = 𝑥𝑒−𝑦−𝑧
۲ , ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑦 ≥ ۰, |𝑧| < ∞

𝑢(۰, 𝑦, 𝑧) = 𝑒−𝑦۲−|𝑧|, 𝑢(۱, 𝑦, 𝑧) = ۰,
𝑢𝑦(𝑥, ۰, 𝑧) = 𝑥𝑒−𝑧 sin 𝑧, 𝑢(𝑥, +∞, 𝑧) = ۰, 𝑢(𝑥, 𝑦, ±∞) = ۰

زی  ر ب  ع  دی دو م  رت  ع  ش روی  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۸

𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑢 = 𝑦𝑒−𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑦 ≤ 𝜋, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑦𝑒−𝑥 sin 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, ۰) = ۰,
𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑦𝑡, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑦, 𝑡) = ۱, 𝑢(+∞, 𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(+∞, 𝑦, 𝑡) = ۰,
𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑡𝑒−𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, 𝜋, 𝑡) = ۰



ب  ی  ک  ران۱۲۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۹

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢 = 𝑒𝑡−۲𝑥, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑒−۳𝑥,
𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(∞, 𝑡) = ۰

دالام  ب  ر روش ۲ . ۲
از اس  ت  ف  اده ب  ا دالام  ب  ر ت  وس  ط م  رت  ع  ش ت  ار م  ع  ادل  ه ن  ی  وت  ن ح  رک  ت ق  ان  ون پ  ی  دای  ش از ب  ع  د م  دت  ی
م  ع  ادلات از خ  اص  ی ب  س  ی  ار دس  ت  ه ب  رای ف  ق  ط روش ای  ن اگ  رچ  ه ش  د. ح  ل و ن  وش  ت  ه ق  ان  ون ای  ن
ج  واب دق  ی  ق ت  ری  ن چ  ون اس  ت. روش ب  ه  ت  ری  ن ل  ی  ک  ن اس  ت اس  ت  ف  اده ق  اب  ل پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل
ح  ل روش ای  ن م  ع  رف  ی ب  ه ب  خ  ش ای  ن در م  ی ده  د. ب  ه دس  ت م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع ح  س  ب ب  ر را م  س  ئ  ل  ه
م  ف  اه  ی  م اب  ت  دا در م  ی پ  ذی  رد. ان  ج  ام م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه م  ی پ  ردازی  م

م  ی آوری  م. را ن  ی  از م  ورد
در زی  ر ب  ه ش  ک  ل را 𝑦 و 𝑥 م  ت  غ  ی  ر دو از خ  ط  ی دوم م  رت  ب  ه پ  اره ای م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ل  ی ص  ورت

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر

𝐴𝑢𝑥𝑥 +𝐵𝑢𝑥𝑦 +𝐶𝑢𝑦𝑦 +𝐷𝑢𝑥 +𝐸𝑢𝑦 +𝐹𝑢 = 𝐺, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω ⊂ ℝ۲ (۱ . ۲)

ان  د. 𝑦 و 𝑥 از پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی دوم ط  رف ج  م  ل  ه و ض  رای  ب آن در ک  ه
س  ه  م  وی را آن .Δ = 𝐵۲ − ۴𝐴𝐶 > ۰ ،Ωروی اگ  ر گ  وی  ی  م ه  ذل  ول  وی را م  ع  ادل  ه ای  ن

.Δ < ۰ ،Ωروی اگ  ر گ  وی  ی  م ب  ی  ض  وی را آن Δو = ۰ ،Ωروی اگ  ر گ  وی  ی  م

م  ع  ادل  ه م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه را زی  ر اول م  رت  ب  ه ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  ش  خ  ص  ه: م  ع  ادل  ه
گ  وی  ی  م. م  ش  خ  ص  ه م  ن  ح  ن  ی ی  ک را آن ج  واب ه  ر و ف  وق پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل

𝐴(𝑑𝑦𝑑𝑥)
۲ − 𝐵𝑑𝑦𝑑𝑥 + 𝐶 = ۰ 𝐴ب  اش  د ≠ ۰ اگ  ر

𝐶(𝑑𝑥𝑑𝑦)
۲ − 𝐵𝑑𝑥𝑑𝑦 = ۰ 𝐶ب  اش  د ≠ ۰ 𝐴و = ۰ اگ  ر



دالام  ب  ر روش . ۲ . ۲۱۲۱

ش  ود. 𝐵ت  وج  ه از ق  ب  ل «−» ب  ه ع  لام  ت ن  ک  ت  ه.
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑑𝑦𝑑𝑥 ب  رای دوم درج  ه م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه ع  ن  وان م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل از

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵 + √Δ
۲𝐴 ⟹ 𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑐۱

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵 − √Δ
۲𝐴 ⟹ 𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑐۲

ی  ا
𝑑𝑥
𝑑𝑦 = ۰ ⟹ 𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑐۱

𝑑𝑥
𝑑𝑦 =

𝐵
𝐶 ⟹ 𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑐۲.

و 𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑐۱ ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. ه  ذل  ول  وی م  ع  ادل  ه ی  ع  ن  ی Δ > ۰ :۱ ح  ال  ت
ای  ن در ی  ک  دی  گ  ران  د. از م  س  ت  ق  ل ک  ه ه  س  ت  ن  د 𝑦 و 𝑥 ص  ف  ح  ه در م  ن  ح  ی دس  ت  ه ,𝜓(𝑥دو 𝑦) = 𝑐۲

ب  گ  ی  ری  د: ح  ال  ت
𝜉 = 𝜙(𝑥, 𝑦) , 𝜂 = 𝜓(𝑥, 𝑦)

م  ی آی  د. در زی  ر ب  ه ص  ورت پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ت  ق  ل، م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ای  ن ب  ا

𝑢𝜉𝜂 = 𝐻۱(𝜉, 𝜂, 𝑢, 𝑢𝜉, 𝑢𝜂) (۲ . ۲)

ن  م  ی ش  ود. ظ  اه  ر 𝑢𝜂𝜂 و 𝑢𝜉𝜉 م  ع  ادل  ه ای  ن در ی  ع  ن  ی
ی  ع  ن  ی: ب  اش  د. ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑢𝜂 و 𝑢 ی  ا 𝑢𝜉 و 𝑢 ،𝐻۱ در چ  ن  ان چ  ه

𝑢𝜉𝜂 = 𝐻۱(𝜉, 𝜂, 𝑢𝜂) ی  ا 𝑢𝜉𝜂 = 𝐻۱(𝜉, 𝜂, 𝑢𝜂),

اس  ت. ح  ل ق  اب  ل ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای م  ع  ادل  ه ای  ن ح  الات ای  ن در
گ  وی  ن  د. ه  ذل  ول  وی م  ع  ادلات اوّل ن  وع ک  ان  ون  ی  ک ف  رم را (۲ . ۲) م  ع  ادل  ه

ب  رای را آن و ب  ن  وی  س  ی  د اوّل ن  وع ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ص  ورت را زی  ر ه  ذل  ول  وی م  ع  ادل  ه .۵ . ۲ م  ث  ال
ک  ن  ی  د. ح  ل ع  م  وم  ی ج  واب

𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۹𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 = ۶۴(𝑦 − ۵𝑥)



ب  ی  ک  ران۱۲۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل.

(𝑑𝑦𝑑𝑥)
۲ − ۱۰

𝑑𝑦
𝑑𝑥 + ۹ = ۰

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۵ ± √۵۲ − ۹ = ۵ ± ۴ = ۹, ۱
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۱ ⟹ 𝑦− 𝑥 = 𝑐۱
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۹ ⟹ 𝑦− ۹𝑥 = 𝑐۲.

پ  س:
𝜉 = 𝑦 − 𝑥 , 𝜂 = 𝑦 − ۹𝑥

م  ی پ  ردازی  م: ج  دی  د م  ت  غ  ی  ره  ای ح  س  ب ب  ر ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات م  ح  اس  ب  ه ب  ه ح  ال

𝑢𝑥 = 𝑢𝜉𝜉𝑥 + 𝑢𝜂𝜂𝑥 = 𝑢𝜉(−۱) + 𝑢𝜂(−۹)

𝑢𝑥 = −𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂.

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝑦 + 𝑢𝜂𝜂𝑦 = 𝑢𝜉 ⋅ ۱ + 𝑢𝜂 ⋅ ۱

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂.

𝑢𝑥𝑥 = (𝑢𝑥)𝑥 =  − 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂𝑥 =  − 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂𝜉𝜉𝑥 +  − 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂𝜂𝜂𝑥

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉 + ۱۸𝑢𝜉𝜂 + ۸۱𝑢𝜂𝜂.

𝑢𝑥𝑦 = (𝑢𝑥)𝑦 =  − 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂𝑦 =  − 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂𝜉𝜉𝑦 +  − 𝑢𝜉 − ۹𝑢𝜂𝜂𝜂𝑦

𝑢𝑥𝑦 = −𝑢𝜉𝜉 − ۱۰𝑢𝜉𝜂 − ۹𝑢𝜂𝜂.

𝑢𝑦𝑦 = (𝑢𝑦)𝑦 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂𝑦 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂𝜉𝜉𝑦 + 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂𝜂𝜂𝑦

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉 + ۲𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂𝜂.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات ای  ن دادن ق  رار از

𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۹𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 = (۱ − ۱۰ + ۹)𝑢𝜉𝜉 + (۱۸ − ۱۰۰ + ۱۸)𝑢𝜉𝜂
+ (۸۱ − ۹۰ + ۹)𝑢𝜂𝜂 + (−۱ + ۱)𝑢𝜉 + (−۹ + ۱)𝑢𝜂.
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ه  م  چ  ن  ی  ن
۶۴(𝑦 − ۵𝑥) = ۳۲(𝜉 + 𝜂).

م  ی گ  ردد. ح  اص  ل زی  ر م  ع  ادل  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

−۶۴𝑢𝜉𝜂 − ۸𝑢𝜂 = ۳۲(𝜉 + 𝜂)

ی  ا
𝑢𝜂𝜉 +

۱
۸
𝑢𝜂 = −

۱
۲
𝜉 + ۱

۲
𝜂

م  ی گ  ی  ری  م. ح  ل ب  رای دارد. را ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای ح  ل ش  رای  ط اوّل ن  وع ک  ان  ون  ی  ک ف  رم ای  ن

𝑢𝜂 = 𝑣

م  ی ش  ود: م  ع  ادل  ه و
𝑣𝜉 +

۱
۸
𝑣 = − ۱

۲
𝜉 + ۱

۲
𝜂.

ج  واب اس  ت. پ  ارام  ت  ر ی  ک 𝜂 آن در و 𝜉 ب  ه ن  س  ب  ت ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه ای  ن
اس  ت. واب  س  ت  ه 𝜂 ب  ه ع  م  وم  ی ج  واب ث  اب  ت ک  ه م  ی آوری  م ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را آن ع  م  وم  ی

𝑣(𝜉, 𝜂) = 𝐶(𝜂)𝑒−
۱
۸𝜉 − ۴𝜉 − ۴𝜂 + ۳۲

پ  س
𝑢𝜂 = 𝐶(𝜂)𝑒−

۱
۸𝜉 − ۴𝜉 − ۴𝜂 + ۳۲.

ب  گ  ی  ری  د. ان  ت  گ  رال 𝜂 ب  ه ن  س  ب  ت ح  ال

𝑢(𝜉, 𝜂) = 𝜙(𝜂)𝑒−
۱
۸𝜉 − ۴𝜉𝜂 − ۲𝜂۲ + ۳۲𝜂 + 𝜓(𝜉)

م  ی ش  ود: 𝑦 و 𝑥ح  س  ب ب  ر ن  ه  ائ  ی ج  واب ه  س  ت  ن  د. اخ  ت  ی  اری 𝜓ت  واب  ع  ی 𝜙و آن در ک  ه

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑦−۹𝑥)𝑒−
𝑥−𝑦
۸ +۴(𝑦−𝑥)(𝑦−۹𝑥)+۲(𝑦−۹𝑥)۲−۳۲(𝑦−۹𝑥)+𝜓(𝑦−𝑥)

اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل م  س  ئ  ل  ه ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا اخ  ت  ی  اری ت  واب  ع



ب  ی  ک  ران۱۲۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ب  ه ص  ورت (۲ . ۲) م  ع  ادل  ه 𝛽 = ۱
۲ (𝜉 − 𝜂) و 𝛼 = ۱

۲ (𝜉 + 𝜂)م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ت  ذک  ر.
م  ع  ادلات دوم ن  وع ک  ان  ون  ی  ک ف  رم را آن ک  ه م  ی آی  د در 𝑢𝛼𝛼 − 𝑢𝛽𝛽 = 𝐻۲(𝛼, 𝛽, 𝑢𝛼, 𝑢𝛽, 𝑢)

م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده ن  ظ  ری ب  ح  ث ه  ای در ف  رم ای  ن از گ  وی  ن  د. ه  ذل  ول  وی

ت  ک ب  ه ص  ورت م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. س  ه  م  وی م  ع  ادل  ه Δی  ا = ۰ :۲ ح  ال  ت
م  ی آی  د. در زی  ر م  ع  ادل  ه

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵
۲𝐴 ⟹ 𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑐۱

داش  ت. م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ت  غ  ی  ره  ا ت  غ  ی  ی  ر ح  ال  ت ای  ن در

𝜉 = 𝜙(𝑥, 𝑦) , 𝜂 = 𝑥 (𝜙 از م  س  ت  ق  ل ت  اب  ع ه  ر (ی  ا

م  ی ش  ود: (۱ . ۲) م  ع  ادل  ه م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ای  ن ب  ا

𝑢𝜂𝜂 = 𝐻۳(𝜉, 𝜂, 𝑢𝜉, 𝑢𝜂, 𝑢). (۳ . ۲)

اس  ت. ح  ل ق  اب  ل ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای م  ع  ادل  ه ای  ن ن  ش  ود ظ  اه  ر 𝑢𝜉 𝐻۳م  ش  ت  ق در چ  ن  ان چ  ه
گ  وی  ن  د. س  ه  م  وی م  ع  ادل  ه ک  ان  ون  ی  ک ص  ورت را م  ع  ادل  ه ای  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر س  ه  م  وی م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب .۶ . ۲ م  ث  ال

𝑢𝑥𝑥 − ۲𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 − 𝑢𝑦 + 𝑢 = 𝑦 + ۲𝑥

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل.

(𝑑𝑦𝑑𝑥)
۲ + ۲

𝑑𝑦
𝑑𝑥 + ۱ = ۰

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = −۱ ± √۱

۲ − ۱ = −۱ ⟹ 𝑦+ 𝑥 = 𝑐۱

𝜉 = 𝑦 + 𝑥 , 𝜂 = 𝑥.
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م  ی پ  ردازی  م. ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات م  ح  اس  ب  ه ب  ه ح  ال

𝑢𝑥 = 𝑢𝜉𝜉𝑥 + 𝑢𝜂𝜂𝑥 = 𝑢𝜉 ⋅ ۱ + 𝑢𝜂 ⋅ ۱

𝑢𝑥 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂.

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝑦 + 𝑢𝜂𝜂𝑦 = 𝑢𝜉 ⋅ ۱ + 𝑢𝜂 ⋅ ۰

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉.

𝑢𝑥𝑥 = (𝑢𝑥)𝑥 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂𝑥 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂𝜉𝜉𝑥 + 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂𝜂𝜂𝑥

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉 + ۲𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂𝜂.

𝑢𝑥𝑦 = (𝑢𝑥)𝑦 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂𝑦 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂𝜉𝜉𝑦 + 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂𝜂𝜂𝑦

𝑢𝑥𝑦 = 𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜉𝜂.

𝑢𝑦𝑦 = (𝑢𝑦)𝑦 = 𝑢𝜉𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝜉𝑦 + 𝑢𝜉𝜂𝜂𝑦

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉.

م  ی گ  ردد. ح  اص  ل زی  ر م  ع  ادل  ه ف  وق، م  ع  ادل  ه در م  ش  ت  ق  ات ای  ن دادن ق  رار از

(۱ − ۲ + ۱)𝑢𝜉𝜉 + (۲ − ۲)𝑢𝜉𝜂 + (۱ + ۰ + ۰)𝑢𝜂𝜂 + (۱ − ۱)𝑢𝜉 + 𝑢𝜂 + 𝑢 = 𝜉 + 𝜂

ی  ا
𝑢𝜂𝜂 + 𝑢𝜂 + 𝑢 = 𝜉 + 𝜂.

ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا دوم م  رت  ب  ه خ  ط  ی ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ه م  ع  ادل  ه ای  ن ح  ل ب  رای
م  ی ک  ن  ی  م. ع  م  ل زی  ر ب  ه ص  ورت اس  ت

𝑟۲ + 𝑟 + ۱ = ۰ ⟹ 𝑟 = −۱ ± √۱ − ۴
۲

= − ۱
۲
± √۳

۲

𝑢(𝜉, 𝜂) = 𝑒−
۱
۲𝜂 𝜙(𝜉) cos

√۳
۲
𝜂 + 𝜓(𝜂) sin √۳

۲
𝜂

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒−
۱
۲𝑥 𝜙(𝑥 + 𝑦) cos

√۳
۲
𝑥 + 𝜓(𝑥) sin √۳

۲
𝑥



ب  ی  ک  ران۱۲۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل م  ع  ادل  ه ه  م  راه ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا و ه  س  ت  ن  د اخ  ت  ی  اری 𝜓ت  واب  ع 𝜙و
اس  ت.

اس  ت. ب  ی  ض  وی ن  وع از م  ع  ادل  ه Δی  ا < ۰ :۳ ح  ال  ت
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل از ح  ال  ت ای  ن در

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵 + 𝑖√−Δ
۲𝐴 ⟹ 𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑐۱

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵 − 𝑖√−Δ
۲𝐴 ⟹ 𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑐۲

پ  س ان  د. م  خ  ت  ل  ط 𝜂 = 𝜓(𝑥, 𝑦) و 𝜉 = 𝜙(𝑥, 𝑦)ی  ع  ن  ی ج  دی  د م  ت  غ  ی  ره  ای ای  ن ص  ورت در
را ج  دی  د م  ت  غ  ی  ره  ای م  ش  ک  ل ای  ن رف  ع ب  رای ن  دارد. م  ع  ن  ی آن  ه  ا ب  ه ن  س  ب  ت ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع م  ش  ت  ق

ه  س  ت  ن  د. ح  ق  ی  ق  ی ک  ه م  ی گ  ی  ری  م زی  ر ب  ه ص  ورت

𝛼 = ۱
۲
(𝜉 + 𝜂) , 𝛽 = ۱

۲𝑖 (𝜉 − 𝜂)

م  ی آی  د. در زی  ر ب  ه ص  ورت (۱ . ۲) م  ع  ادل  ه م  ت  غ  ی  ره  ا ای  ن ح  س  ب ب  ر

𝑢𝛼𝛼 + 𝑢𝛽𝛽 = 𝐻۴(𝛼, 𝛽, 𝑢𝛼, 𝑢𝛽, 𝑢)

ن  ظ  ری ب  ح  ث ه  ای در ف  رم ای  ن از گ  وی  ن  د. ب  ی  ض  وی م  ع  ادلات ک  ان  ون  ی  ک ف  رم را م  ع  ادل  ه ای  ن
م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده

اس  ت. ه  ذل  ول  وی ن  وع از ب  ع  دی ی  ک م  وج (۱ ت  ذک  ر.

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐۲𝑢𝑥𝑥

اس  ت. س  ه  م  وی ن  وع از ب  ع  دی ی  ک ح  رارت م  ع  ادل  ه (۲

𝑢𝑡 = 𝑐۲𝑢𝑥𝑥

اس  ت. ب  ی  ض  وی ن  وع از ب  ع  دی دو لاپ  لاس م  ع  ادل  ه (۳

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = ۰
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اس  ت. ه  م  راه زی  ر ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط دو از ی  ک  ی ب  ا ه  ذل  ول  وی م  ع  ادلات م  ع  م  ولاً ت  ذک  ر.

داده 𝑦 = 𝑦۰ ی  ا 𝑥 = 𝑥۰ ب  رای 𝑦 ی  ا 𝑥 م  ت  غ  ی  ر دو از ی  ک  ی ب  رای آن م  ش  ت  ق و م  ج  ه  ول ت  اب  ع (۱
م  س  ئ  ل  ه را ش  رای  ط ای  ن ب  ا ه  م  راه م  ع  ادل  ه و ک  ش  ی ش  رای  ط را ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط ای  ن م  ی ش  ود.

گ  وی  ن  د. اول  ی  ه ش  رای  ط را زم  ان ب  ه ن  س  ب  ت ک  ش  ی ش  رای  ط گ  وی  ن  د. ک  ش  ی

م  ن  ح  ن  ی ی  ک روی ه  م  چ  ن  ی  ن و م  ش  خ  ص  ه م  ن  ح  ن  ی ه  ای از ی  ک  ی روی م  ج  ه  ول ت  اب  ع م  ق  دار (۲
ب  ا ه  م  راه م  ع  ادل  ه و گ  ورس  ا ش  رای  ط را ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط ای  ن م  ی ش  ود. داده دی  گ  ر ص  ع  ودی

گ  وی  ن  د. گ  ورس  ا م  س  ئ  ل  ه را ش  رای  ط ای  ن

زی  ر ک  ش  ی م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۷ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۹𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 = ۶۴(𝑦 − ۵𝑥), −∞ < 𝑥 < ∞, 𝑦 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥

آوردی  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را ع  م  وم  ی ج  واب ب  خ  ش ای  ن ۵ . ۲ م  ث  ال در

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑦−۹𝑥)𝑒−
𝑥−𝑦
۸ +۴(𝑦−𝑥)(𝑦−۹𝑥)+۲(𝑦−۹𝑥)۲−۳۲(𝑦−۹𝑥)+𝜓(𝑦−𝑥).

ک  ن  ی  م. اع  م  ال را ک  ش  ی ش  رای  ط ح  ال

𝑢(𝑥, ۰) = 𝜙(−۹𝑥)𝑒−
۱
۸𝑥 + ۳۶𝑥۲ + ۱۶۲𝑥۲ + ۲۸۸𝑥 + 𝜓(−𝑥) = 𝑥۲

𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝜙′(−۹𝑥)𝑒−
۱
۸𝑥 + ۱

۸
𝜙(−۹𝑥)𝑒−

۱
۸𝑥 − ۴۰𝑥 − ۳۶𝑥 − ۳۲ + 𝜓′(−𝑥) = 𝑥

م  ع  ادل  ه دو ب  ی  ن 𝜓را ای  ن ک  ار ب  رای ک  ن  ی  م. 𝜓ح  ل ب  رای𝜙و م  ی ب  ای  س  ت  ی را م  ع  ادل  ه دو ای  ن
ب  ه دس  ت دوم م  ع  ادل  ه ب  ا آن ج  م  ع و 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اوّل م  ع  ادل  ه از م  ش  ت  ق گ  ی  ری ب  ا م  ی ک  ن  ی  م. ح  ذف

م  ی آوری  م.
−۸𝜙′(−۹𝑥)𝑒−

۱
۸𝑥 = ۳۲۰𝑥 + ۲۵۶ − ۳𝑥

ی  ا
𝜙′(−۹𝑥) =  − ۳۱۷

۸
𝑥 − ۳۲ 𝑒

۱
۸𝑥



ب  ی  ک  ران۱۲۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ی  ا
𝜙′(𝜂) = ۳۱۷

۷۲
𝜂 − ۳۲ 𝑒−

۱
۷۲𝜂

ی  ا

𝜙(𝜂) = ۳۱۷
۷۲
𝜂 − ۳۲ 𝑒−

۱
۷۲𝜂 𝑑𝜂 = ۳۱۷

۷۲
𝜂 − ۳۲(−۷۲) 𝑒−

۱
۷۲𝜂

+۳۱۷𝑒−
۱
۷۲𝜂 𝑑𝜂 = (−۳۱۷𝜂 + ۱۹۸۷) 𝑒−

۱
۷۲𝜂 + 𝐴.

𝜙(𝜂) = (−۳۱۷𝜂 + ۱۹۸۷) 𝑒−
۱
۷۲𝜂 + 𝐴

𝜓(𝜉) = −۱۹۷𝜉۲ − ۲۸۸𝜉 − 𝜙(−۹𝜉)𝑒
۱
۴𝜉 − 𝐴𝑒

۱
۸𝜉

𝜓(𝜉) = (−۲۸۵۳𝜉 + ۱۹۸۷)𝑒
۱
۴𝜉 − ۱۹۷𝜉۲ − ۲۸۸𝜉 + 𝐴𝑒

۱
۸𝜉.

م  ی ش  ود. ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ه  ائ  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑦) =  − ۳۱۷(𝑦 − ۹𝑥) + ۱۹۸۷ 𝑒−
۱
۷۲ (𝑦−۹𝑥) + 𝐴 𝑒−

۱
۸ (𝑥−𝑦)

+ ۴(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − ۹𝑥) + ۲(𝑦 − ۹𝑥)۲ − ۳۲(𝑦 − ۹𝑥) +  − ۲۸۵۳(𝑦 − 𝑥)

+ ۱۹۸۷ 𝑒
۱
۴ (𝑦−𝑥) − ۱۹۷(𝑦 − 𝑥)۲ − ۲۸۸(𝑦 − 𝑥) − 𝐴𝑒

۱
۸ (𝑦−𝑥).

زی  ر گ  ورس  ای م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۸ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 − 𝑢𝑦 = 𝑦 − 𝑥

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۲𝑥, 𝑦 − 𝑥 = ۰ روی

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۱
۲𝑥

۲, 𝑦 = ۲𝑥روی

.𝑑𝑦𝑑𝑥 = ±۱ ی  ا (𝑑𝑦𝑑𝑥 )
۲ − ۱ = ۰ از اس  ت ع  ب  ارت م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل.

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۱ ⟹ 𝑦− 𝑥 = 𝑐۱
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = −۱ ⟹ 𝑦+ 𝑥 = 𝑐۲
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پ  س
𝜉 = 𝑦 − 𝑥 , 𝜂 = 𝑦 + 𝑥

ن  ت  ی  ج  ه در
𝑢𝑥 = −𝑢𝜉 + 𝑢𝜂.

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂.

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉 − ۲𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂𝜂.

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉 + ۲𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂𝜂.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در آن  ه  ا دادن ق  رار از

− ۴𝑢𝜉𝜂 − ۲𝑢𝜉 = 𝜉

𝑢𝜉𝜂 +
۱
۲
𝑢𝜉 = −

۱
۴
𝜉.

𝑢𝜉 = 𝑣, 𝑣𝜂 +
۱
۲
𝑣 = − ۱

۴
𝜉

𝑣 = 𝐶(𝜉)𝑒−
۱
۲𝜂 − ۱

۲
𝜉, 𝑢𝜉 = 𝐶(𝜉)𝑒

− ۱
۲𝜂 − ۱

۲
𝜉

𝑢(𝜉, 𝜂) = 𝜙(𝜉)𝑒−
۱
۲𝜂 − ۱

۲
𝜉𝜂 + 𝜓(𝜂).

ی  ا
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑦 − 𝑥)𝑒−

۱
۲ (𝑦+𝑥) − ۱

۲
(𝑦۲ − 𝑥۲) + 𝜓(𝑦 + 𝑥).

ک  ن  ی  م. اع  م  ال را گ  ورس  ا ش  رای  ط ح  ال

𝑢(𝑥, 𝑥) = 𝜙(۰)𝑒−𝑥 + ۴𝜓(۲𝑥) = ۲𝑥

𝑢(𝑥, ۲𝑥) = 𝜙(𝑥)𝑒−
۳
۲ 𝑥 − ۳

۲
𝑥۲ + 𝜓(۳𝑥) = ۱

۲
𝑥۲

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت اوّل م  ع  ادل  ه از

𝜓(𝜂) = 𝜂 − 𝜙(۰)𝑒−
۱
۲𝜂



ب  ی  ک  ران۱۳۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت دوم م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از

𝜙(𝜉) = ۲𝜉۲ + ۳
۲
𝜉 + 𝜙(۰)𝑒−

۳
۲ 𝜉𝑒

۳
۲ 𝜉

ی  ا
𝜙(𝜉) = ۲𝜉۲ + ۳

۲
𝜉𝑒

۳
۲ 𝜉 + 𝜙(۰).

ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۲(𝑦 − 𝑥)۲ +
۳
۲
(𝑦 − 𝑥) 𝑒

۳
۲ (𝑦−𝑥)𝑒−

۱
۲ (𝑦+𝑥) + 𝜙(۰)𝑒−

۱
۲ (𝑦−𝑥)

− ۱
۲
(𝑦۲ − 𝑥۲) + (𝑦 + 𝑥) − 𝜙(۰)𝑒−

۱
۲ (𝑦+𝑥)

ی  ا

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۲(𝑦 − 𝑥)۲ +
۳
۲
(𝑦 − 𝑥) 𝑒𝑦−۲𝑥 +

۱
۲
(𝑦۲ − 𝑥۲) + (𝑦 + 𝑥).

زی  ر اول  ی  ه ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۹ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 − 𝑐۲𝑢𝑥𝑥 = ۰, 𝑡 ≥ ۰, −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑓(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑔(𝑥)

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل.

(𝑑𝑥𝑑𝑡 )
۲ − 𝑐۲ = ۰ ⟹ 𝑑𝑥

𝑑𝑡 = ±𝑐

پ  س
𝑥 − 𝑐𝑡 = 𝑐۱ , 𝑥 + 𝑐𝑡 = 𝑐۲

و
𝜉 = 𝑥 − 𝑐𝑡 , 𝜂 = 𝑥 + 𝑐𝑡.
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ن  ت  ی  ج  ه در
𝑢𝑥 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂.

𝑢𝑡 = 𝑐(𝑢𝜂 − 𝑢𝜉).

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉 + ۲𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂𝜂.

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐۲(𝑢𝜉𝜉 − ۲𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂𝜂).
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه در آن  ه  ا دادن ق  رار از

−۴𝑐۲𝑢𝜉𝜂 = ۰ ⟹ 𝑢𝜉𝜂 = ۰

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑢(𝜉, 𝜂) = 𝜙(𝜉) + 𝜓(𝜂)

ی  ا
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝜓(𝑥 + 𝑐𝑡).

ک  ن  ی  م. اع  م  ال را اول  ی  ه ش  رای  ط ح  ال

𝑢(𝑥, ۰) = 𝜙(𝑥) + 𝜓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝑢𝑡(𝑥, ۰) = −𝑐𝜙′(𝑥) + 𝑐𝜓′(𝑥) = 𝑔(𝑥).

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت دوم م  ع  ادل  ه از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ا

𝜙(𝑥) − 𝜓(𝑥) = − ۱𝑐 
𝑥

۰
𝑔(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝐴.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ف  وق دس  ت  گ  اه اوّل م  ع  ادل  ه و م  ع  ادل  ه ای  ن ح  ل از

𝜙(𝑥) = ۱
۲
𝑓(𝑥) − ۱

۲𝑐 
𝑥

۰
𝑔(𝑠) 𝑑𝑠 − 𝐴

۲

𝜓(𝑥) = ۱
۲
𝑓(𝑥) + ۱

۲𝑐 
𝑥

۰
𝑔(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝐴

۲
.

م  ی گ  ردد. ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ه  ائ  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡) +

۱
۲𝑐 

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑠) 𝑑𝑠.



ب  ی  ک  ران۱۳۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

اس  ت. م  ع  روف م  وج م  ع  ادل  ه دالام  ب  ر ج  واب ب  ه ج  واب ای  ن (۱ ت  ذک  ر.

م  وج م  ع  ادل  ه ی  ا ه  ذل  ول  وی م  ع  ادلات ب  رای ف  ق  ط ش  د ارائ  ه ب  خ  ش ای  ن در ک  ه دالام  ب  ر روش (۲
م  ت  غ  ی  ر دو ح  اوی م  ع  ادلات ی  ا لاپ  لاس و ح  رارت م  ع  ادل  ه ح  ل و دارد خ  وب ک  ارای  ی ب  ع  دی ی  ک

ن  ی  س  ت. م  ف  ی  د ب  ی  ش  ت  ر ی  ا م  ک  ان

اس  ت. ف  رد 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑢(𝑥, 𝑡)ای  ن ص  ورت در ب  اش  د ف  رد 𝑔 و 𝑓 اگ  ر (۳

اس  ت. زوج 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑢(𝑥, 𝑡)ای  ن ص  ورت در ب  اش  د زوج 𝑔 و 𝑓 اگ  ر (۴

۲ . ۲ ت  م  ری  ن

ب  ی  ض  وی ی  ا و س  ه  م  وی ه  ذل  ول  وی، ن  وع از آن  ه  ا در زی  ر م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر ک  ه ن  اح  ی  ه ه  ای  ی . ۱
ک  ن  ی  د. ت  ع  ی  ی  ن اس  ت

𝑢𝑥𝑥 + 𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 − 𝑢 = 𝑥 آ)

𝑥۲𝑢𝑥𝑥 + 𝑦۲𝑢𝑥𝑦 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑥𝑢 = 𝑦۲ ب)

𝑢𝑥𝑥 + 𝑥𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢 = 𝑥۲ ج)

𝑢𝑥𝑥−𝑦𝑢𝑥𝑦+𝑦𝑢𝑦𝑦+𝑢𝑥+𝑢 = 𝑥 د)

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر م  ش  خ  ص  ه م  ن  ح  ن  ی ه  ای . ۲

𝑢𝑥𝑦+۲𝑢𝑦𝑦+۴𝑢𝑥−۵𝑢𝑦+𝑢 = 𝑒𝑥 آ)

𝑢𝑥𝑥 − ۲𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦 − ۳𝑢 = 𝑥𝑦 ب)

𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑥 − ۲𝑢𝑦 = 𝑒𝑥+𝑦 ج)

𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑥 + ۲𝑢𝑦 + 𝑢 = 𝑥 − 𝑦 د)

آوری  د. در ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ش  ک  ل را م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر . ۳

.𝑢𝑥𝑥 − 𝑥۲𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 − 𝑢𝑦 + 𝑢 = 𝑥𝑦 آ)

.𝑦𝑢𝑥𝑥 − 𝑦𝑢𝑦𝑦 − ۲𝑢𝑦 + 𝑢𝑥 = 𝑥 − 𝑦 ب)
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.𝑥۲𝑢𝑥𝑥 + ۴𝑥𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑦۲𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 − 𝑢 = 𝑥۲ ج)

.𝑒𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝑒𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 𝑢 = 𝑥𝑒𝑥 د)

زی  ر ک  ش  ی م  س  ائ  ل ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۴

(آ

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۹𝑢𝑦𝑦 = 𝑥 − 𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥

(ب

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۴𝑢𝑥𝑥 + ۵𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 = ۲𝑥 + 𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥۴

(ج

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۳𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۳𝑢𝑦𝑦 = ۲𝑥 − ۳𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥

(د

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 − ۳𝑢𝑥𝑦 + ۲𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 − 𝑢𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = ۱

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر گ  ورس  ا م  س  ائ  ل . ۵

(آ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥, 𝑦) = −𝑦۲, 𝑦 + 𝑥 = ۰ روی

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥۲, 𝑦 = 𝑥روی

(ب

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 + ۳𝑢𝑥𝑦 + ۲𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 − 𝑢𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦, 𝑦 + 𝑥 = ۰ روی

𝑢(𝑥, 𝑦) = −۲𝑥 − 𝑦, 𝑦 = 𝑥۳ روی



ب  ی  ک  ران۱۳۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

دالام  ب  ر روش و ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش ب  ر م  روری ۳ . ۲
ب  ی  ک  ران م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای روش دو ف  ص  ل ای  ن ب  خ  ش دو در

ن  م  ودی  م. ارائ  ه

(ن  ام  ت  ن  اه  ی) ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش . ۱

دالام  ب  ر روش . ۲

م  ورد در ب  ح  ث ب  ه ای  ن  ک  ه از ق  ب  ل داش  ت. خ  واه  ی  م آن ه  ا ب  ک  ارگ  ی  ری ب  ر م  روری ب  خ  ش ای  ن در
آن ه  ا اس  اس  ی ت  ف  اوت ای  ن  ج  ا در ب  پ  ردازی  م، ک  ام  ل ج  زی  ی  ات ب  ا روش دو ای  ن از ی  ک ه  ر ب  ک  ارگ  ی  ری

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را
اس  ت اع  م  ال ق  اب  ل پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ن  وع س  ه ه  ر ب  رای ف  وری  ه ت  ب  دلات روش
ت  ع  ی  ی  ن و ان  ت  ه  ای  ی م  ح  اس  ب  ه ل  ی  ک  ن ب  اش  د م  س  ئ  ل  ه در آن از اس  ت  ف  اده ش  رای  ط ای  ن  ک  ه ب  ر م  ش  روط
دس  ت  ه ب  رای ف  ق  ط دالام  ب  ر روش ن  ی  س  ت. س  اده چ  ن  دان ج  واب ت  ب  دی  ل روی از ن  ه  ای  ی ج  واب
آن ب  ک  ارگ  ی  ری ل  ی  ک  ن اس  ت اع  م  ال ق  اب  ل ه  ذل  ول  وی م  ع  ادلات ی  ع  ن  ی پ  اره ای م  ع  ادلات از خ  اص  ی

اس  ت. م  ق  دم  ات  ی ن  ی  ز م  ح  اس  ب  ات و آس  ان ت  ر

دو ب  ه روش ای  ن اع  م  ال م  ق  دم  ات  ی ت  ش  خ  ی  ص ب  رای (ن  ام  ت  ن  اه  ی): ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ب  ا ح  ل روش
ک  ن  ی  د: ت  وج  ه زی  ر اول  ی  ه ن  ک  ت  ه

اع  م  ال را (ن  ام  ت  ن  اه  ی) ف  وری  ه ت  ب  دی  لات آن ب  رای م  ی خ  واه  ی  م ک  ه م  ت  غ  ی  ری دام  ن  ه . ۱ ن  ک  ت  ه
∞−ب  اش  د. < 𝑥 < ∞ ی  ا ۰ < 𝑥 < ∞ م  ث  لاً ب  اش  د. ب  ی  ک  ران ب  ای  د ک  ن  ی  م

ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر 𝑥 دام  ن  ه روی 𝑥 م  ت  غ  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ئ  ل  ه در ش  ده داده ت  اب  ع ه  ای . ۲ ن  ک  ت  ه
ب  اش  د. ب  ی  ن  ه  ای  ت از ک  م  ت  ر آن ه  ا م  ط  ل  ق ق  در ان  ت  گ  رال م  ق  دار ی  ا ب  اش  ن  د

ان  ت  گ  رال و ف  وری  ه ت  ب  دی  ل دارای 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ج  ه  ول ت  اب  ع ب  اش  د، ب  رق  رار ن  ک  ت  ه دو ای  ن اگ  ر
ب  اش  د. ق  اب  ل ح  ل م  ی ت  وان  د روش ای  ن ب  ا و اس  ت ف  وری  ه

(ن  ام  ت  ن  اه  ی) ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ی  ک م  ی ت  وان م  ت  ن  اه  ی) ف  وری  ه ت  ب  دی  ل (ی  ا پ  ای  ه ه  ر روی از
”ت  ب  دی  لات ع  ن  وان ت  ح  ت م  ط  ل  ب ای  ن ک  ن  د. ح  ل را ف  وق ن  ک  ت  ه دو دارای م  س  ئ  ل  ه ک  ه آورد ب  ه دس  ت 
ب  خ  ش در ن  ی  س  ت. ک  ت  اب ای  ن س  رف  ص  ل ج  زء ل  ی  ک  ن آم  ده اس  ت. [۱] م  رج  ع در اش  ت  رم-ل  ی  ووی  ل”



دالام  ب  ر روش و ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش ب  ر م  روری . ۳ . ۲۱۳۵

ف  وری  ه  ان  ت  گ  رال و ت  ب  دی  ل ن  وع س  ه ای  ن ک  ردی  م. ب  ی  ان را ف  وری  ه ت  ب  دی  لات ن  وع س  ه ف  وری  ه، ت  ب  دی  لات
م  ی ک  ن  ی  م. ی  ادآوری ای  ن  ج  ا در را آن ه  ا

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را ت  ب  دی  ل ای  ن س  ی  ن  وس  ی: ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑓) = 
۲
𝜋 

∞

۰
𝑓(𝑥) sin𝜔𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹𝑠(𝜔) ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑠(𝑓
″) = −𝜔۲ℱ𝑠(𝑓) +

۲
𝜋𝜔𝑓(۰) ۲ م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =


۲
𝜋 

∞

۰
𝐹𝑠(𝜔) sin𝜔𝑥 𝑑𝜔 ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ی  ا م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل

ن  م  ود. اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان زی  ر ش  رای  ط ت  ح  ت ت  ب  دی  ل ای  ن از ت  ذک  ر.

ب  اش  د. ۰ < 𝑥 < ب  ه ص  ورت∞ 𝑥 م  ت  غ  ی  ر دام  ن  ه و ب  رق  رار ف  وق ۲ ن  ک  ت  ه و ۱ ن  ک  ت  ه (۱

ن  ش  ده ب  اش  د. ظ  اه  ر ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  ع  ادل  ه در (۲

آن زوج م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات و م  ج  ه  ول ت  اب  ع م  ق  دار ب  رای 𝑥 = ۰ در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  رزی ش  رط (۳
داده ش  ده ب  اش  د.

ℱاز (۴)
𝑠 (𝑓) ش  ده ب  اش  د، ظ  اه  ر م  ع  ادل  ه در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ۴ م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق چ  ن  ان  چ  ه . ۳ ن  ک  ت  ه

اس  ت. م  ق  دور ت  ک  راری روش ب  ه 𝑓″ س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل روی

ℱ𝑠(𝑓(۴)) = −𝜔۲ℱ𝑠(𝑓
″) +


۲
𝜋𝜔𝑓

″(۰)

= 𝜔۴ℱ𝑠(𝑓) −
۲
𝜋𝜔

۳𝑓(۰) +


۲
𝜋𝜔𝑓

″(۰)

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ت  ب  دی  ل ای  ن ک  س  ی  ن  وس  ی: ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ𝑐(𝑓) = 
۲
𝜋 

∞

۰
𝑓(𝑥) cos𝜔𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹(𝜔) ف  وری  ه ت  ب  دی  ل



ب  ی  ک  ران۱۳۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

ℱ𝑐(𝑓
″) = −𝜔۲ℱ𝑐(𝑓) −

۲
𝜋𝜔𝑓

′(۰) ۲ م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل

𝑓(𝑥) =


۲
𝜋 

∞

۰
𝐹𝑐(𝜔) cos𝜔𝑥 𝑑𝜔 ف  وری  ه ان  ت  گ  رال ی  ا م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل

ب  ا س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ش  اب  ه ش  رای  ط ت  ح  ت م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای ت  ب  دی  ل ای  ن ک  ارب  رد ت  ذک  ر.
م  ی ش  ود. ب  ی  ان زی  ر در ک  ه اس  ت اس  ت  ث  ن  ا ی  ک

م  ب  دأ در ف  رد م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات م  ق  دار م  ی ب  ای  س  ت  ی ک  س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  رای اس  ت  ث  ن  ا:
داده ش  ود.

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت و اع  م  ال ∞−ق  اب  ل < 𝑥 < ب  رای∞ ت  ب  دی  ل ای  ن ف  وری  ه: ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓) =


۲
𝜋 

∞

−∞
𝑓(𝑥) 𝑒𝑖𝜔𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) ف  وری  ه ت  ب  دی  ل

ℱ (𝑓(𝑛)) = (−𝑖𝜔)𝑛ℱ (𝑓) و 𝑛 = ۱, ۲,۳, … م  ش  ت  ق  ات ت  ب  دی  ل

اس  ت. اس  ت  ف  اده ق  اب  ل ق  ی  دی ه  ی  چ ب  دون و ۲ ن  ک  ت  ه و ۱ ن  ک  ت  ه ت  ح  ت ت  ب  دی  ل ای  ن ت  ذک  ر.

ب  اش  ن  د، ف  وق ت  ب  دی  لات از ی  ک ه  ر دارای م  س  ئ  ل  ه در آم  ده ت  اب  ع ه  ای چ  ن  ان  چ  ه . ۴ ن  ک  ت  ه
اس  ت. ص  ف  ر ∞±ب  راب  ر در آن م  ش  ت  ق  ات ک  ل  ی  ه و ج  واب م  ق  دار درای  ن ص  ورت

م  ی آوری  م. م  ث  ال ی  ک ای  ن  ج  ا در

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۰ . ۲ م  ث  ال

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢 + 𝑡𝑒−𝑥, 𝑡 ≥ ۰, 𝑥 ≤ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۱ ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱

۰ 𝑥 > ۱
,

𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۱.



دالام  ب  ر روش و ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش ب  ر م  روری . ۳ . ۲۱۳۷

ت  اب  ع ب  رای م  رزی ش  رای  ط ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ب  رق  رار ۲ ن  ک  ت  ه و ۱ ن  ک  ت  ه ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اب  ت  دا ح  ل.
ف  رد م  ش  ت  ق م  ع  ادل  ه در و داده ش  ده 𝑥 = ۰ در 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت آن دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق و م  ج  ه  ول
م  ع  ادل  ه از درن  ت  ی  ج  ه اس  ت. م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل م  ن  اس  ب س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل پ  س ن  داری  م.

م  ی گ  ی  ری  م س  ادگ  ی ب  رای م  ی گ  ی  ری  م. س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت

ℱ𝑠(𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑈(𝜔, 𝑡) = 𝑈(𝑡) = 𝑈 .

م  ق  دور آن ه  ا ت  رت  ی  ب ت  ع  وی  ض پ  س م  ی گ  ی  ری  م. ان  ت  گ  رال 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت و م  ش  ت  ق 𝑡 ب  ه ن  س  ب  ت ای  ن  ج  ا در
ی  ع  ن  ی اس  ت.

ℱ𝑠(𝑢𝑡𝑡) = 𝑈𝑡𝑡.

ه  م  چ  ن  ی  ن

ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥) = −𝜔۲ℱ𝑠(𝑢) +
۲
𝜋𝜔𝑡

= −𝜔۲𝑈 +


۲
𝜋𝜔𝑡,

ℱ𝑠(𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥) = ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥)𝑡𝑡 = ℱ𝑠(𝑢𝑥𝑥)𝑡𝑡 =  − 𝜔
۲𝑈 +


۲
𝜋𝑤𝑡


𝑡𝑡

= −𝜔۲𝑈𝑡𝑡,

ℱ (𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝜔۴ℱ𝑠(𝑢) −
۲
𝜋𝜔

۳𝑡 +


۲
𝜋𝜔

= 𝜔۴𝑈 −


۲
𝜋𝜔

۳𝑡 +


۲
𝜋𝜔,

ℱ𝑠(𝑒−𝑥) = 
۲
𝜋 

∞

۰
𝑒−𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥 =


۲
𝜋

𝜔
۱ + 𝜔۲ ,

𝑈(۰) = 𝑈(𝜔, ۰) = ℱ𝑠(𝑢(𝑥, ۰)) = 
۲
𝜋 

∞

۰
𝑒−𝑥 sin𝜔𝑥 𝑑𝑥

=


۲
𝜋

𝜔
۱ + 𝜔۲ .



ب  ی  ک  ران۱۳۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

اس  ت. 𝑎 = 𝜔 و 𝑠 = ۱ ب  رای س  ی  ن  وس  ی لاپ  لاس ت  ب  دی  ل ف  وق ان  ت  گ  رال ک  ن  ی  د ت  وج  ه

𝑈𝑡(۰) = 𝑈𝑡(𝜔, ۰) = ℱ𝑠(𝑢𝑡(𝑥, ۰)) = 
۲
𝜋 

۱

۰
sin𝜔𝑥 𝑑𝑥

= −


۲
𝜋
cos𝜔𝑥
𝜔 

۱

۰

=


۲
𝜋
(۱ − cos𝜔𝑥)

𝜔 .

م  ی ش  ود: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑡 م  ت  غ  ی  ر ب  رای م  س  ئ  ل  ه م  س  ئ  ل  ه، در م  ق  ادی  ر ای  ن دادن ق  رار از

𝑈𝑡𝑡 = −𝜔۲𝑈 +


۲
𝜋𝜔𝑡 − 𝜔

۲𝑈𝑡𝑡 − 𝜔۴𝑈 +


۲
𝜋𝜔

۳𝑡 −


۲
𝜋𝜔

− 𝑈 +


۲
𝜋

𝜔
۱ + 𝜔۲ 𝑡,

𝑈(۰) =


۲
𝜋

𝜔
۱ + 𝜔۲ , 𝑈𝑡(۰) = 

۲
𝜋
(۱ − cos𝜔𝑥)

𝜔 .

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑈را م  ع  ادل  ه

(۱ + 𝜔۲)𝑈𝑡𝑡 + (۱ + 𝜔۲ + 𝜔۴)𝑈 =


۲
𝜋
𝜔۳ + 𝜔 + 𝜔

۱ + 𝜔۲  −
۲
𝜋𝜔.

و 𝑎 =∶ 𝜔۳ + 𝜔 + 𝜔
۱+𝜔۲ ، 𝛽۲ =∶ ۱ + 𝜔۲ + 𝜔۴ ، 𝛼۲ =∶ ۱ + 𝜔۲ ت  ع  ری  ف ب  ا

درم  ی آی  د: زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه ، 𝑏 =∶ −
۲
𝜋𝜔

𝛼۲𝑈𝑡𝑡 + 𝛽۲𝑈 = 𝑎𝑡 + 𝑏.

ب  ود: خ  واه  د زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه

𝛼۲𝑟۲ + 𝛽۲ = ۰ ⇒ 𝑟 = ±𝛽𝛼𝑖

ن  ت  ی  ج  ه در

𝑈 = 𝐴cos 𝛽𝛼𝑡 + 𝐵 sin
𝛽
𝛼𝑡 +

𝑎
𝛽۲ 𝑡 +

𝑏
𝛽۲ .



دالام  ب  ر روش و ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش ب  ر م  روری . ۳ . ۲۱۳۹

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت اول  ی  ه ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

𝑈(۰) = 𝐴 + 𝑏
𝛽۲ = 

۲
𝜋

𝜔
۱ + 𝜔۲ ⇒ 𝐴 =


۲
𝜋

𝜔
۱ + 𝜔۲ −

𝑏
𝛽۲ ,

𝑈𝑡(۰) =
𝛽
𝛼𝐵 +

𝑎
𝛽۲ = 

۲
𝜋
(۱ − cos𝜔𝑥)

𝜔

⇒ 𝐵 = 𝛼
𝛽 

۲
𝜋
۱ − cos𝜔𝑥

𝜔 − 𝑎
𝛽۲ .

م  ی آوری  م 𝑈ب  ه دس  ت ع  م  وم  ی ج  واب 𝐵در 𝐴و دادن ق  رار از

𝑈 = 𝑈(𝜔, 𝑡) = 
۲
𝜋

𝜔
۱ + 𝜔۲ −

𝑏
𝛽۲  cos

𝛽
𝛼𝑡

+ 𝛼𝛽 
۲
𝜋
(۱ − cos𝜔𝑥)

𝜔 − 𝑎
𝛽۲  sin

𝛽
𝛼𝑡 +

𝑎
𝛽۲ 𝑡 +

𝑏
𝛽۲ .

پ  س ب  ه دس  ت آی  د. اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب ت  ا م  ی گ  ی  ری  م م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل ف  وق راب  ط  ه از ح  ال

𝑢(𝑥, 𝑡) =


۲
𝜋 

∞

۰
𝑈(𝜔, 𝑡) sin𝜔𝑥 𝑑𝜔.

روش ب  ا ان  ت  گ  رال ه  ا ن  وع ای  ن م  ح  اس  ب  ه م  ی پ  ذی  ری  م. ص  ورت ه  م  ی  ن ب  ه را م  س  ئ  ل  ه ن  ه  ای  ی ج  واب
ان  ت  گ  رال م  ب  اح  ث از اس  ت  ف  اده ب  ا ل  ی  ک  ن ن  ی  س  ت. م  ق  دور چ  ن  دان اول  ی  ه ت  اب  ع ب  ه دس  ت آورن ی  ا ن  ی  وت  ن

اس  ت. ق  اب  ل م  ح  اس  ب  ه ب  ع  ض  اً م  ان  ده ن  ظ  ری  ه و م  خ  ت  ل  ط

دق  ی  ق ت  ری  ن و ب  ه  ت  ری  ن اول  ی  ن، دالام  ب  ر روش گ  ف  ت  ی  م ق  ب  لاًٌ ه  م  ان  ط  وری  ک  ه : دالام  ب  ر روش ب  ا ح  ل
ای  ن روی ک  ه زی  ر ق  ی  ده  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا ل  ی  ک  ن اس  ت. پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ح  ل ب  رای روش

اس  ت. ق  اب  ل اع  م  ال پ  اره ای م  ع  ادلات از ک  وچ  ک  ی خ  ان  واده ب  رای ف  ق  ط آن اع  م  ال اس  ت، روش

ب  اش  د. م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر دو ح  اوی ف  ق  ط و دوم م  رت  ب  ه از و خ  ط  ی م  ع  ادل  ه . ۱

دی  گ  ری دام  ن  ه و (−∞,∞) دام  ن  ه ب  ا آن ه  ا از ی  ک  ی ب  ی  ک  ران، م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای دام  ن  ه . ۲
ی  ا و اول  ی  ه ش  رط ب  ه ص  ورت و [۰,∞) دام  ن  ه ب  ا م  ت  غ  ب  ر ب  ا ف  ق  ط ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رط و ب  اش  د [۰,∞)

ب  اش  د. گ  ورس  ا ش  رط ی  ا ب  اش  د، ص  ف  ر در ک  ش  ی ش  رط
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ب  اش  د. م  وج ی  ا ه  ذل  ول  وی ن  وع از م  ع  ادل  ه . ۳

ن  ی  س  ت. م  س  ئ  ل  ه در داده ش  ده ت  اب  ع ه  ای روی ق  ی  دی ن  ک  ت  ه.

𝑦 و 𝑥م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر دو از دوم م  رت  ب  ه م  ع  ادل  ه .۱ . ۲ ت  ع  ری  ف

𝐴𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑦 + 𝐶𝑢𝑦𝑦 + 𝐷𝑢𝑥 + 𝐸𝑢𝑦 + 𝐹𝑢 = 𝐺(𝑥, 𝑦) (۴ . ۲)

ب  اش  ن  د. ن  ی  ز 𝑦 و 𝑥 از ت  اب  ع  ی م  ی ت  وان  ن  د ول  ی ث  اب  ت ان  د م  ع  م  ولاً ض  رای  ب ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را

.Δ = 𝐵۲ − ۴𝐴𝐶 > ۰ اگ  ر م  ی گ  وی  ی  م ه  ذل  ول  وی را م  ع  ادل  ه ای  ن آ)

.Δ = ۰ اگ  ر م  ی گ  وی  ی  م س  ه  م  وی را م  ع  ادل  ه ای  ن ب)

.Δ < ۰ اگ  ر م  ی گ  وی  ی  م ب  ی  ض  وی را م  ع  ادل  ه ای  ن ج)

اول م  رت  ب  ه م  ع  ادل  ه

𝐴𝑑𝑦𝑑𝑥

۲
− 𝐵𝑑𝑦𝑑𝑥 + 𝐶 = ۰ (۵ . ۲)

م  ی گ  وی  ی  م. (۴ . ۲) م  ع  ادل  ه م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه را

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه (۵ . ۲) م  ع  ادل  ه 𝐵در از ق  ب  ل م  ن  ف  ی ع  لام  ت ب  ه (۱ ت  ذک  ر.

م  ی گ  ی  ری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه 𝐶ب  اش  د، ≠ ۰ 𝐴و = ۰ اگ  ر (۲

𝐶𝑑𝑥𝑑𝑦

۲
− 𝐵𝑑𝑥𝑑𝑦 = ۰

م  ی رس  ی  م: زی  ر م  ع  ادل  ه دو ب  ه 𝑑𝑦𝑑𝑥 ب  رای (۵ . ۲) م  ع  ادل  ه ح  ل از

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵 + √Δ
۲𝐴 , 𝑑𝑦

𝑑𝑥 =
𝐵 − √Δ
۲𝐴 .



دالام  ب  ر روش و ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش ب  ر م  روری . ۳ . ۲۱۴۱

ب  ه ص  ورت آن ه  ا ع  م  وم  ی ج  واب م  ع  ادلات ای  ن ح  ل از Δاس  ت. > ۰ ه  ذل  ول  وی ح  ال  ت ب  رای
م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵 + √Δ
۲𝐴 ⇒ 𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑐۱,

𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝐵 − √Δ
۲𝐴 ⇒ 𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑐۲.

م  ی ده  ی  م: زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ح  ال

𝜉 = 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜂 = 𝜓(𝑥, 𝑦)

ب  ه ص  ورت (۴ . ۲) م  ع  ادل  ه م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ای  ن اع  م  ال ب  ا

𝑢𝜉𝜂 = 𝐻۱(𝜉, 𝜂, 𝑢, 𝑢𝜉, 𝑢𝜂)

ن  داری  م. 𝑢𝜂𝜂 و 𝑢𝜉𝜉 م  ش  ت  ق ی  ع  ن  ی درم  ی آی  د.

م  ع  ادل  ه در اگ  ر اس  ت. ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا م  ع  ادل  ه ای  ن ب  اش  د، ث  اب  ت (۴ . ۲) ض  رای  ب اگ  ر ن  ک  ت  ه.
ی  ع  ن  ی ن  ب  اش  د، 𝑢𝜂 و 𝑢 آن در اگ  ر ی  ا 𝑢𝜉𝜂 = 𝐻۱(𝜉, 𝜂, 𝑢𝜂)ی  ع  ن  ی ن  ب  اش  د، 𝑢𝜉 و 𝑢 ف  وق

اس  ت. ق  اب  ل ح  ل ع  م  وم  ی ج  واب ب  رای م  ع  ادل  ه ای  ن درای  ن ص  ورت ،𝑢𝜉𝜂 = 𝐻۱(𝜉, 𝜂, 𝑢𝜉)
ای  ن آن  گ  اه .𝑢𝜂 = 𝑣 ب  گ  ی  ری  د ب  اش  د. 𝑢𝜉𝜂 = 𝐻۱(𝜉, 𝜂, 𝑢𝜂) ک  ن  ی  د ف  رض ح  ل: روش

درم  ی آی  د: زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه

𝑣𝜉 = 𝐻۱(𝜉, 𝜂, 𝑣)

اس  ت. خ  ط  ی و 𝜂 پ  ارام  ت  ر و 𝜉م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ب  ا ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه ای  ن
م  ی آوری  م ب  ه دس  ت آن ح  ل از اس  ت. ق  اب  ل ح  ل ب  ه س  ادگ  ی پ  س

𝑢𝜂 = 𝑣(𝜉, 𝜂).

م  ق  دار 𝜉ب  ه ج  ای م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص ک  ام  لاً 𝑢(𝜉, 𝜂) ب  گ  ی  ری  م، ان  ت  گ  رال 𝜂 ب  ه ن  س  ب  ت اگ  ر ح  ال
م  س  ئ  ل  ه ن  ه  ای  ی ج  واب درای  ن ص  ورت م  ی ده  ی  م. ق  رار ,𝜓(𝑥را 𝑦) م  ق  دار 𝜂ب  ه ج  ای ,𝜙(𝑥و 𝑦)

م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص م  س  ئ  ل  ه ی  گ  ان  ه ج  واب ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا م  ی آی  د. ب  ه دس  ت
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زی  ر ک  ش  ی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۱ . ۲ م  ث  ال
𝑢𝑥𝑥 + ۵𝑢𝑥𝑦 + ۶𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + ۲𝑢𝑦 = 𝑥 + 𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥 + ۲. ک  ش  ی ش  رای  ط
اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  ع  ادل  ه م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه ح  ل.

𝑑𝑦
𝑑𝑥

۲
− ۵

𝑑𝑦
𝑑𝑥 + ۶ = ۰,

⇒ 𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

۵ ± √۲۵ − ۲۴
۲

= ۵ ± ۱
۲

= ۲,۳.
پ  س

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۲ ⇒ 𝑦 = ۲𝑥 + 𝑐۱ ⇒ 𝑦 − ۲𝑥 = 𝑐۱,
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ۳ ⇒ 𝑦 = ۳𝑥 + 𝑐۲ ⇒ 𝑦 − ۳𝑥 = 𝑐۲.

ب  گ  ی  ری  د
𝜉 = 𝑦 − ۲𝑥, 𝜂 = 𝑦 − ۳𝑥.

ق  اع  ده ک  ار ای  ن اب  زار ب  ه دس  ت آوری  م. 𝜂 و 𝜉ب  رح  س  ب را 𝑦 و 𝑥ب  رح  س  ب 𝑢م  ش  ت  ق  ات ب  ای  د ح  ال
اس  ت. م  ش  ت  ق زن  ج  ی  ره ای

𝑢𝑥 = 𝑢𝜉𝜉𝑥 + 𝑢𝜂𝜂𝑥 = 𝑢𝜉(−۲) + 𝑢𝜂(−۳),

𝑢𝑥 = −۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂. (۶ . ۲)

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝑦 + 𝑢𝜂𝜂𝑦 = 𝑢𝜉(+۱) + 𝑢𝜂(+۱),

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂. (۷ . ۲)

م  ی ک  ن  ی  م. ح  س  اب را دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات اول، م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا اک  ن  ون

𝑢𝑥𝑥 = (𝑢𝑥)𝑥 = (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝑥
= (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝜉𝜉𝑥 + (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝜂𝜂𝑥
= (−۲𝑢𝜉𝜉 − ۳𝑢𝜂𝜉)(−۲) + (−۲𝑢𝜉𝜂 − ۳𝑢𝜂𝜂)(−۳),

𝑢𝑥𝑥 = ۴𝑢𝜉𝜉 + ۱۲𝑢𝜉𝜂 + ۹𝑢𝜂𝜂. (۸ . ۲)
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𝑢𝑥𝑦 = (𝑢𝑥)𝑦 = (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝑦
= (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝜉𝜉𝑦 + (−۲𝑢𝜉 − ۳𝑢𝜂)𝜂𝜂𝑦
= (−۲𝑢𝜉𝜉 − ۳𝑢𝜂𝜉)(+۱) + (−۲𝑢𝜉𝜂 − ۳𝑢𝜂𝜂)(+۱),

𝑢𝑥𝑦 = −۲𝑢𝜉𝜉 − ۵𝑢𝜉𝜂 − ۳𝑢𝜂𝜂. (۹ . ۲)

𝑢𝑦𝑦 = (𝑢𝑦)𝑦 = (𝑢𝜉 + 𝑢𝜂)𝑦
= (𝑢𝜉 + 𝑢𝜂)𝜉𝜉𝑦 + (𝑢𝜉 + 𝑢𝜂)𝜂𝜂𝑦
= (𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜉)(+۱) + (𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂𝜂)(+۱),

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉 + ۲𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂𝜂. (۱۰ . ۲)

م  ی آی  د. 𝑢𝑦𝑦ب  ه دس  ت  (۱۰ . ۲) از و ،𝑢𝑥𝑦 (۹ . ۲) از ،𝑢𝑥𝑥 (۸ . ۲) از ،𝑢𝑦 (۷ . ۲) از ،𝑢𝑥 (۶ . ۲) از
داش  ت خ  واه  ی  م اص  ل  ی م  ع  ادل  ه در م  ش  ت  ق  ات ای  ن دادن ق  رار ب  ا

۰ .𝑢𝜉𝜉 + (−۱) 𝑢𝜉𝜂 + ۰ .𝑢𝜂𝜂 + ۰ .𝑢𝜉 + (−۱) 𝑢𝜂 = 𝑥 + 𝑦

ی  ا
𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂 = −𝑥 − 𝑦.

م  ی ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه 𝜂 و 𝜉ب  رح  س  ب ن  ی  ز 𝑥−را − 𝑦 ح  ال

𝑦 − ۲𝑥 = 𝜉 𝑥 = 𝜉 − 𝜂

⇒ ⇒ 𝑥 + 𝑦 = ۴𝜉 − ۳𝜂

𝑦 − ۳𝑥 = 𝜂 𝑦 = ۳𝜉 − ۲𝜂

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت  زی  ر ب  ه ص  ورت  𝜂 و 𝜉ب  رح  س  ب م  ع  ادل  ه درن  ت  ی  ج  ه

𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂 = −۴𝜉 + ۳𝜂

آوری  د ب  ه دس  ت  ت  ا 𝑢𝜂 = 𝑣 ده  ی  د ق  رار

𝑣𝜉 + 𝑣 = −۴𝜉 + ۳𝜂.
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اس  ت. 𝜉م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر و 𝑣 م  ج  ه  ول ت  اب  ع ب  ا ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه ای  ن
اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت  م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑣 = 𝐶(𝜂) 𝑒−𝜉 − ۴𝜉 + ۳𝜂 + ۴

پ  س
𝑢𝜂 = 𝐶(𝜂) 𝑒−𝜉 − ۴𝜉 + ۳𝜂 + ۴.

درن  ت  ی  ج  ه،

𝑢(𝜉, 𝜂) = 𝜙(𝜂) 𝑒−𝜉 − ۴𝜉𝜂 + ۳
۲
𝜂۲ + ۴𝜂 + 𝜓(𝜉)

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑦 − ۳𝑥) 𝑒−(𝑦−۲𝑥) − ۴(𝑦 − ۲𝑥)(𝑦 − ۳𝑥) + ۳
۲
(𝑦 − ۳𝑥)۲

+ ۴(𝑦 − ۳𝑥) + 𝜓(𝑦 − ۲𝑥)

ع  م  وم  ی ج  واب اخ  ت  ی  اری 𝜓ت  واب  ع 𝐶و ت  واب  ع 𝐶(𝜂)و اول  ی  ه 𝜙(𝜂)ت  اب  ع آن در ب  ه ط  وری ک  ه
ه  س  ت  ن  د.

پ  س آوری  م. ب  ه دس  ت  𝜓را 𝜙و ت  واب  ع ای  ن ت  ا ک  ن  ی  م اع  م  ال را ک  ش  ی ش  رای  ط ب  ای  د ح  ال

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥 ⇒ 𝜙(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 − ۲۴𝑥۲ + ۲۷
۲
𝑥۲ − ۱۲𝑥 + 𝜓(−۲𝑥) = 𝑥

و

𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥 + ۲ ⇒ 𝜙′(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 − 𝜙(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 + ۲۰𝑥 − ۹𝑥 + ۴

+ 𝜓′(−۲𝑥) = 𝑥 + ۲

ب  رای ک  ن  ی  م. 𝜓ح  ل ب  رای𝜙و ب  ای  د را م  ع  ادل  ه دو ای  ن .𝜓′ = 𝑑𝜓
𝑑𝜉 ′𝜙و = 𝑑𝜙

𝑑𝜂 ای  ن  ج  ا در ک  ه
آی  د: ب  ه دس  ت  زی  ر اول م  ع  ادل  ه ت  ا م  ی گ  ی  ری  م م  ش  ت  ق 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اول  ی م  ع  ادل  ه از ک  ار ای  ن

−۳𝜙′(−۳𝑥)𝑒۲𝑥 + ۲𝜙(−۳𝑥)𝑒۲𝑥 − ۲۱𝑥 − ۱۲ − ۲𝜓′(−۲𝑥) = ۱.

داش  ت خ  واه  ی  م م  ی ک  ن  ی  م. ض  رب ۲ در را دوم م  ع  ادل  ه  

۲𝜙′(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 − ۲𝜙(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 + ۲۲𝑥 + ۸ + ۲𝜓′(−۲𝑥) = ۲𝑥 + ۴.
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ب  ه دس  ت  م  ی آوری  م  : ف  وق م  ع  ادل  ه دو ج  م  ع از

−𝜙′(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 + 𝑥 − ۴ = ۲𝑥 + ۵

ی  ا
𝜙′(−۳𝑥) = −(𝑥 + ۹) 𝑒−۲𝑥.

ب  ن  اب  رای  ن .𝑥 = −𝜂۳ ی  ا 𝜂 = −۳𝑥 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝜙′(𝜂) = −(−
𝜂
۳
+ ۹)𝑒

۲
۳𝜂.

ن  ت  ی  ج  ه در

𝜙(𝜂) = −(−
𝜂
۳
+ ۹) 𝑒

۲
۳𝜂 𝑑𝜂 = −۳

۲
(−
𝜂
۳
+ ۹) 𝑒

۲
۳𝜂 − ۱

۳𝑒
۲
۳𝜂 𝑑𝜂

= 
𝜂
۲
− ۵۷

۴
 𝑒

۲
۳𝜂 + 𝐴.

ب  ه دس  ت  م  ی آوری  م: 𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥 راب  ط  ه از

𝜓(−۲𝑥) = −𝜙(−۳𝑥) 𝑒۲𝑥 + ۲۱
۲
𝑥۲ + ۱۳𝑥.

اس  ت  ف  اده ک  ن  ی  م: 𝜙ف  وق از

𝜓(−۲𝑥) = 
۵۷
۴
+ ۳

۲
𝑥 𝑒−۲𝑥. 𝑒۲𝑥 − 𝐴 𝑒۲𝑥 +

۲۱
۲
𝑥۲ + ۱۳𝑥

ی  ا
𝜓(−۲𝑥) = +۲۱

۲
𝑥۲ + ۲۹

۲
𝑥 + ۵۷

۴
− 𝐴 𝑒۲𝑥.

آوری  د: ب  ه دس  ت  ت  ا 𝑥 = −𝜉۲ ۲𝑥−ی  ا = 𝜉 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝜓(𝜉) = ۲۱
۸
𝜉۲ − ۲۹

۴
𝜉 + ۵۷

۴
− 𝐴 𝑒−𝜉.



ب  ی  ک  ران۱۴۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

م  ی ش  ود: ن  ه  ای  ی ج  واب پ  س

𝑢(𝑥, 𝑦) = 
(𝑦 − ۳𝑥)

۲
− ۵۷

۴
 𝑒

۲
۳ (𝑦−۳𝑥) 𝑒−(𝑦−۲𝑥) + 𝐴 𝑒−(𝑦−۲𝑥)

− ۴(𝑦 − ۲𝑥)(𝑦 − ۳𝑥) + ۳
۲
(𝑦 − ۳𝑥)۲ + ۴(𝑦 − ۳𝑥)

+ ۲۱
۸
(𝑦 − ۲𝑥)۲ − ۲۹

۴
(𝑦 − ۲𝑥) + ۵۷

۴
− 𝐴 𝑒−(𝑦−۲𝑥).

و م  ی ده  ن  د ن  ش  ان 𝑡 ب  ا را م  ت  غ  ی  ر ای  ن ب  اش  د، زم  ان 𝑦 م  ت  غ  ی  ر ه  ذل  ول  وی م  ع  ادل  ه در اگ  ر ن  ک  ت  ه.
م  ی گ  وی  ن  د. اول  ی  ه ش  رای  ط ن  ی  ز را ک  ش  ی ش  رای  ط

روی دالام  ب  ر روش ب  ا اس  ت ب  ی  ض  وی م  ع  ادل  ه ن  وع ی  ک ک  ه پ  وآس  ن ن  وع از م  ع  ادلات (۱ ت  ذک  ر.
ف  اق  د م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه در داده ش  ده ت  واب  ع اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن ن  ی  س  ت. ق  اب  ل ح  ل ب  ی  ک  ران م  ی  دان
از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ی  س  ت  ن  د. ق  اب  ل ح  ل ن  ی  ز ت  ب  دی  لات ای  ن  گ  ون  ه ب  ا ب  اش  ن  د ن  ام  ت  ن  اه  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل
م  ی  دان روی م  س  ائ  ل ب  ه را م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه م  ی ت  وان ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای و م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع

ن  م  ود. ح  ل را آن ه  ا پ  ای  ه روش از اس  ت  ف  اده ب  ا و ت  ب  دی  ل ک  ران  دار

اس  ت  ف  اده ک  ه ی  اف  ت م  ی ت  وان ب  ی  ک  ران م  ی  دان روی م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای دی  گ  ری روش ه  ای (۲
روش ه  ا ای  ن از ی  ک  ی دارد. ن  ی  ز م  ح  اس  ب  ات  ی ج  ن  ب  ه ه  ای اگ  رچ  ه اس  ت ب  ی  ش  ت  ر آن ه  ا از ن  ظ  ری

م  ی آی  د. ب  ع  دی ب  خ  ش در ک  ه اس  ت دوه  ام  ل اص  ل

۳ . ۲ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل دالام  ب  ر روش ی  ا ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑥𝑥 − 𝑢 + 𝑡𝑒−𝑥, 𝑡 ≥ ۰ 𝑥 ≥ ۰,
𝑢(𝑥, ۰) = ۲𝑒−𝑥, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡.



دالام  ب  ر روش و ف  وری  ه ت  ب  دی  لات روش ب  ر م  روری . ۳ . ۲۱۴۷

۲. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑡𝑥𝑥 − 𝑢 + 𝑒−𝑥𝛿(𝑡 − ۱), 𝑡 ≥ ۰, 𝑥 ≥ ۰,
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑈۱(𝑥) − 𝑈۲(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡,

اس  ت. 𝑎 ش  روع ن  ق  ط  ه ب  ا واح  د پ  ل  ه ای 𝑈𝑎(𝑡)ت  اب  ع

۳. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 + ۲𝑢𝑡 = 𝑡𝑒−|𝑥|, −∞ < 𝑥 < ∞, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = ۲𝛿(𝑥 − ۱

۲ ), 𝑢𝑡(𝑥, ۰) =
۱

۱+𝑥۲ .

۴. 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑢 = 𝑒−𝑥−𝑦, 𝑥 ≥ ۰, 𝑦 ≥ ۰
𝑢(۰, 𝑦) = 𝑒−𝑦, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = ۱ − 𝑈۱(𝑥).

۵. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑥𝑥𝑦𝑦 𝑡 ≥ ۰, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, −∞ < 𝑦 < ∞
−𝑢 + 𝑡𝑥 𝑒−|𝑦|,

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥𝑈۰(𝑦) 𝑒−𝑦, 𝑢𝑥(۰, 𝑦, 𝑡) = ۰, 𝑢(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰.

ک  ن  ی  د. ح  ل 𝑦 > ۰ ∞−و < 𝑥 < ب  رای∞ را زی  ر ک  ش  ی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل

۶ .

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۹𝑢𝑦𝑦 = 𝑥 − 𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑥.

۷ .

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۳𝑢𝑥𝑥 + ۱۰𝑢𝑥𝑦 + ۳𝑢𝑦𝑦 = ۲𝑥 − ۳𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥.

۸ .

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 + ۳𝑢𝑥𝑦 + ۲𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = ۱.

ک  ن  ی  د. ∞−ح  ل < 𝑦 < ∞ ∞−و < 𝑥 < ب  رای∞ را زی  ر گ  ورس  ای ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل

۹ .

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥۲, 𝑦 = 𝑥روی

𝑢(𝑥, 𝑦) = −𝑦۲, 𝑦 = −𝑥روی



ب  ی  ک  ران۱۴۸ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

۱۰ .

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

۴𝑢𝑥𝑥 + ۵𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 = ۲𝑥 + 𝑦,

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑦 = 𝑥روی

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥۲, ۴𝑦 = 𝑥روی

۱۱ .

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 + ۳𝑢𝑥𝑦 + ۲𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦, 𝑦 = 𝑥روی

𝑢(𝑥, 𝑦) = −۲𝑥 − ۲𝑦, 𝑦 = ۳𝑥روی

دوه  ام  ل اص  ل و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل ۴ . ۲
ش  رای  ط ب  ا ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل اص  ل  ی اب  زاره  ای از ی  ک  ی لاپ  لاس ت  ب  دی  ل
ب  ا ه  م  راه پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای اب  زار ای  ن از م  ی گ  ردد. م  ح  س  وب اول  ی  ه
ب  س  ی  ار م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل م  ح  اس  ب  ه م  واق  ع اک  ث  ر در ل  ی  ک  ن ک  رد. اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان ن  ی  ز اول  ی  ه ش  رای  ط
م  وج م  ع  ادلات ب  رای آن از اس  ت  ف  اده م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده ک  م  ت  ر آن از ب  ه ای  ن دل  ی  ل اس  ت. پ  ی  چ  ی  ده
م  ورد ای  ن از م  ث  ال ه  ای  ی ای  ن  ج  ا در ش  ود. م  ن  ج  ر خ  وب  ی ب  س  ی  ار ج  واب ب  ه اس  ت م  م  ک  ن ب  ع  دی ی  ک

م  ی آوری  م.

زی  ر ب  ع  دی ی  ک م  وج اول  ی  ه-م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۲ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑒𝑡−𝑥, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,

𝑢(۰, 𝑡) − 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = sin 𝑡, lim𝑥→∞ 𝑢(𝑥, 𝑡) = ۰

ب  گ  ی  ری  د. لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه از ح  ل.
ℒ𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(𝑥, 𝑠) = 𝑈(𝑥) = 𝑈

𝑠۲𝑈 − 𝑈𝑥𝑥 =
𝑒−𝑥
𝑠 − ۱

+ 𝑠𝑒−𝑥, 𝑠 > ۱, 𝑥 ≥ ۰

𝑈(۰) − 𝑈 ′(۰) = ۱
𝑠۲ + ۱

, lim
𝑥→∞

𝑈(𝑥) = ۰



دوه  ام  ل اص  ل و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل . ۴ . ۲۱۴۹

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑠۲ − 𝑟۲ = ۰ ⟹ 𝑟 = ±𝑠

𝑈(𝑥) = 𝐶۱𝑒−𝑠𝑥 + 𝐶۲𝑒𝑠𝑥 −
۱

𝑠۲ − ۱
 ۱
𝑠 − ۱

+ 𝑠 𝑒−𝑥

ب  رای .𝐶۲ = ۰ ب  ای  د ،𝑠 > ۰ ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ی  ن  ه  ای  ت، در م  رزی ش  رای  ط ب  رق  راری ب  رای
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د 𝑥 = ۰ در م  رزی ش  رط ب  رق  راری

𝑈(۰) − 𝑈 ′(۰) = 𝐶۱ −
۱

𝑠۲ − ۱
 ۱
𝑠 − ۱

+ 𝑠 − 𝑠𝐶۱ +
۱

𝑠۲ − ۱
 ۱
𝑠 − ۱

+ 𝑠

= ۱
𝑠۲ + ۱

ی  ا
𝐶۱(۱ − 𝑠) =

۱
𝑠۲ + ۱

⟹ 𝐶۱ = −
۱

(𝑠 − ۱)(𝑠۲ + ۱) .

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑈(𝑥) = − ۱
(𝑠۲ + ۱)(𝑠 − ۱)𝑒

−𝑠𝑥 − ۱
𝑠۲ + ۱

۱
𝑠 − ۱

𝑒−𝑥 − 𝑠
𝑠۲ + ۱

𝑒−𝑥

= ۱
۲

𝑠
𝑠۲ + ۱

+ ۱
𝑠۲ + ۱

− ۱
𝑠 − ۱ 𝑒

−𝑠𝑥 + ۱
۲

𝑠
𝑠۲ + ۱

+ ۱
𝑠۲ + ۱

− ۱
𝑠 − ۱ 𝑒

−𝑥

− 𝑠
𝑠۲ + ۱

𝑒−𝑥

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ع  ک  وس گ  ی  ری ت  ب  دی  ل ب  ا

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲
 cos 𝑡 + sin 𝑡 − 𝑒𝑡𝐻(𝑡 − 𝑥) + ۱

۲
 − cos 𝑡 + sin 𝑡 − 𝑒−𝑡𝑒−𝑥.

۱ ب  راب  ر 𝑡 > 𝑥ب  رای و ص  ف  ر ب  راب  ر 𝑡 < 𝑥ب  رای ک  ه اس  ت پ  ل  ه ای 𝐻(𝑡ت  اب  ع − 𝑥) ای  ن ج  ا در ک  ه
اس  ت.

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه .۱۳ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑒−𝑡−𝑥, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑒−𝑡, lim𝑥→∞ 𝑢(𝑥, 𝑡) = ۰



ب  ی  ک  ران۱۵۰ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

لاپ  لاس ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه از ,ℒ𝑢(𝑥و 𝑡) = 𝑈(𝑥, 𝑠) = 𝑈(𝑥) = 𝑈 ب  گ  ی  ری  د ح  ل.
ب  گ  ی  ری  د.

𝑠𝑈 − 𝑈𝑥𝑥 =
𝑒−𝑥
𝑠 + ۱

+ 𝑒−𝑥 = 𝑠 + ۲
𝑠 + ۱

𝑒−𝑥, 𝑠 > ۱, 𝑥 ≥ ۰

𝑈(۰) = ۱
𝑠 + ۱

, lim
𝑥→∞

𝑈(𝑥) = ۰

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑈(𝑥) = 𝐶۱𝑒−√𝑠𝑥 + 𝐶۲𝑒√𝑠𝑥 +
𝑠 + ۲

(𝑠 + ۱)(𝑠 − ۱)𝑒
−𝑥

ک  ن  ی  م: اع  م  ال را م  رزی ش  رای  ط ح  ال

lim
𝑥→∞

𝑈(𝑥) = ۰ ⟹ 𝐶۲ = ۰

𝑈(۰) = 𝐶۱ +
𝑠 + ۲
𝑠۲ − ۱

= ۱
𝑠 + ۱

ی  ا
𝐶۱ = −

𝑠 + ۲
𝑠۲ − ۱

+ ۱
𝑠 + ۱

.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑈(𝑥, 𝑠) =  − 𝑠 + ۲
𝑠۲ − ۱

+ ۱
𝑠 + ۱

𝑒−√𝑠𝑥 + 𝑠 + ۲
𝑠۲ − ۱

𝑒−𝑥.

چ  ون
ℒ −۱𝑒−𝛼√𝑠 = 𝛼

۲√𝜋𝑡۳
𝑒−

𝛼۲
۴𝑡

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ه  ائ  ی ج  واب پ  س

𝑢(𝑥, 𝑡) =  − cosh 𝑡 − ۲ sinh 𝑡 + 𝑒−𝑡 ∗ 𝑥
۲√𝜋𝑡۳

𝑒−
𝑥۲
۴𝑡

+  cosh 𝑡 + ۲ sinh 𝑡𝑒−𝑥.



دوه  ام  ل اص  ل و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل . ۴ . ۲۱۵۱

ب  رای پ  ی  چ  ی  ده م  ح  اس  ب  ات ب  ه م  ن  ج  ر ح  رارت م  ع  ادل  ه ب  رای لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ت  ذک  ر.
اس  ت  ف  اده ک  م  ت  ر ح  رارت م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ب  رای آن از ب  ه ای  ن دل  ی  ل م  ی گ  ردد. م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل

م  ی گ  ردد.

م  ی پ  ردازی  م. ب  ی  ک  ران م  ی  دان روی دوه  ام  ل اص  ل ب  ه ب  ی  ان ق  س  م  ت ای  ن در
ع  م  ل  گ  ر 𝑃ی  ک و 𝑧 و 𝑦 ،𝑥 ،𝑡م  ت  غ  ی  ره  ای از م  ع  ل  وم 𝑤ت  اب  ع  ی و م  ج  ه  ول ت  اب  ع  ی 𝑢 ک  ن  ی  د ف  رض
در را زی  ر م  س  ئ  ل  ه س  ه ح  ال ب  اش  د. 𝑡 ب  ه 𝑚ن  س  ب  ت م  رت  ب  ه از و ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر

𝑃(𝑢) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑡 ≥ ۰, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑, 𝛼 < 𝑧 < 𝛽
𝜕𝑗𝑢
𝜕𝑡𝑗

= 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑗 = ۰, ۱, ۲,⋯ ,𝑚 − ۱

𝑀𝑘𝑢 = ℎ𝑘, 𝑘 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛

(۱۱ . ۲)

اس  ت. ث  اب  ت ض  رای  ب ب  ا ه  م  گ  ن غ  ی  ر م  رزی ش  رای  ط ده  ن  ده ن  ش  ان اخ  ی  ر ت  س  اوی ک  ه
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را دوم م  س  ئ  ل  ه

𝑃(𝑢) = ۰, 𝑡 ≥ ۰, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑, 𝛼 < 𝑧 < 𝛽
𝜕𝑗𝑢
𝜕𝑡𝑗

= 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑗 = ۰, ۱, ۲,⋯ ,𝑚 − ۱

𝑀𝑘𝑢 = ℎ𝑘, 𝑘 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛

(۱۲ . ۲)

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در زی  ر ب  ه ص  ورت را س  وم م  س  ئ  ل  ه
(۱۳ . ۲)

𝑃(𝑢) = ۰, 𝑡 ≥ ۰, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑, 𝛼 < 𝑧 < 𝛽
𝜕𝑗𝑢
𝜕𝑡𝑗

= ۰, 𝑗 = ۰, ۱, ۲,⋯ ,𝑚 − ۲
𝜕𝑚−۱𝑢
𝜕𝑡𝑚−۱ = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠)

𝑀𝑘𝑢 = ℎ𝑘, 𝑘 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛

پ  ی  وس  ت  ه، ت  واب  ع  ی 𝑤 و ℎ𝑘ه  ا و 𝑓𝑗ه  ا ک  ن  ی  د ف  رض .۳ . ۲ خ  اص  ی  ت
و (۱۳ . ۲) م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡; 𝑠) و (۱۲ . ۲) م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑢۱(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)



ب  ی  ک  ران۱۵۲ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

را (۱۱ . ۲) م  س  ئ  ل  ه ج  واب آن گ  اه ب  اش  د. 𝑢۲(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∫𝑡
۰
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢۱(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢۲(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

ب  رق  رار را ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط ک  ل  ی  ه 𝑢۱ و اس  ت خ  ط  ی ت  ک  م  ی  ل  ی ش  رای  ط ک  ل  ی  ه و م  ع  ادل  ه چ  ون ع  ل  ت.
اس  ت. زی  ر م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑢۲ ده  ی  م ن  ش  ان ک  اف  ی  س  ت ،𝑃(𝑢۱) = ۰ و م  ی ک  ن  د

𝑃(𝑢) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑡 ≥ ۰, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑, 𝛼 < 𝑧 < 𝛽
𝜕𝑗𝑢
𝜕𝑡𝑗

= ۰, 𝑗 = ۰, ۱, ۲,⋯ ,𝑚 − ۱

𝑀𝑘𝑢 = ۰, 𝑘 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛

(۱۴ . ۲)

𝑚پ  ی  وس  ت  ه م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق دارای 𝑣 چ  ون م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را م  رزی و اول  ی  ه ش  رای  ط اب  ت  دا
ت  ع  وی  ض ق  اب  ل ان  ت  گ  رال و ح  د ج  ای پ  س اس  ت م  ت  غ  ی  ره  ا س  ای  ر ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر و 𝑡 ب  ه ن  س  ب  ت
ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در ن  ی  ز 𝑢۲ پ  س م  ی ک  ن  د ص  دق ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط در 𝑣 چ  ون اس  ت.
ب  ررس  ی را اول  ی  ه ش  رای  ط ح  ال .𝑘 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛ب  رای𝑀𝑘𝑢۲ = ۰ ی  ع  ن  ی م  ی ک  ن  د. ص  دق ن  ی  ز

ه  م  چ  ن  ی  ن .𝑢۲(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = ۰ داری  م 𝑢۲ ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ک  ن  ی  م.

𝜕𝑢۲
𝜕𝑡 

𝑡=۰

= 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰; 𝑡)+
𝑡

۰
𝑣𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡−𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠 = 

𝑡

۰
𝑣𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡−𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠

داری  م: 𝑖 < 𝑚 − 𝑗 و 𝑗 = ۱, ۲,⋯ , 𝑖ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .𝑢۲𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = ۰ پ  س

𝜕𝑖𝑢۲
𝜕𝑡𝑖 𝑡=۰ = 

𝑡

۰

𝜕𝑖
𝜕𝑡𝑖𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠𝑡=۰

= ۰.

ای  ن ص  ورت در

𝜕𝑖+۱𝑢۲
𝜕𝑡𝑖+۱ = 𝜕𝑖

𝜕𝑡𝑖𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰; 𝑡) +
𝑡

۰

𝜕𝑖+۱
𝜕𝑡𝑖+۱𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠.



دوه  ام  ل اص  ل و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل . ۴ . ۲۱۵۳

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ف  وق اس  ت  ق  را ف  رض ب  ه ت  وج  ه ب  ا

𝜕𝑖+۱𝑢۲
𝜕𝑡𝑖+۱ 

𝑡=۰

= ۰, 𝑖 = ۱, ۲,⋯ ,𝑚 − ۲.

𝑖 = 𝑚 − ۱ ب  رای

𝜕𝑖𝑢۲
𝜕𝑡𝑖 =

𝜕𝑚−۱
𝜕𝑡𝑚−۱𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰; 𝑡) +

𝑡

۰

𝜕𝑚
𝜕𝑡𝑚𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠

= 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) +
𝑡

۰

𝜕𝑚
𝜕𝑡𝑚𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠.

ب  دی  ن ت  رت  ی  ب:

𝑃(𝑢۲) = 𝑃
𝑡

۰
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠

=
𝑚−۱

𝑖=۱

𝜕𝑖𝑣
𝜕𝑡𝑖 

𝑡=۰

+
𝑡

۰
𝑃𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠

= 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

م  ی ک  ن  د. ص  دق (۱۴ . ۲) م  س  ئ  ل  ه در 𝑢۲ پ  س

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ن  اه  م  گ  ن م  وج م  س  ئ  ل  ه .۱۴ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐۲𝑢𝑥𝑥 + ℎ(𝑥, 𝑡), 𝑡 ≥ ۰, −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑓(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = 𝑔(𝑥)

ب  ه دس  ت ه  م  گ  ن م  وج م  ع  ادل  ه ب  رای دالام  ب  ر ح  ل ،۹ . ۲ م  ث  ال ب  ه ت  وج  ه ب  ا 𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑠)ب  رای ح  ل.
م  ی آوری  م.

𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑠) = ۱
۲𝑐 

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
ℎ(𝜏, 𝑠) 𝑑𝜏

ن  ت  ی  ج  ه در
𝑢۲(𝑥, 𝑡) =

۱
۲𝑐 

𝑡

۰


𝑥+𝑐(𝑡−𝑠)

𝑥−𝑐(𝑡−𝑠)
ℎ(𝜏, 𝑠) 𝑑𝜏𝑑𝑠.



ب  ی  ک  ران۱۵۴ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

داری  م. 𝑢۱ ب  رای م  ث  ال ه  م  ان از ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑢۱(𝑥, 𝑡) =
۱
۲𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡) +

۱
۲𝑐 

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑠) 𝑑𝑠.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡) +

۱
۲𝑐 

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑠) 𝑑𝑠

+ ۱
۲𝑐 

𝑡

۰


𝑥+𝑐(𝑡−𝑠)

𝑥−𝑐(𝑡−𝑠)
ℎ(𝜏, 𝑠) 𝑑𝜏𝑑𝑠.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت 𝑓(𝑥) = sin 𝑥۲ و 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥۲ و ℎ(𝑥, 𝑡) = ۲𝑥𝑡۲ خ  اص ح  ال  ت در

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲ sin(𝑥 + 𝑐𝑡)

۲ + sin(𝑥 − 𝑐𝑡)۲ +
۱
۲𝑐 

𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑥𝑒−𝑥۲ 𝑑𝑥

+
𝑡

۰


𝑥+𝑐(𝑡−𝑠)

𝑥−𝑐(𝑡−𝑠)
۲𝜏𝑠۲ 𝑑𝜏𝑑𝑠.

ی  ا
𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱

۲ sin(𝑥 + 𝑐𝑡)
۲ + sin(𝑥 − 𝑐𝑡)۲

+ ۱
۴𝑐𝑒

−(𝑥+𝑐𝑡)۲ − 𝑒−(𝑥+𝑐𝑡)۲ + ۴𝑐𝑥𝑡
۴

۱۲
.

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر ح  رارت ان  ت  ق  ال م  س  ئ  ل  ه .۱۵ . ۲ م  ث  ال
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡𝑓(𝑥), 𝑡 ≥ ۰, −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑔(𝑥)

ک  ه داری  م 𝑢 = 𝑢۱ + 𝑢۲ ب  ه ص  ورت دوه  ام  ل اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ج  واب ح  ل.
ه  م  گ  ن م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑢۱

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 ≥ ۰, −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑔(𝑥)



دوه  ام  ل اص  ل و لاپ  لاس ت  ب  دی  ل . ۴ . ۲۱۵۵

اس  ت. زی  ر م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑠) آن در ک  ه 𝑢۲(𝑥, 𝑡) = ∫
𝑡

۰
𝑣(𝑥, 𝑡 − 𝑠; 𝑠) 𝑑𝑠 و

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥, 𝑡 ≥ ۰, −∞ < 𝑥 < ∞

𝑣(𝑥, ۰) = 𝑠𝑓(𝑥)

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  ا را 𝑢۱ م  س  ئ  ل  ه ح  ل
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑈𝑡 + 𝑤۲𝑈 = ۰,

𝑈(۰) = 𝐴 = ℱ (𝑔)
⟹ 𝑈 = 𝐴𝑒−𝑤۲𝑡.

داری  م: ۴ . ۲ م  ث  ال ط  ب  ق .𝑈(𝑤, 𝑡) = ℱ (𝑔)𝑒−𝑤۲𝑡 پ  س

ℱ −۱𝑒−𝑤۲𝑡 = ۱
√۲𝜋

𝑒−
𝑥۲
۴𝑡 .

م  ی ش  ود: داده زی  ر ف  رم  ول ب  ا ک  ه ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  رای ک  ن  ول  وش  ن خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ℱ −۱ℱ (𝑔) ⋅ ℱ (ℎ) = 𝑔 ∗ ℎ = ۱
√۲𝜋


∞

−∞
𝑔(𝑦)ℎ(𝑥 − 𝑦) 𝑑𝑦

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت

𝑢۱(𝑥, 𝑡) =
۱

√۴𝜋𝑡


∞

−∞
𝑔(𝑦)𝑒−

(𝑥−𝑦)۲
۴𝑡 𝑑𝑦.

م  ی ش  ود. 𝑣 م  س  ئ  ل  ه ج  واب م  ش  اب  ه  اً

𝑣(𝑥, 𝑡; 𝑠) = ۱
√۴𝜋𝑡


∞

−∞
𝑠𝑓(𝑦)𝑒−

(𝑥−𝑦)۲
۴𝑡 𝑑𝑦.

و

𝑢۲(𝑥, 𝑡) = 
𝑡

۰

۱
√۴𝜋(𝑡 − 𝑠)


∞

−∞
𝑠𝑓(𝑦)𝑒−

(𝑥−𝑦)۲
۴(𝑡−𝑠) 𝑑𝑦 𝑑𝑠.

ن  ت  ی  ج  ه در

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
√۴𝜋


∞

−∞
𝑔(𝑦)

𝑒−
(𝑥−𝑦)۲
۴𝑡

√𝑡
+

𝑡

۰

𝑠
√𝑡 − 𝑠

𝑓(𝑦)𝑒−
(𝑥−𝑦)۲
۴(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝑦.



ب  ی  ک  ران۱۵۶ م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات . ۲ ف  ص  ل

در دارد. ک  ارب  رد ب  ی  ک  ران م  ی  دان ب  رای ه  م و ک  ران  ه دار م  ی  دان ب  رای ه  م دوه  ام  ل اص  ل ت  ذک  ر.
اس  ت. ش  ده آورده ب  ی  ک  ران م  ی  دان ب  رای م  ث  ال  ه  ا ای  ن  ج  ا

۴ . ۲ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل لاپ  لاس ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۱. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ۳𝑥 cos 𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥۲, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰

۲. 𝑢𝑡𝑡 + ۲𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢 + 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑡

۳. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑒−𝑥 sin 𝑡, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(+∞, 𝑡) = ۰

۴. 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑡𝑒−𝑥, ۰ ≤ 𝑥 < ∞, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,
𝑢(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥𝑥(۰, 𝑡) = ۰, 𝑢(+∞, 𝑡) = ۰

۵. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡۲𝑒−|𝑥|, −∞ < 𝑥 < ∞, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥۲ , ک  ران  ه دار 𝑢(𝑥, 𝑡)

ک  ن  ی  د. ح  ل دوه  ام  ل اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  س  ائ  ل

۶. 𝑢𝑡𝑡 + ۲𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑥𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = ۰
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۷. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑡 + 𝑥𝑒𝑡, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(۱, 𝑡) = ۰

۸. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢 + 𝑡𝑒−𝑥, ۰ < 𝑥 < ∞, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥𝑒−𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑢(+∞, 𝑡) = ۰

۹. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢 + sin 𝑡 𝑒−|𝑥|, −∞ < 𝑥 < ∞, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−𝑥۲ , ک  ران  ه دار 𝑢(𝑥, 𝑡)

۱۰. 𝑢𝑡𝑡 + ۴𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑢 = 𝑒𝑡−𝑥, 𝑥 ≥ ۰, 𝑡 ≥ ۰
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒−۲𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, ۰) = ۰,
𝑢𝑥(۰, 𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑢𝑥𝑥𝑥(۰, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(+∞, 𝑡) = ۰, 𝑢𝑥𝑥(+∞, 𝑡) = ۰





۳ ف  ص  ل
ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع

گ  ف  ت م  ی ت  وان ک  ه اس  ت ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ن  ه  ای  ت در و م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع م  ع  رف  ی ف  ص  ل ای  ن از ه  دف
ت  ب  دی  ل و پ  ی  چ  ی  ده ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ب  رای اب  زار ب  ه  ت  ری  ن و خ  واص ن  ظ  ر از ت  واب  ع ک  ام  ل ت  ری  ن
م  ط  ل  وب ری  اض  ی ع  م  ل  ی  ات ان  ج  ام ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت «خ  وب» م  ی  دان ه  ای ب  ه «ب  د» م  ی  دان ه  ای
ب  رد و دام  ن  ه ب  ا ت  واب  ع  ی م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع ب  اش  د. اوّل م  ی  دان ب  ه ان  ت  ق  ال ق  اب  ل و م  ق  دور دوم م  ی  دان در
در ن  ک  ات ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ش  ت  ق پ  ذی  ر. ت  اب  ع ی  ع  ن  ی ه  م ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ه  س  ت  ن  د. م  خ  ت  ل  ط اع  داد
و ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع ۲ . ۳ ب  خ  ش در م  ی پ  ردازی  م. آن خ  واص و م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  ع  رف  ی ب  ه ۱ . ۳ ب  خ  ش
و م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال م  ع  رف  ی از ب  ع  د ب  ع  دی ف  ص  ل در داری  م. را م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع ن  ی  ز ۳ . ۳ ب  خ  ش در
ف  ص  ل در داش  ت. خ  واه  ی  م ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  ات در را آن ک  ارب  رد آن اس  اس  ی خ  واص
م  ع  ادلات ح  ل در را آن ک  ارب  رد آن، اس  اس  ی خ  واص و ه  م  دی  س ت  واب  ع م  ع  رف  ی از ب  ع  د ه  م پ  ن  ج  م

دی  د. خ  واه  ی  م پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل

م  خ  ت  ل  ط اع  داد ۱ . ۳
م  ج  م  وع  ه روی م  ی پ  ردازی  م. آن اس  اس  ی خ  واص و م  خ  ت  ل  ط اع  داد ی  ادآوری ب  ه ب  خ  ش ای  ن در
ی  ک (𝑥, 𝑦)م  رت  ب زوج ب  ه ص  ورت ن  ق  اط ی  ع  ن  ی م  ی ده  ی  م ℝ۲ن  ش  ان ب  ا را آن ک  ه ص  ف  ح  ه ن  ق  اط
ب  رداری ف  ض  ای ب  ه ت  ب  دی  ل را آن و اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف اس  ک  ال  ر ض  رب ع  م  ل ی  ک و ج  م  ع ع  م  ل
ض  رب ف  اق  د چ  ون ن  ی  س  ت. م  ن  اس  ب اص  ل  ی ع  م  ل چ  ه  ار ان  ج  ام ب  رای ب  رداری ف  ض  ای ای  ن م  ی ک  ن  د.
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دس  ت  گ  اه ب  ه ت  ب  دی  ل را آن ت  ق  س  ی  م م  ع  رف  ی و آن روی ض  رب ع  م  ل ی  ک ت  ع  ری  ف ب  ا اس  ت. ت  ق  س  ی  م و
م  ی گ  ردد. م  ق  دور آن در اص  ل  ی ع  م  ل چ  ه  ار ان  ج  ام ک  ه م  ی ک  ن  ی  م م  خ  ت  ل  ط اع  داد

و م  ی ک  ن  ی  م اع  م  ال زی  ر ب  ه ص  ورت ض  رب و ج  م  ع ع  م  ل دو ص  ف  ح  ه ن  ق  اط ℝ۲م  ج  م  وع  ه روی
ب  رای م  ی ده  ی  م. ℂن  ش  ان ب  ا و م  ی گ  وی  ی  م م  خ  ت  ل  ط اع  داد دس  ت  گ  اه ی  ا م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  ج  وع  ه را آن

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف ص  ف  ح  ه در (𝑥۲, 𝑦۲) و (𝑥۱, 𝑦۱) ن  ق  ط  ه دو

ج  م  ع: ع  م  ل ال  ف)

(𝑥۱, 𝑦۱) + (𝑥۲, 𝑦۲) = (𝑥۱ + 𝑥۲, 𝑦۱ + 𝑦۲)

اس  ت. ص  ف  ح  ه در ب  رداره  ا ج  م  ع ه  م  ان ج  م  ع ع  م  ل ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه

ض  رب: ع  م  ل ب)

(𝑥۱, 𝑦۱) ⋅ (𝑥۲, 𝑦۲) = (𝑥۱𝑥۲ − 𝑦۱𝑦۲, 𝑥۱𝑦۲ + 𝑥۲𝑦۱)

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را م  خ  ت  ل  ط اع  داد از خ  واص  ی و م  ف  اه  ی  م ع  م  ل دو ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا

.𝑦۱ = 𝑦۲ و 𝑥۱ = 𝑥۲ اگ  ر ب  راب  ران  د ه  م ب  ا (𝑥۲, 𝑦۲) و (𝑥۱, 𝑦۱)م  خ  ت  ل  ط ع  دد دو . ۱

چ  ون م  ی ده  ی  م ن  ش  ان ۰ ب  ا و گ  وی  ی  م خ  ن  ث  ی ع  ض  و را (۰, م  خ  ت  ل  ط(۰ ع  دد . ۲

(𝑥, 𝑦) + (۰, ۰) = (𝑥, 𝑦)

ن  ش  ان −(𝑥, 𝑦) ب  ا و گ  وی  ی  م (𝑥, 𝑦)م  خ  ت  ل  ط ع  دد ق  ری  ن  ه را (−𝑥, −𝑦)م  خ  ت  ل  ط ع  دد . ۳
چ  ون م  ی ده  ی  م.

(𝑥, 𝑦) + (−𝑥, −𝑦) = (۰, ۰)

چ  ون م  ی ده  ی  م ن  ش  ان ۱ ب  ا و م  ی ن  ام  ی  م واح  د را (۱, م  خ  ت  ل  ط(۰ ع  دد . ۴

(𝑥, 𝑦) ⋅ (۱, ۰) = (𝑥, 𝑦)
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م  ی ده  ی  م. ن  ش  ان 𝑖 ب  ا و م  ی گ  وی  ی  م م  وه  وم  ی واح  د را (۰, م  خ  ت  ل  ط(۱ ع  دد . ۵

ای  ن ص  ورت در ب  گ  ی  ری  م ی  ک  س  ان 𝑥ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ب  ا را (𝑥, م  خ  ت  ل  ط(۰ ع  دد اگ  ر . ۶

(𝑥, 𝑦) = (𝑥, ۰) + (۰, ۱)(𝑦, ۰) = 𝑥 + 𝑖𝑦

گ  وی  ی  م. م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  خ  ت  ل  ط ن  م  ای  ش ی  ا آن م  خ  ت  ل  ط ن  م  ای  ش را ص  ف  ح  ه ن  ق  اط ن  م  ای  ش ای  ن

𝑖 ک  ه اس  ت ب  ه ای  ن دل  ی  ل .𝑖۲ = (۰, ۱)(۰, ۱) = (−۱, ۰) = −(۱, ۰) = −۱ ک  ن  ی  د ت  وج  ه ن  ک  ت  ه.
م  ی دان  ن  د. ۱−ح  ق  ی  ق  ی ع  دد دوم ری  ش  ه را

م  ی ده  ی  م. 𝑤ن  ش  ان ی  ا 𝑧 ب  ا م  ع  م  ولاً را م  خ  ت  ل  ط اع  داد س  ادگ  ی ب  رای

م  خ  ت  ل  ط ع  دد م  وه  وم  ی ق  س  م  ت را 𝑦ح  ق  ی  ق  ی ع  دد و ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت را 𝑥ح  ق  ی  ق  ی ع  دد . ۷
م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان 𝑦 = ℑ𝑧 و 𝑥 = ℜ𝑧 ب  ا و گ  وی  ن  د 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

اگ  ر م  ی ده  ی  م ن  ش  ان ۱
𝑧 ب  ا و م  ی گ  وی  ی  م 𝑧م  خ  ت  ل  ط ع  دد م  ع  ک  وس م  خ  ت  ل  ط𝑤را ع  دد . ۸

داری  م: ای  ن ص  ورت در 𝑤ب  اش  د = (𝑢, 𝑣) و 𝑧 = (𝑥, 𝑦) اگ  ر پ  س .𝑧 ⋅ 𝑤 = ۱

(𝑢, 𝑣)(𝑥, 𝑦) = (𝑢𝑥 − 𝑣𝑦, 𝑢𝑦 + 𝑥𝑣) = (۱, ۰)

و 𝑥ح  س  ب ب  ر 𝑣 و 𝑢ب  رای م  ع  ادل  ه دو ای  ن ح  ل از .𝑢𝑦 + 𝑥𝑣 = ۰ و 𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 = ۱ ب  ای  د پ  س
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑦

𝑢 = 𝑥
𝑥۲ + 𝑦۲ , 𝑣 = − 𝑦

𝑥۲ + 𝑦۲ .

ه  س  ت  ن  د. م  ع  ک  وس دارای م  خ  ت  ل  ط اع  داد س  ای  ر و م  ع  ک  وس ف  اق  د (۰, خ  ن  ث  ی(۰ ع  دد ن  ک  ت  ه.

م  ی گ  ی  ری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑧۲ = (𝑥۲, 𝑦۲) و 𝑧۱ = (𝑥۱, 𝑦۱)م  خ  ت  ل  ط ع  دد دو ت  ف  ری  ق ع  م  ل . ۹

𝑧۱ − 𝑧۲ = (𝑥۱, 𝑦۱) − (𝑥۲, 𝑦۲) = (𝑥۱ − 𝑥۲, 𝑦۱ − 𝑦۲)
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𝑧۲ ≠ ۰ ب  رای را 𝑧۲ = (𝑥۲, 𝑦۲) و 𝑧۱ = (𝑥۱, 𝑦۱)م  خ  ت  ل  ط ع  دد دو ت  ق  س  ی  م ع  م  ل . ۱۰
م  ی گ  ی  ری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت

𝑧۱
𝑧۲
= 𝑧۱ ⋅

۱
𝑧۲
= 𝑥۱𝑥۲ + 𝑦۱𝑦۲

𝑥۲۲ + 𝑦۲۲
+ 𝑖 𝑦۱𝑥۲ − 𝑥۱𝑦۲

𝑥۲۲ + 𝑦۲۲
.

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان 𝑧 ب  ا و گ  وی  ن  د 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦م  خ  ت  ل  ط ع  دد م  زدوج را 𝑥 − 𝑖𝑦م  خ  ت  ل  ط ع  دد . ۱۱

م  خ  ت  ل  ط ن  م  ای  ش ب  ا م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  رای اص  ل  ی ع  م  ل چ  ه  ار م  ح  اس  ب  ات ان  ج  ام ب  رای ت  ذک  ر.
خ  واه  ی  م اس  ت  ف  اده م  خ  ت  ل  ط اع  داد ن  م  ای  ش ای  ن از ف  ق  ط ب  ع  د ب  ه ای  ن از ک  ه 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦ی  ع  ن  ی
ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ان  ن  د را م  ح  اس  ب  ات و م  ن  ظ  ور ح  ق  ی  ق  ی پ  ارام  ت  ر ی  ک م  ان  ن  د را 𝑖 ع  دد ب  ای  س  ت  ی ک  رد،
اس  ت  ف  اده م  زدوج ع  دد از ک  س  ر م  خ  رج از 𝑖 رف  ع ب  رای ک  ن  ی  م. ج  ای  گ  زی  ن −۱ ب  ا را 𝑖۲ و ده  ی  م ان  ج  ام

م  ی ک  ن  ی  م.

ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑎 + 𝑖𝑏 ب  ه ف  رم را زی  ر م  خ  ت  ل  ط ع  دد .۱ . ۳ م  ث  ال
(۱ + 𝑖)۲ − ۲ − 𝑖

(۱ − 𝑖)۳

م  ی ک  ن  ی  م. س  اده را م  خ  رج و ص  ورت اب  ت  دا ح  ل.
(۱ + 𝑖)۲ − ۲ − 𝑖

(۱ − 𝑖)۳ = ۱ + ۲𝑖 + 𝑖۲ − ۲ − 𝑖
۱ − ۳𝑖 + ۳𝑖۲ − 𝑖۳ = −۲ + 𝑖

−۲ − ۲𝑖 =
(۲ − 𝑖)(۲ − ۲𝑖)
(۲ + ۲𝑖)(۲ − ۲𝑖)

= ۴ − ۲𝑖 − ۴𝑖 + ۲𝑖۲
۴ + ۴

= ۲ − ۶𝑖
۸

= ۱
۴
− ۳
۴
𝑖

ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور روی 𝑧 = 𝑥 = (𝑥, ب  ه ص  ورت(۰ م  خ  ت  ل  ط اع  داد ای  ن ک  ه ب  ه  ن  ظ  ر (۱ ت  ذک  ر.
م  ی دان  ن  د. م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  ج  م  وع  ه زی  ر را ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ج  م  وع  ه ن  ظ  ر ای  ن از دارد ق  رار

ت  ص  ور ق  اب  ل م  خ  ت  ل  ط اع  داد ص  ف  ح  ه ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور روی ک  ه ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ت  رت  ی  ب راب  ط  ه (۲
م  ق  ای  س  ه ن  م  ی ت  وان ۰ ب  ا را 𝑖 چ  ون ن  ی  س  ت. ت  ع  م  ی  م ق  اب  ل م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  ج  م  وع  ه ب  ه اس  ت

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی ای  ن ص  ورت در 𝑖 > ۰ ب  گ  ی  ری  م اگ  ر چ  ون ن  م  ود.

𝑖 ⋅ 𝑖 > ۰ ⟹ 𝑖۲ = −۱ > ۰ ⟹ (−۱) ⋅ 𝑖 > ۰ ⟹ −𝑖 > ۰
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ب  ای  د آن ق  ری  ن  ه ب  اش  د ص  ف  ر از ب  زرگ  ت  ر ع  ددی اگ  ر ص  ف  ر غ  ی  ر ح  ق  ی  ق  ی ع  دد دو از ص  ورت  ی ک  ه در
ق  در از ن  ام  ع  ادلات و ن  ام  س  اوی ه  ا ن  م  ای  ش ب  رای ک  م  ب  ود ای  ن رف  ع ب  رای ب  اش  د. ص  ف  ر از ک  م  ت  ر
ت  رت  ی  ب  ی راب  ط  ه و اع  داد ای  ن م  وه  وم  ی ق  س  م  ت و ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت ی  ا م  خ  ت  ل  ط اع  داد م  ط  ل  ق

ک  رد. خ  واه  ی  م اس  ت  ف  اده ح  ق  ی  ق  ی اع  داد

م  زدوج: خ  واص . ۱۲

𝑧 = 𝑧 , ℜ𝑧 = 𝑧 + 𝑧
۲

, ℑ𝑧 = 𝑧 − 𝑧
۲𝑖

𝑧۱ ± 𝑧۲ = 𝑧۱ ± 𝑧۲ , 𝑧۱𝑧۲ = 𝑧۱𝑧۲ ,  𝑧۱
𝑧۲
 = 𝑧۱

𝑧۲

𝑥۲اس  ت. + 𝑦۲ ح  ق  ی  ق  ی ع  دد م  ی ده  ی  م ن  ش  ان |𝑧| ب  ا ک  ه را 𝑧م  خ  ت  ل  ط ع  دد م  ط  ل  ق ق  در . ۱۳

م  ط  ل  ق: ق  در خ  واص . ۱۴

|𝑧| = |𝑧| , 𝑧𝑧 = |𝑧|۲

ℜ𝑧 ≤ |ℜ𝑧| ≤ |𝑧| , ℑ𝑧 ≤ |ℑ𝑧| ≤ |𝑧|

|𝑧| ≤ |ℜ𝑧| + |ℑ𝑧| , |𝑧۱𝑧۲| = |𝑧۱||𝑧۲| ,  𝑧۱𝑧۲
 = |𝑧۱|

|𝑧۲|
.

از اس  ت  ف  اده ب  ا م  خ  ت  ل  ط اع  داد ن  م  ای  ش ق  ط  ب  ی: م  خ  ت  ص  ات در م  خ  ت  ل  ط اع  داد ن  م  ای  ش . ۱۵
داری  م: م  خ  ت  ص  ات ای  ن در م  ی ک  ن  د. س  اده را م  خ  ت  ل  ط اع  داد ت  وان  ی ک  اره  ای ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 , 𝑟۲ = 𝑥۲ + 𝑦۲ , 𝜃 = tan−۱ 𝑦𝑥

پ  س
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃).

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان arg 𝑧 ب  ا و گ  وی  ن  د 𝑧م  خ  ت  ل  ط ع  دد آون  د ی  ا ش  ن  اس  ه 𝜃را ع  دد . ۱۶
آون  د را آن 𝜋−ب  اش  د < 𝜃 ≤ 𝜋 اگ  ر اس  ت. م  وج  ود آون  د ب  ی  ن  ه  ای  ت م  خ  ت  ل  ط ع  دد ه  ر ب  رای

م  ی ده  ن  د. Argن  ش  ان 𝑧 ب  ا و گ  وی  ن  د اص  ل  ی
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آوری  د. ب  ه دس  ت را آن آون  ده  ای س  ای  ر و 𝑧 = ۱ − 𝑖م  خ  ت  ل  ط ع  دد اص  ل  ی آون  د .۲ . ۳ م  ث  ال
ده  ی  د. ن  ش  ان ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در را ع  دد ای  ن ه  م  چ  ن  ی  ن

و sin 𝜃 = 𝑦
𝑟 =

−۱
√۲

پ  س .𝑦 = −۱ و 𝑥 = ۱ و 𝑟 = √۲ پ  س 𝑟۲ = ۱۲ + ۱۲ داری  م ح  ل.
از: ع  ب  ارت  س  ت آون  ده  ا ک  ل  ی  ه م  ج  م  وع  ه Argو 𝑧 = −𝜋۴ پ  س .cos 𝜃 = 𝑥

𝑟 =
۱
√۲

𝜃 ∶ 𝜃 = ۲𝑘𝜋 − 𝜋
۴
, 𝑘 = ۰, ±۱, ±۲,⋯ .

م  ی ش  ود: ع  دد ای  ن ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در پ  س

𝑧 = √۲  cos  −
𝜋
۴
 + 𝑖 sin  − 𝜋

۴
.

ک  ه اس  ت زی  ر خ  اص  ی  ت ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در م  خ  ت  ل  ط اع  داد ن  م  ای  ش م  ه  م ب  س  ی  ار ن  ت  ی  ج  ه ی  ک
م  ی س  ازد. س  اده را ت  وان  ی م  ح  اس  ب  ات

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر ت  س  اوی 𝑛ص  ح  ی  ح ع  دد ه  ر ب  ه ازای دوم  وآور). (ف  رم  ول ۱ . ۳ خ  اص  ی  ت

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃.

ای  ن ص  ورت در ب  اش  د ب  رق  رار 𝑛 ≥ ۱ ب  رای اگ  ر اس  ت. ب  رق  رار 𝑛 = ۱ ب  رای اس  ت  ق  را) (ب  ا ع  ل  ت.

(cos𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛+۱ = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)

= (cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃)(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)

= (cos 𝑛𝜃 cos 𝜃 − sin 𝑛𝜃 sin 𝜃) + 𝑖(cos 𝑛𝜃 sin 𝜃 + sin 𝑛𝜃 cos 𝜃)

= cos(𝑛 + ۱)𝜃 + 𝑖 sin(𝑛 + ۱)𝜃.

چ  ون
۱

cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 = cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃

اس  ت. ب  رق  رار ه  م ص  ف  ر و م  ن  ف  ی ب  رای𝑛ه  ای پ  س



م  خ  ت  ل  ط اع  داد . ۱ . ۳۱۶۵

ب  ی  اب  ی  د. را (۱ − 𝑖)۲۰۰ م  ق  دار .۳ . ۳ م  ث  ال

پ  س .cos 𝜃 = ۱
√۲

و sin 𝜃 = − ۱
√۲

و 𝑟 = √۲ و 𝑦 = −۱ و 𝑥 = ۱ داری  م ح  ل.
ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب .𝜃 = −𝜋۴

(۱ + 𝑖)۲۰۰ = √۲  cos  −
𝜋
۴
 + 𝑖 sin  − 𝜋

۴


۲۰۰

= ۲۱۰۰ cos(−۵۰𝜋) + 𝑖 sin(−۵۰𝜋) = ۲۱۰۰ ⋅ ۱ = ۲۱۰۰

ن  ش  ان 𝑒𝑖𝜃 ب  ا و گ  وی  ی  م م  وه  وم  ی ن  م  ای را cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃م  خ  ت  ل  ط ع  دد م  وه  وم  ی: ن  م  ای
ی  ع  ن  ی م  ی ده  ی  م.

𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃.

آن ب  رای را ن  م  ای  ی ن  ام ب  ه ای  ن دل  ی  ل دارد. را 𝑒𝑥 ج  ب  ری خ  واص ک  ل  ی  ه 𝑒𝑖𝜃 م  وه  وم  ی ن  م  ای ت  ذک  ر.
داری  م: ی  ع  ن  ی ک  ردی  م. ان  ت  خ  اب

𝑒𝑖𝜃۱ ⋅ 𝑒𝑖𝜃۲ = 𝑒𝑖(𝜃۱+𝜃۲) , ۱
𝑒𝑖𝜃 = 𝑒

−𝑖𝜃

م  خ  ت  ل  ط اع  داد 𝑛ام ری  ش  ه م  ح  اس  ب  ه م  خ  ت  ل  ط اع  داد ق  ط  ب  ی ن  م  ای  ش از خ  وب اس  ت  ف  اده ی  ک
اس  ت.

م  ی ن  وی  س  ی  م 𝑤𝑛و = 𝑧 اگ  ر گ  وی  ی  م 𝑧م  خ  ت  ل  ط ع  دد 𝑛ام ری  ش  ه م  خ  ت  ل  ط𝑤را ع  دد 𝑛ام: ری  ش  ه
.𝑤 = 𝑛√𝑧

اگ  ر اس  ت. 𝑛ام م  ت  م  ای  ز ری  ش  ه 𝑛دارای 𝑧 م  ان  ن  د ص  ف  ر غ  ی  ر م  خ  ت  ل  ط ع  دد ه  ر .۲ . ۳ خ  اص  ی  ت
از ع  ب  ارت  ن  د ری  ش  ه 𝑛ای  ن آن گ  اه ب  اش  د 𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)

𝑤𝑘 = 𝑟
۱
𝑛 𝑒𝑖(

۲𝑘𝜋+𝜃
𝑛 ), 𝑘 = ۰, ۱, ۲,⋯ , 𝑛 − ۱.
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ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در ط  وری ب  ای  د 𝑤را = 𝜌𝑒𝑖𝜙 ی  ع  ن  ی 𝑧 𝑛ام ری  ش  ه ع  ل  ت.

𝑤𝑛 = 𝜌𝑛𝑒𝑖𝑛𝜙 = 𝜌𝑛(cos 𝑛𝜙 + 𝑖 sin 𝑛𝜙) = 𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 𝑟𝑒𝑖𝜃

ب  ای  د پ  س

𝜌𝑛 = 𝑟 , cos 𝑛𝜙 = cos 𝜃 , sin 𝑛𝜙 = sin 𝜃.

ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝜌 = 𝑛√𝑟 , 𝑛𝜙 = ۲𝑘𝜋 + 𝜃, 𝑘 = ۰, ±۱, ±۲,⋯ .

ن  ت  ی  ج  ه در

𝑤 = 𝑟
۱
𝑛  cos 

۲𝑘𝜋 + 𝜃
𝑛  + 𝑖 sin 

۲𝑘𝜋 + 𝜃
𝑛 

𝑘 م  ق  ادی  ر س  ای  ر ب  رای و م  ی آی  د ب  ه دس  ت م  ت  م  ای  ز م  ق  دار 𝑛 ،𝑘 = ۰, ۱, ۲,⋯ , 𝑛 − ۱ ب  رای ک  ه
م  ی ش  ود. ت  ک  رار م  ق  ادی  ر ای  ن

ب  ی  اب  ی  د. ۱−را ع  دد چ  ه  ارم ری  ش  ه ه  ای .۴ . ۳ م  ث  ال
ن  ت  ی  ج  ه در .𝜃 = 𝜋 و 𝑟 = ۱ پ  س .−۱ = cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋 داری  م ح  ل.

𝑤𝑘 = cos 
۲𝑘𝜋 + 𝜋

۴  + 𝑖 sin 
۲𝑘𝜋 + 𝜋

۴ , 𝑘 = ۰, ۱, ۲,۳.

پ  س

𝑤۱ = cos 
𝜋
۴  + 𝑖 sin 

𝜋
۴  =

√۲
۲
+ 𝑖√۲

۲

𝑤۲ = cos 
۳𝜋
۴  + 𝑖 sin 

۳𝜋
۴  = −

√۲
۲
+ 𝑖√۲

۲

𝑤۳ = cos 
۵𝜋
۴  + 𝑖 sin 

۵𝜋
۴  = −

√۲
۲
− 𝑖√۲

۲

𝑤۴ = cos 
۷𝜋
۴  + 𝑖 sin 

۷𝜋
۴  =

√۲
۲
− 𝑖√۲

۲
.
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آن م  ث  ب  ت 𝑛ام ری  ش  ه ف  ق  ط م  ث  ب  ت و ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک 𝑛ام ری  ش  ه از م  ق  ص  ود م  ی دان  ی  م ت  ذک  ر.
اس  ت م  م  ک  ن آن ری  ش  ه ه  ای𝑛ام از ی  ک ه  ر م  خ  ت  ل  ط ع  دد ی  ک 𝑛ام ری  ش  ه از م  ق  ص  ود ل  ی  ک  ن اس  ت.

ب  اش  د.

۱ . ۳ ت  م  ری  ن

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر اع  داد از ی  ک ه  ر م  زدوج و م  ط  ل  ق ق  در و م  وه  وم  ی و ح  ق  ی  ق ق  س  م  ت . ۱

۵+۳𝑖
۱+۵𝑖 آ)

(۱ + 𝑖√۳)۸ ب)

۱
۵𝑧+۱−𝑖 ج)
(۱−𝑖)۳

۳+𝑖 د)

۲+𝑖
۳+۲𝑖 ه)

(۱ + 𝑖)𝑛 + (۱ − 𝑖)𝑛 و)

ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑎 + 𝑖𝑏ب  ه ص  ورت را زی  ر م  خ  ت  ل  ط اع  داد . ۲

(۵ + ۲𝑖)(۲ − ۳𝑖) ۳𝑖−۲آ)
۴−𝑖 ۶)ب) + ۸𝑖)۳ ج)

ب  ن  وی  س  ی  د. ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در را زی  ر اع  داد از ی  ک ه  ر . ۳

۳ + ۳𝑖 ۱آ)
۴+۳𝑖 ۶(𝑖+۱)ب)

(√۳−𝑖)۴
ج)

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  ع  ادلات . ۴

(𝑥, 𝑦)۲ − (𝑥, 𝑦) + (۱, ۰) = ۰ 𝑧۲آ) − ۴𝑖𝑧 + ۵ = ۰ ب)

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه . ۵
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𝑥۲ − 𝑦۲ = ۱
𝑥𝑦 = ۲

𝑥۳آ) − ۳𝑥𝑦۲ = ۱
۳𝑥۲𝑦 − 𝑦۳ = √۳

ب)

ک  ن  ی  د. س  اده را زی  ر م  ق  ادی  ر . ۶

(۱ + 𝑖√۳)۱۰ آ)

(۱ − 𝑖)۵۰ ب)

sin۴ 𝜃 + cos۴ 𝜃 ج)

۴√۱ + 𝑖 د)
۱ − √𝑖 ه)

۴√−𝑖 و)

ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص ص  ف  ح  ه در و ب  ن  وی  س  ی  د 𝑦 و 𝑥ح  س  ب ب  ر را زی  ر ن  ق  اط م  ج  م  وع  ه . ۷

|𝑧 − ۱| < ۱ آ)

|𝑧 + 𝑖| + |𝑧 − 𝑖| = ۱ ب)

Arg 𝑧−𝑖
𝑧+𝑖 = ۵ ج)

ℜ𝑧۲ > ۱ د)

ℑ ۱
𝑧 < ۱ ه)

ℑ𝑧۲ + ℜ 𝑧+۱
𝑧−۱ < ۰ و)

ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع ۲ . ۳
و م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع م  ش  ت  ق و پ  ی  وس  ت  گ  ی ح  د، ب  ی  ان ب  ه  م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع م  ع  رف  ی از ب  ع  د ب  خ  ش ای  ن در
ت  واب  ع م  ش  اب  ه ب  خ  ش ای  ن م  ط  ال  ب ع  م  ده دی  د خ  واه  ی  م م  ی پ  ردازی  م. ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ب  ه س  ران  ج  ام

اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی

گ  وی  ن  د. م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ی  ک را م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  رد و دام  ن  ه ب  ا ت  اب  ع ه  ر م  خ  ت  ل  ط: ت  اب  ع

اس  ت. م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ی  ک زی  ر ت  واب  ع از ی  ک ه  ر .۵ . ۳ م  ث  ال

𝑓(𝑧) = 𝑧۳ − 𝑖𝑧۲ + 𝑧 + ۲ − 𝑖 𝑔(𝑧)آ) = 𝑒𝑥 cos۳𝑦 + 𝑖𝑒۲𝑥 sin 𝑦 ب)

ن  وش  ت، م  ی ت  وان 𝑦 و 𝑥ح  س  ب ب  ر را آن ب  اش  د ش  ده داده 𝑧ح  س  ب ب  ر 𝑓(𝑧) ت  اب  ع اگ  ر ت  ذک  ر.
ش  ده داده ای  ن ص  ورت ب  ه ک  ه م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ه  ر ع  ک  س ب  ر .𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)ی  ع  ن  ی
در و ک  ن  ی  د ج  ای  گ  زی  ن 𝑥 + 𝑖𝑦 ب  ا را 𝑧 اوّل ح  ال  ت ای  ن در ن  وش  ت. م  ی ت  وان 𝑧ح  س  ب ب  ر را ب  اش  د

ک  ن  ی  د. ج  ای  گ  زی  ن 𝑦 = 𝑧−𝑧
۲𝑖 و 𝑥 = 𝑧+𝑧

۲ ب  ا ب  ه ت  رت  ی  ب را 𝑦 و 𝑥 دوم ح  ال  ت
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ک  ن  ی  د. س  اده و ب  ن  وی  س  ی  د 𝑦 و 𝑥ح  س  ب ب  ر را 𝑓(𝑧) = 𝑧۳ ت  اب  ع .۶ . ۳ م  ث  ال

𝑓(𝑧) = 𝑧۳ = (𝑥 + 𝑖𝑦)۳ = 𝑥۳ − ۳𝑥𝑦۲ + 𝑖(۳𝑥۲𝑦 − 𝑦۳).

ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑧ح  س  ب ب  ر را 𝑓(𝑧) = 𝑥۲ − 𝑦۲ + ۲𝑥𝑦𝑖 ت  اب  ع .۷ . ۳ م  ث  ال

𝑓(𝑧) = 𝑥۲ − 𝑦۲ + ۲𝑥𝑦𝑖 = 𝑧 + 𝑧
۲

۲
− 𝑧 − 𝑧

۲𝑖

۲
+ ۲𝑧 + 𝑧

۲
𝑧 − 𝑧

۲𝑖
𝑖

= 𝑧۲
۴
+ 𝑧𝑧 + 𝑧

۲

۴
+ 𝑧

۲

۴
− 𝑧𝑧 + 𝑧

۲

۴
+ 𝑧

۲

۲
− 𝑧

۲

۲
= 𝑧۲.

ب  ن  وی  س  ی  م. 𝑦 و 𝑥ح  س  ب ب  ر را 𝑧ح  س  ب ب  ر ت  اب  ع ت  ا اس  ت ن  ی  از م  ع  م  ولاً ت  ذک  ر.

ع  دد 𝑛 آن در ک  ه را 𝑃(𝑧) = 𝑎𝑛𝑧𝑛 + 𝑎𝑛−۱𝑧𝑛−۱ +⋯ + 𝑎۱𝑧 + 𝑎۰ ت  اب  ع چ  ن  دج  م  ل  ه ای:
𝑛 درج  ه از م  خ  ت  ل  ط چ  ن  دج  م  ل  ه ای ی  ک را ان  د م  خ  ت  ل  ط  اع  داد 𝑎𝑛 ت  ا 𝑎۱ و 𝑎𝑛 ≠ ۰ و ط  ب  ی  ع  ی

گ  وی  ن  د.

ی  ا ک  س  ری ت  اب  ع ی  ک را 𝑓(𝑧) = 𝑝(𝑧)
𝑞(𝑧) ت  اب  ع ب  اش  د چ  ن  دج  م  ل  ه  دو 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧) اگ  ر ک  س  ری: ت  اب  ع

گ  وی  ن  د. م  ن  ط  ق ت  اب  ع ی  ک
ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع م  ش  ت  ق ب  ی  ان ب  ه ب  خ  ش ای  ن ان  ت  ه  ای در و پ  ی  وس  ت  گ  ی و ح  د م  ف  ه  وم ب  ی  ان ب  ه ح  ال

م  ی پ  ردازی  م.
𝑧۰ ن  ق  ط  ه در م  گ  ر |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑅دی  س  ک روی ک  ه ب  اش  د م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع  ی 𝑓(𝑧) ک  ن  ی  د ف  رض

ب  اش  د. ش  ده ت  ع  ری  ف

lim𝑧→𝑧۰ 𝑓(𝑧) = 𝑤۰ م  ی ن  وی  س  ی  م و 𝑤۰اس  ت ب  راب  ر 𝑧۰ در ت  اب  ع ای  ن ح  د م  ی گ  وی  ی  م ت  اب  ع: ح  د
ب  اش  د. ص  ف  ر ب  ا ب  راب  ر 𝑧۰ = (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  ه در |𝑓(𝑧) − 𝑤۰|ح  ق  ی  ق  ی م  ت  غ  ی  ر دو ت  اب  ع ح  د اگ  ر

𝑤۰ = 𝑢۰+𝑖𝑣۰ 𝑓(𝑧)و = 𝑢(𝑥, 𝑦)+𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑧۰ = 𝑥۰+𝑖𝑦۰ و 𝑧 = 𝑥+𝑖𝑦 اگ  ر ت  ذک  ر.
ب  ا م  ع  ادل |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑅ای  ن ص  ورت در ب  اش  د

(𝑥 − 𝑥۰)۲ + (𝑦 − 𝑦۰)۲ < 𝑅۲
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و
|𝑓(𝑧) − 𝑤۰|۲ = 𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢۰

۲
+ 𝑣(𝑥, 𝑦) − 𝑣۰

۲
.

اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر lim𝑧→𝑧۰ 𝑓(𝑧) = 𝑤۰ پ  س

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥۰,𝑦۰)

𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢۰
۲
+ 𝑣(𝑥, 𝑦) − 𝑣۰

۲
 = ۰.

اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر lim𝑧→𝑧۰ 𝑓(𝑧) = 𝑤۰ ف  وق ن  م  اده  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا .۳ . ۳ خ  اص  ی  ت
.lim(𝑥,𝑦)→(𝑥۰,𝑦۰) 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣۰ و lim(𝑥,𝑦)→(𝑥۰,𝑦۰) 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢۰

اس  ت. ب  رق  رار م  ث  ل  ث ن  ام  س  اوی ب  ه دل  ی  ل ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه زی  ر ن  ام  س  اوی از (اگ  ر) ع  ل  ت.

|𝑓(𝑧) − 𝑤۰| ≤ |𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢۰| + |𝑣(𝑥, 𝑦) − 𝑣۰|

ب  ه ن  ام  س  اوی دوم ط  رف ن  ت  ی  ج  ه در و (𝑥, 𝑦) → (𝑥۰, 𝑦۰)ای  ن ص  ورت در 𝑧 → 𝑧۰ اگ  ر ح  ال
.lim𝑧→𝑧۰ |𝑓(𝑧) − 𝑤۰| = ۰ پ  س م  ی ک  ن  د. م  ی  ل ص  ف  ر

م  ی ش  ود. ن  ت  ی  ج  ه زی  ر ن  ام  س  اوی ه  ای از اگ  ر) (ف  ق  ط

|𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢۰| ≤ |𝑓(𝑧) − 𝑤۰| , |𝑣(𝑥, 𝑦) − 𝑣۰| ≤ |𝑓(𝑧) − 𝑤۰|.

و lim(𝑥,𝑦)→(𝑥۰,𝑦۰) 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢۰ ای  ن ص  ورت در lim𝑧→𝑧۰ |𝑓(𝑧) − 𝑤۰| = ۰ اگ  ر ح  ال
.lim(𝑥,𝑦)→(𝑥۰,𝑦۰) 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣۰

ت  اب  ع ب  رای ح  ق  ی  ق  ی ت  واب  ع ب  رای ح  د ف  رم  ول ه  ای و ق  واع  د ک  ل  ی  ه ف  وق م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  ذک  ر.
اس  ت. ب  رق  رار ه  م م  خ  ت  ل  ط

آن گ  اه ب  اش  د lim𝑧→𝑧۰ 𝑔(𝑧) = 𝑤′۰ ≠ ۰ و lim𝑧→𝑧۰ 𝑓(𝑧) = 𝑤۰ اگ  ر م  ث  لاً
.lim𝑧→𝑧۰

𝑓(𝑧)
𝑔(𝑧) =

𝑤۰
𝑤′۰

اگ  ر اس  ت پ  ی  وس  ت  ه 𝑧۰ ن  ق  ط  ه در 𝑓(𝑧) ت  اب  ع م  ی گ  وی  ی  م ت  اب  ع: پ  ی  وس  ت  گ  ی
ن  ق  اط ت  م  ام در اگ  ر اس  ت پ  ی  وس  ت  ه 𝑓(𝑧) م  ی گ  وی  ی  م ه  م  چ  ن  ی  ن .lim𝑧→𝑧۰ 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧۰)

ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه دام  ن  ه اش
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ت  واب  ع ب  رای ح  ق  ی  ق  ی ت  واب  ع پ  ی  وس  ت  گ  ی خ  واص و ق  واع  د ک  ل  ی  ه ف  وق خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  ذک  ر.
از م  ع  م  ولاً ک  ه ح  ق  ی  ق  ی ان  د ت  واب  ع 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢(𝑥, 𝑦) ک  ن  ی  د ت  وج  ه اس  ت. ب  رق  رار ه  م م  خ  ت  ل  ط
اس  ت. آس  ان ب  س  ی  ار آن  ه  ا پ  ی  وس  ت  گ  ی ت  ش  خ  ی  ص پ  س م  ی ش  ون  د. ت  ش  ک  ی  ل ح  ق  ی  ق  ی م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع

ی  ا اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه آن  ه  ا ت  ق  س  ی  م ح  اص  ل ی  ا آن  ه  ا ح  اص  ل  ض  رب ی  ا پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع دو ت  رک  ی  ب م  ث  لاً
ک  رد. اس  ت  ف  اده پ  ی  وس  ت  گ  ی ب  رای م  ی ت  وان آن  ه  ا م  ش  اب  ه خ  واص از

ℝ۲ از ب  ح  ث م  ورد ت  واب  ع ب  ه ح  ال ت  ا م  ی پ  ردازی  م. آن خ  واص و م  ش  ت  ق م  ف  ه  وم ب  ی  ان ب  ه ح  ال
م  ط  ال  ب ک  ل  ی  ه ت  وان  س  ت  ی  م ب  ه ای  ن دل  ی  ل .(𝑥, 𝑦) ⟼ (𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦))ی  ع  ن  ی ℝ۲ب  ود. ب  ه
ب  ا ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده آن  ه  ا خ  واص از و ده  ی  م رب  ط م  ت  غ  ی  ره دو ت  واب  ع ب  ه را پ  ی  وس  ت  گ  ی و ح  د ب  ه م  رب  وط
ج  دی  دی اب  زاره  ای م  ی ب  ای  س  ت  ی و ن  ی  س  ت ام  ک  ان پ  ذی  ر دی  گ  ر ای  ن ک  ار م  ش  ت  ق م  ب  اح  ث ب  ه ش  دن وارد

ب  س  ازی  م. را
𝑓 دام  ن  ه در |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑟ک  وچ  ک 𝑟 > ۰ ب  رای و دارد ق  رار 𝑓 دام  ن  ه در 𝑧۰ ک  ن  ی  د ف  رض

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت م  ی ده  ی  م ن  ش  ان 𝑓′(𝑧۰) ب  ا ک  ه 𝑧۰ در را 𝑓م  ش  ت  ق دارد. ق  رار

𝑓′(𝑧۰) = lim
𝑧→𝑧۰

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧۰)
𝑧 − 𝑧۰

اس  ت. م  ش  ت  ق ف  اق  د 𝑧۰ در 𝑓 م  ی گ  وی  ی  م ن  ب  اش  د م  وج  ود ح  د ای  ن اگ  ر
ب  اش  د. م  ش  ت  ق دارای دام  ن  ه اش ن  ق  اط ت  م  ام در اگ  ر اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑓 م  ی گ  وی  ی  م

ب  ی  اب  ی  د. را 𝑓(𝑧) = 𝑧۲ ت  اب  ع م  ش  ت  ق .۸ . ۳ م  ث  ال

𝑓′(𝑧۰) = lim
𝑧→𝑧۰

𝑧۲ − 𝑧۲۰
𝑧 − 𝑧۰

= lim
𝑧→𝑧۰

(𝑧 + 𝑧۰) = ۲𝑧۰

در م  ش  ت  ق زی  را ن  دارد م  ش  ت  ق ه  ی  چ ج  ا در و پ  ی  وس  ت  ه ه  م  ه ج  ا در 𝑓(𝑧) = 𝑧 ت  اب  ع .۹ . ۳ م  ث  ال
م  ی ش  ود. داده زی  ر ح  د ب  ا وج  ود ص  ورت

lim
𝑧→𝑧۰

𝑧 − 𝑧۰
𝑧 − 𝑧۰

= lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥۰,𝑦۰)

(𝑥 − 𝑥۰) − 𝑖(𝑦 − 𝑦۰)
(𝑥 − 𝑥۰) + 𝑖(𝑦 − 𝑦۰)

ب  گ  ی  ری  م اگ  ر دی  گ  ر ب  ار م  ی ش  ود. ۱ ب  راب  ر ح  د م  ق  دار 𝑥 → 𝑥۰ و 𝑦 = 𝑦۰ ب  گ  ی  ری  م اگ  ر ح  ال
اس  ت. م  ت  ف  اوت ک  ه م  ی آی  د ۱−ب  ه دس  ت ب  راب  ر ح  د م  ق  دار 𝑦 → 𝑦۰و 𝑥 = 𝑥۰
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اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک ت  اب  ع م  ش  اب  ه ب  الات  ر م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ت  ذک  ر.
م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ب  رای 𝑦 = 𝑓(𝑥)ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع م  ش  ت  ق خ  واص و ف  رم  ول ه  ا ق  واع  د، ک  ل  ی  ه ت  ذک  ر.
م  ش  ت  ق ی  ا م  ش  ت  ق زن  ج  ی  ره ای ق  اع  ده م  ث  لاً اس  ت. ب  رق  رار ص  ورت ه  م  ان 𝑤ب  ه = 𝑓(𝑧) م  ش  ت  ق پ  ذی  ر
ص  ورت ه  م  ان ب  ه ح  دگ  ی  ری در ه  وپ  ی  ت  ال ق  واع  د ح  ت  ی و ت  ق  س  ی  م ح  اص  ل م  ش  ت  ق ی  ا ح  اص  ل  ض  رب

گ  ردد. 𝑤ت  ب  دی  ل ب  ه 𝑦 و 𝑧 ب  ه 𝑥ک  اف  ی  س  ت ف  ق  ط اس  ت ح  ق  ی  ق  ی م  ش  اب  ه ک  ام  لاً ع  ل  ت اس  ت. ب  رق  رار

م  ی ش  ود: 𝑓(𝑧) = (۱ + 𝑧 + 𝑖𝑧۲)۵ ت  اب  ع م  ش  ت  ق .۱۰ . ۳ م  ث  ال
𝑓′(𝑧) = ۵(۱ + ۲𝑖𝑧)(۱ + 𝑧 + 𝑖𝑧۲)۴.

ه  م  چ  ن  ی  ن
lim
𝑧→۲

𝑧۳ − ۸
𝑧۲ − ۵𝑧 + ۶

= lim
𝑧→۲

۳𝑧۲
۲𝑧 − ۵

= ۱۲
۴ − ۵

= −۱۲.

را 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)ب  ه ص  ورت ت  واب  ع م  ش  ت  ق ک  ه اس  ت ای  ن س  وال ح  ال
𝑓′(𝑧) ،𝑓(𝑧) = 𝑒۲𝑥(cos ۲𝑦 + 𝑖 sin ۲𝑦)ب  رای م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان آوری  م. ب  ه دس  ت چ  گ  ون  ه

ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را آن اگ  رچ  ه اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل چ  گ  ون  ه

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧+𝑧(cos 𝑖(𝑧 − 𝑧) + 𝑖 sin 𝑖(𝑧 − 𝑧))

دارای م  ا ب  رای م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  رای ن  م  ائ  ی ی  ا س  ی  ن  وس و ک  س  ی  ن  وس ت  واب  ع ه  ن  وز ل  ی  ک  ن ن  وش  ت.
ت  ط  اب  ق چ  ن  دان ق  ب  ل  ی ری  اض  ی  ات ب  ا ک  ه م  ی آی  د ن  و م  ط  ال  ب ب  ه ب  ع  د ای  ن ج  ا از ن  م  ی ب  اش  د. م  ع  ن  ی

داری  م. ب  خ  ش ای  ن ادام  ه در را آن ن  دارد.
م  ش  ت  ق دارای 𝑧۰ = 𝑥۰ + 𝑖𝑦۰ ن  ق  ط  ه در 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض

اس  ت. م  وج  ود زی  ر ح  ده  ای ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. 𝑓′(𝑧۰)

𝑓′(𝑧۰) = lim
𝑧→۰

𝑓(𝑧۰ + Δ𝑧) − 𝑓(𝑧۰)
Δ𝑧

= lim
𝑥+𝑖𝑦→۰

𝑢(𝑥۰+𝑥,𝑦۰+𝑦)−𝑢(𝑥۰,𝑦۰)+𝑖[𝑣(𝑥۰+𝑥,𝑦۰+𝑦)−𝑣(𝑥۰,𝑦۰)]
𝑥+𝑖𝑦

= lim
(𝑥,𝑦)→(۰,۰)

𝑢(𝑥۰ + Δ𝑥, 𝑦۰ + Δ𝑦) − 𝑢(𝑥۰, 𝑦۰)
Δ𝑥 + 𝑖Δ𝑦

+ 𝑖 lim
(𝑥,𝑦)→(۰,۰)

𝑣(𝑥۰ + Δ𝑥, 𝑦۰ + Δ𝑦) − 𝑣(𝑥۰, 𝑦۰)
Δ𝑥 + 𝑖Δ𝑦
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م  وج  ودان  د: ح  ده  ا ای  ن چ  ون ای  ن ص  ورت Δ𝑥در → ۰ Δ𝑦و = ۰ ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝑓′(𝑧۰) = lim
𝑥→۰

𝑢(𝑥۰ + Δ𝑥, 𝑦۰) − 𝑢(𝑥۰, 𝑦۰)
Δ𝑥

+ 𝑖 lim
𝑥→۰

𝑣(𝑥۰ + Δ𝑥, 𝑦۰) − 𝑣(𝑥۰, 𝑦۰)
Δ𝑥

= 𝑢𝑥(𝑥۰, 𝑦۰) + 𝑖𝑣𝑥(𝑥۰, 𝑦۰)

ای  ن ص  ورت Δ𝑦در → ۰ Δ𝑥و = ۰ ب  گ  ی  ری  د دی  گ  ر ب  ار

𝑓′(𝑧۰) = lim
𝑦→۰

𝑢(𝑥۰, 𝑦۰ + Δ𝑦) − 𝑢(𝑥۰, 𝑦۰)
𝑖Δ𝑦

+ 𝑖 lim
𝑦→۰

𝑣(𝑥۰, 𝑦۰ + Δ𝑦) − 𝑣(𝑥۰, 𝑦۰)
𝑖Δ𝑦

= −𝑖𝑢𝑦(𝑥۰, 𝑦۰) + 𝑣𝑦(𝑥۰, 𝑦۰)

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر خ  اص  ی  ت پ  س اس  ت، ی  گ  ان  ه ح  د چ  ون

ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض ک  ش  ی-ری  م  ان). لازم (ش  رط ۴ . ۳ خ  اص  ی  ت
ای  ن ص  ورت در اس  ت. م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑧۰ = 𝑥۰ + 𝑖𝑦۰ ن  ق  ط  ه در 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)

و اس  ت م  وج  ود (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  ه در 𝑦 و 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑣 و 𝑢 اوّل م  رت  ب  ه پ  اره ای م  ش  ت  ق  ات ک  ل  ی  ه
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥(𝑥۰, 𝑦۰) = 𝑣𝑦(𝑥۰, 𝑦۰)

𝑢𝑦(𝑥۰, 𝑦۰) = −𝑣𝑥(𝑥۰, 𝑦۰)

ب  ه ع  لاوه
𝑓′(𝑧۰) = 𝑢𝑥(𝑥۰, 𝑦۰) + 𝑖𝑣𝑥(𝑥۰, 𝑦۰).

ش  رای  ط ی  ا و ک  ش  ی-ری  م  ان م  ع  ادلات ی  ا ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط ب  ه ف  وق ت  س  اوی دو ت  ذک  ر.
دارن  د. ش  ه  رت ک  ش  ی-ری  م  ان

م  وج  ود م  ش  ت  ق ن  ق  ط  ه آن در ن  ب  اش  د ب  رق  رار ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط ن  ق  ط  ه ای در اگ  ر ن  ک  ت  ه.
ن  ی  س  ت.
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−۴𝑦 ≠ −۳𝑥 ی  ا ۲𝑥 ≠ ۳𝑥 ک  ه ن  ق  اط  ی 𝑓(𝑧)در = 𝑥۲ − ۲𝑦۲+۳𝑖𝑥𝑦ت  اب  ع .۱۱ . ۳ م  ث  ال
ن  دارد. م  ش  ت  ق 𝑧 ≠ ۰ ن  ق  اط در ت  اب  ع ای  ن پ  س ن  دارد. م  ش  ت  ق ب  اش  د،

ای  ن ه  س  ت  ی  م. 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ت  اب  ع م  ش  ت  ق پ  ذی  ری ب  رای م  ح  ک  ی ب  ه دن  ب  ال م  ا
داری  م. زی  ر خ  اص  ی  ت در را م  ح  ک

ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض ک  ش  ی-ری  م  ان). ک  اف  ی (ش  رط ۵ . ۳ خ  اص  ی  ت
در و ش  ده ت  ع  ری  ف 𝑟ای > ۰ ب  رای |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑟دی  س  ک روی 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)
ن  ق  ط  ه در ب  ه ع  لاوه ب  اش  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه و م  وج  ود 𝑣𝑦 و 𝑣𝑥 ،𝑢𝑦 ،𝑢𝑥 ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات دی  س  ک ای  ن
ف  رم  ول از و م  وج  ود 𝑓′(𝑧۰) آن گ  اه ک  ن  د. ص  دق ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط در 𝑧۰ = 𝑥۰ + 𝑖𝑦۰

اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل 𝑓′(𝑧۰) = 𝑢𝑥(𝑥۰, 𝑦۰) + 𝑖𝑣𝑥(𝑥۰, 𝑦۰)

م  ش  ت  ق ف  رم  ول در آن  ه  ا دادن ق  رار و 𝑣 و 𝑢 ت  واب  ع ت  ی  ل  ر اوّل م  رت  ب  ه ب  س  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا ع  ل  ت.
اس  ت. دی  دن ق  اب  ل

ن  ق  اط ک  دام در 𝑓(𝑥) = 𝑒۳𝑥 cos ۲𝑦 + 𝑖𝑒۲𝑥 sin۳𝑦 ت  اب  ع ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن .۱۲ . ۳ م  ث  ال
آوری  د. ب  ه دس  ت ن  ی  ز را آن م  ش  ت  ق اس  ت. م  ش  ت  ق پ  ذی  ر

داری  م: ح  ل.

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒۳𝑥 cos ۲𝑦 , 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑒۲𝑥 sin۳𝑦

م  ی ش  ود: ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط ن  ت  ی  ج  ه در
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۳𝑒۳𝑥 cos ۲𝑦 = ۳𝑒۲𝑥 cos۳𝑦

−۲𝑒۳𝑥 sin ۲𝑦 = −۲𝑒۲𝑥 sin۳𝑦

داری  م. م  ش  ت  ق ب  اش  د ب  رق  رار زی  ر ت  س  اوی دو ک  ه ن  ق  اط  ی در پ  س

tan ۲𝑦 = tan۳𝑦 , 𝑒𝑥 cos ۲𝑦 = cos۳𝑦
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ب  رای ف  ق  ط چ  پ س  م  ت ت  س  اوی پ  س اس  ت ص  ع  ودی ت  ان  ژان  ت ت  اب  ع چ  ون
𝑥 = ۰ و زوج 𝑘ب  رای ف  ق  ط دوم ت  س  اوی ل  ی  ک  ن اس  ت. ب  رق  رار 𝑦 = 𝑘𝜋, 𝑘 = ۰, ±۱, ±۲,⋯
𝑧 = ۲𝑘𝜋𝑖, 𝑘 = ۰, ±۱, ±۲,⋯ از ع  ب  ارت  ن  د م  ش  ت  ق پ  ذی  ری ن  ق  اط پ  س ب  اش  د. ب  رق  رار م  ی ت  وان  د

م  ی ش  ود: ن  ق  اط ای  ن در م  ش  ت  ق و

𝑓′(𝑧) = (𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥)
𝑧=۲𝑘𝜋𝑖

= ۳𝑒۳𝑥 cos ۲𝑦 + ۲𝑖𝑒۲𝑥 sin۳𝑦

𝑧=۲𝑘𝜋𝑖

= ۳

ن  ق  اط ت  م  ام در 𝑓(𝑧) = sin 𝑥 cosh 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 sinh 𝑦 ده  ی  د ن  ش  ان .۱۳ . ۳ م  ث  ال
آوری  د. ب  ه دس  ت ن  ی  ز را آن م  ش  ت  ق و اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر

رواب  ط پ  س .𝑢(𝑥, 𝑦) = sin 𝑥 cosh 𝑦 و 𝑣(𝑥, 𝑦) = cos 𝑥 sinh 𝑦 داری  م ح  ل.
م  ی ش  ود: ک  ش  ی-ری  م  ان

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

cos 𝑥 cosh 𝑦 = cos 𝑥 cosh 𝑦

sin 𝑥 sinh 𝑦 = sin 𝑥 sinh 𝑦.

م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ه  م  ه ج  ا ت  اب  ع ای  ن پ  س اس  ت. ن  ق  اطℂب  رق  رار ت  م  ام در ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط پ  س
ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت.

𝑓′(𝑧) = cos 𝑥 cosh 𝑦 − 𝑖 sin 𝑥 sinh 𝑦.

ت  ش  خ  ی  ص ب  رای م  ی ش  ود. داده ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ی  ک م  واق  ع ب  ع  ض  ی
م  خ  ت  ص  ات در ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط ب  ه ن  ی  از م  خ  ت  ص  ات ای  ن در آن م  ح  اس  ب  ه و ت  اب  ع م  ش  ت  ق پ  ذی  ری

م  ی آی  د. زی  ر خ  اص  ی  ت در ک  ه اس  ت ق  ط  ب  ی

دی  س  ک روی 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑟, 𝜃) + 𝑖𝑣(𝑟, 𝜃)م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض .۶ . ۳ خ  اص  ی  ت
.𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 و 𝑧۰ = 𝑟۰𝑒𝑖𝜃۰ ≠ ۰ و ب  اش  د ش  ده ت  ع  ری  ف 𝜌 > ۰ ب  رای |𝑧 − 𝑧۰| < 𝜌
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اس  ت: ب  رق  رار زی  ر ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط آن گ  اه ب  اش  د م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑧۰ ن  ق  ط  ه در 𝑓 اگ  ر (۱
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑟۰𝑢𝑟(𝑟۰, 𝜃۰) = 𝑣𝜃(𝑟۰, 𝜃۰)

𝑟۰𝑣𝑟(𝑟۰, 𝜃۰) = −𝑢𝜃(𝑟۰, 𝜃۰)
ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط

.𝑓′(𝑧۰) = 𝑒−𝑖𝜃۰𝑢𝑟(𝑟۰, 𝜃۰) + 𝑖𝑣𝑟(𝑟۰, 𝜃۰)ه  م  چ  ن  ی  ن

و ب  اش  ن  د پ  ی  وس  ت  ه و م  وج  ود ف  وق دی  س  ک در 𝜃 و 𝑟 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑣 و 𝑢 اوّل م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات اگ  ر (۲
ف  وق م  ش  ت  ق ف  رم  ول از و م  وج  ود 𝑓′(𝑧۰) آن گ  اه ک  ن  ن  د، ص  دق ف  وق ت  س  اوی دو در 𝑧۰ ن  ق  ط  ه در

اس  ت. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل

ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط در و م  ح  اس  ب  ه 𝑣𝜃 و 𝑣𝑟 ،𝑢𝜃 ،𝑢𝑟 ح  س  ب ب  ر را 𝑣𝑦 و 𝑣𝑥 ،𝑢𝑦 ،𝑢𝑥 ع  ل  ت.
ف  رم  ول م  ی رس  ی  د. ف  وق ت  س  اوی دو ب  ه ک  ن  ی  د ح  ل 𝑣𝜃(𝑟۰, 𝜃۰) و 𝑢𝜃(𝑟۰, 𝜃۰)ب  رای و ده  ی  د ق  رار
ب  ه ص  ورت ن  م  ودن س  اده از ب  ع  د 𝑢𝜃 و 𝑣𝑟 ،𝑢𝜃 ،𝑢𝑟 ح  س  ب ب  ر 𝑣𝑥 ، 𝑢𝑥 دادن ق  رار از ن  ی  ز م  ش  ت  ق

م  ی گ  ردد. ح  اص  ل ف  وق

م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑓(𝑧) = 𝑟۱/۴𝑒𝑖𝜃/۴, 𝑟 > ۰, −𝜋 < 𝜃 < 𝜋 ت  اب  ع ده  ی  د ن  ش  ان .۱۴ . ۳ م  ث  ال
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ن  ی  ز را آن م  ش  ت  ق اس  ت.

پ  س ،𝑓(𝑧) = 𝑟
۱
۴ cos 𝜃۴ + 𝑖𝑟

۱
۴ sin 𝜃

۴ داری  م ح  ل.

𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝑟
۱
۴ cos 𝜃

۴
, 𝑣(𝑟, 𝜃) = 𝑟

۱
۴ sin 𝜃

۴
.

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑟 ⋅ ۱
۴𝑟
−۳
۴ cos 𝜃۴ =

۱
۴𝑟

۱
۴ cos 𝜃۴ ,

𝑟 ⋅ ۱
۴𝑟
−۳
۴ sin 𝜃

۴ =
۱
۴𝑟

۱
۴ sin 𝜃

۴ .

و اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر دام  ن  ه اش ن  ق  اط ت  م  ام در ت  اب  ع ای  ن پ  س

𝑓′(𝑧) = 𝑒−𝑖𝜃
۱
۴
𝑟−

۳
۴ cos 𝜃

۴
+ ۱
۴
𝑟−

۳
۴ sin 𝜃

۴

= 𝑒−𝑖𝜃 ۱
۴
𝑟−

۳
۴ 𝑒𝑖

𝜃
۴ = ۱

۴
𝑟−

۳
۴ 𝑒−

۳𝑖𝜃
۴ .
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م  ی ب  اش  د. 𝑓′(𝑧) = ۱
۴√𝑧۳

و 𝑓(𝑧) = ۴√𝑧ف  وق م  ث  ال در ک  ن  ی  د ت  وج  ه ت  ذک  ر.

𝑅ای > ۰ آن گ  اه ب  اش  د 𝑧۰ ∈ 𝐷 اگ  ر گ  وی  ی  م ب  از را ص  ف  ح  ه ن  ق  اط𝐷از م  ج  م  وع  ه .۱ . ۳ ت  ع  ری  ف
𝐷ب  اش  د. در ن  ی  ز |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑅 ب  ا 𝑧 ه  م  ان  ن  د ن  ق  اط ت  م  ام ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  وج  ود

از ب  از م  ج  م  وع  ه ی  ک 𝑓(𝑧) دام  ن  ه اگ  ر اس  ت ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع  ی 𝑓(𝑧) ت  اب  ع م  ی گ  وی  ی  م ت  ح  ل  ی  ل  ی: ت  اب  ع
ب  اش  د. م  ش  ت  ق پ  ذی  ر دام  ن  ه اش از ن  ق  ط  ه ه  ر در 𝑓(𝑧) و ب  اش  د ص  ف  ح  ه ن  ق  اط

ه  س  ت  ن  د. ب  از دام  ن  ه دارای ک  ت  اب ای  ن در ت  واب  ع ک  ل  ی  ه (۱ ت  ذک  ر.

اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ب  رای اس  ت م  وج  ود م  ش  ت  ق ب  رای ک  ه خ  واص  ی ک  ل  ی  ه (۲

ب  ل  ک  ه اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ب  ی ن  ه  ای  ت ب  ار ت  ن  ه  ا ن  ه ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ه  ر ک  ه دی  د خ  واه  ی  م ۴ ف  ص  ل در (۳
ت  ح  ل  ی  ل  ی، ت  اب  ع ه  ر م  وه  وم  ی و ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت ن  ت  ی  ج  ه در م  ی ب  اش  د. ن  ی  ز ت  ی  ل  ر ب  س  ط دارای

دارن  د. 𝑦 و 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  رت  ب  ه ای ه  ر از پ  اره ای م  ش  ت  ق  ات

گ  وی  ن  د. ت  ام ت  اب  ع ℂرا دام  ن  ه ب  ا ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ت  ام: ت  اب  ع

ن  ی  س  ت. ت  ام م  ن  ط  ق ت  اب  ع ل  ی  ک  ن اس  ت. ت  ام چ  ن  دج  م  ل  ه ای ت  اب  ع ه  ر .۱۵ . ۳ م  ث  ال
ن  ی  س  ت. ت  ام 𝑓(𝑧) = 𝑧۲+𝑖𝑧−۱

𝑧۲+۱ ل  ی  ک  ن ت  ام، 𝑝(𝑧) = 𝑧۵ − 𝑖𝑧۲ + ۲

ارت  ب  اط ای  ن اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع و ه  م  س  از ت  اب  ع ب  ی  ن ارت  ب  اط ب  خ  ش ای  ن در ن  ه  ائ  ی م  ط  ال  ب
در م  ی س  ازد. م  ق  دور ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا را پ  اره ای م  ع  ادلات از ب  ع  ض  ی م  س  ائ  ل ح  ل

داری  م. را ه  م  س  از ت  اب  ع ت  ع  ری  ف اب  ت  دا

اگ  ر گ  وی  ی  م ه  ارم  ون  ی  ک ی  ا ه  م  س  از 𝐷را ب  از دام  ن  ه ب  ا ℎ(𝑥, 𝑦)ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع .۲ . ۳ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه و م  وج  ود آن دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ک  ل  ی  ه (۱

ب  اش  د. لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ج  واب ی  ک ℎی  ع  ن  ی ب  اش  د. ب  رق  رار ℎ𝑥𝑥 + ℎ𝑦𝑦 = ۰ روی𝐷ت  س  اوی (۲

پ  ی  وس  ت  ه ان  د. دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑣 و 𝑢 ک  ه اس  ت ای  ن ب  ر ف  رض زی  ر خ  اص  ی  ت در
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ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ه  ر م  وه  وم  ی ق  س  م  ت و ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت (۱ .۷ . ۳ خ  اص  ی  ت
اس  ت.

اس  ت. ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک و ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  رک  ی  ب (۲

زی  ر ب  ه ص  ورت را ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط ب  اش  د. ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣 ک  ن  ی  د ف  رض (۱ ع  ل  ت.
داری  م:

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 , 𝑢𝑦 = −𝑣𝑥.

م  ش  ت  ق 𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت راس  ت س  م  ت م  ع  ادل  ه ط  رف  ی  ن از و 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت چ  پ س  م  ت م  ع  ادل  ه ط  رف  ی  ن از
م  ی آی  د ب  ه دس  ت م  ش  اب  ه  اً .𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = ۰ آوری  د ب  ه دس  ت ت  ا ک  ن  ی  د ج  م  ع ه  م ب  ا و ب  گ  ی  ری  د

.𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑦𝑦 = ۰

ن  ش  ان اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) و ه  م  س  از ℎ(𝑢, 𝑣) ک  ن  ی  د ف  رض (۲
𝐻𝑦𝑦را 𝐻𝑥𝑥و ای  ن ک  ار ب  رای اس  ت. ,𝐻(𝑥ه  م  س  از 𝑦) = ℎ(𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) م  ی ده  ی  م

م  ی ک  ن  ی  م. ج  م  ع ه  م ب  ا و م  ح  اس  ب  ه

𝐻𝑥 = ℎ𝑢𝑢𝑥 + ℎ𝑣𝑣𝑥
𝐻𝑥𝑥 = ℎ𝑢𝑢𝑢۲𝑥 + ℎ𝑢𝑣𝑣𝑥𝑢𝑥 + ℎ𝑢𝑢𝑥𝑥 + ℎ𝑢𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + ℎ𝑣𝑣𝑣۲𝑥 + ℎ𝑣𝑣𝑥𝑥

پ  س
𝐻𝑥𝑥 = ℎ𝑢𝑢𝑢۲𝑥 + ۲ℎ𝑢𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + ℎ𝑣𝑣𝑣۲𝑥 + ℎ𝑢𝑢𝑥𝑥 + ℎ𝑣𝑣𝑥𝑥.

م  ش  اب  ه  اً

𝐻𝑦𝑦 = ℎ𝑢𝑢𝑢۲𝑦 + ۲ℎ𝑢𝑣𝑣𝑦𝑢𝑦 + ℎ𝑣𝑣𝑣۲𝑦 + ℎ𝑢𝑢𝑦𝑦 + ℎ𝑣𝑣𝑦𝑦.

𝑢𝑦 = −𝑣𝑥 و 𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط از اس  ت  ف  اده و ت  س  اوی دو ای  ن ک  ردن ج  م  ع ب  ا
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت

𝐻𝑥𝑥 + 𝐻𝑦𝑦 = ℎ𝑢𝑢(𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦) + ℎ𝑣𝑣(𝑢۲𝑦 + 𝑢۲𝑥)

+ ℎ𝑢(𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦) + ℎ𝑣(𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑦𝑦).
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پ  س .𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑦𝑦 = ۰ و 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = ۰ پ  س اس  ت ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑢 + 𝑖𝑣 چ  ون

𝐻𝑥𝑥 + 𝐻𝑦𝑦 = ℎ𝑢𝑢(𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦) + ℎ𝑣𝑣(𝑢۲𝑦 + 𝑢۲𝑥)

= (𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦)(ℎ𝑢𝑢 + ℎ𝑣𝑣) = ۰.

اس  ت. ارت  ب  اط ای  ن در زی  ر م  ف  اه  ی  م س  اخ  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک م  ی ت  وان ه  م  س  از ت  اب  ع ه  ر از

اگ  ر گ  وی  ی  م 𝑢 ه  م  س  از م  زدوج را 𝑣 ت  اب  ع اس  ت. ه  م  س  از ت  اب  ع  ی 𝑢 ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  س  از: م  زدوج
ب  اش  د. ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣

ب  ا آن م  ح  اس  ب  ه ل  ی  ک  ن اس  ت ه  م  س  از م  زدوج دارای ه  م  س  از ت  اب  ع ه  ر داد ن  ش  ان م  ی ت  وان
اس  ت. م  ق  دور ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط از اس  ت  ف  اده

𝑢(𝑥, 𝑦) = cos 𝑥 cosh 𝑦 + 𝑥۲ − 𝑦۲ + 𝑥 ه  م  س  از ت  اب  ع ه  م  س  از م  زدوج .۱۶ . ۳ م  ث  ال
آوری  د. ب  ه دس  ت را

پ  س اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣ای  ن ص  ورت در ب  اش  د ه  ارم  ون  ی  ک م  زدوج 𝑣 اگ  ر ح  ل.
داری  م: پ  س .𝑢𝑦 = −𝑣𝑥 و 𝑢𝑥 = 𝑣𝑦

𝑣𝑥 = − cos 𝑥 sinh 𝑦 + ۲𝑦

𝑣𝑦 = − sin 𝑥 cosh 𝑦 + ۲𝑥 + ۱

ب  گ  ی  ری  د. ان  ت  گ  رال 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت اول  ی ت  س  اوی ط  رف  ی  ن از ح  ال

𝑣(𝑥, 𝑦) = − sin 𝑥 sinh 𝑦 + ۲𝑥𝑦 + ℎ(𝑦)

آی  د. ب  ه دس  ت ℎ ت  ا ده  ی  د ق  رار دوم ت  س  اوی در را آن

𝑣𝑦 = − sin 𝑥 cosh 𝑦 + ۲𝑥 + ℎ′(𝑦) = − sin 𝑥 cosh 𝑦 + ۲𝑥 + ۱

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب .ℎ(𝑦) = 𝑦 + 𝑎 ی  ا ℎ′(𝑦) = ۱ پ  س

𝑣(𝑥, 𝑦) = − sin 𝑥 sinh 𝑦 + ۲𝑥𝑦 + 𝑦 + 𝑎,

اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی ث  اب  ت ی  ک 𝑎 آن در ک  ه
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۲ . ۳ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ت  واب  ع از ی  ک ه  ر م  اگ  زی  م  ال ت  ح  ل  ی  ل  ی دام  ن  ه . ۱

𝑓(𝑧) = 𝑧۲−۹
𝑧۲−۳𝑧−۲ آ)

𝑓(𝑧) = (𝑧 + ۱
𝑧۲ )

۳ ب)

𝑓(𝑧) = 𝑧۲+𝑖
𝑧۲−۲ ج)

𝑓(𝑧) = 𝑧۵+𝑖𝑧
𝑧۳+۱ د)

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع م  ش  ت  ق . ۲

𝑓(𝑧) = 𝑥۳ − ۳𝑥𝑦۲ + 𝑥
𝑥۲ + 𝑦۲ + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)

ن  ق  اط ک  دام در 𝑓(𝑧) = sin ۲𝑥 cosh۳𝑦 + 𝑖 cos۳𝑥 sinh ۲𝑦 ت  اب  ع ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن . ۳
ب  ی  اب  ی  د. ن  ی  ز را آن م  ش  ت  ق اس  ت. م  ش  ت  ق پ  ذی  ر

در و م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱ دای  ره روی ت  ا آوری  د ب  ه دس  ت ℂط  وری دام  ن  ه ب  ا را 𝑓 ت  اب  ع . ۴
ن  ب  اش  د. م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ن  ق  اط س  ای  ر

در و م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑦 = √۴ − 𝑥۲ ن  ی  م دای  ره روی ت  ا ب  ی  اب  ی  د ℂط  وری دام  ن  ه ب  ا را 𝑓 ت  اب  ع . ۵
ن  ب  اش  د. م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ن  ق  اط س  ای  ر

ن  ی  ز را آن م  ش  ت  ق اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑓(𝑧) = 𝑟۱/𝑛𝑒𝑖𝜃/𝑛, 𝑟 > ۰, ۰ < 𝜃 < 𝜋 ده  ی  د ن  ش  ان . ۶
آوری  د. ب  ه دس  ت

ب  ی  اب  ی  د. ن  ی  ز را آن ه  م  س  از م  زدوج اس  ت. ه  م  س  از زی  ر ت  اب  ع آی  ا . ۷

𝑢(𝑥, 𝑦) = sinh 𝑥 cos 𝑦 + ۳𝑥۲𝑦 − 𝑦۳ − ۲
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آوری  د. ب  ه دس  ت ن  ی  ز را آن ه  م  س  از م  زدوج اس  ت. ه  م  س  از زی  ر ت  اب  ع ده  ی  د ن  ش  ان . ۸

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥۳ − ۳𝑥𝑦۲ + 𝑒۲𝑥 cos ۲𝑦 + ۲𝑥𝑦 − 𝑦

ب  ه دس  ت ن  ی  ز را آن ه  م  س  از م  زدوج ب  اش  د. ه  م  س  از زی  ر ت  اب  ع ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را 𝑏 و 𝑎 . ۹
آوری  د.

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑦

آوری  د. ب  ه دس  ت ن  ی  ز را آن ه  م  س  از م  زدوج اس  ت. ه  م  س  از زی  ر ت  اب  ع ده  ی  د ن  ش  ان . ۱۰

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥۲−𝑦۲ sin ۲𝑥𝑦

م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع ۳ . ۳

ح  ق  ی  ق  ی م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع ه  م  ان  ن  د م  ی پ  ردازی  م. م  خ  ت  ل  ط م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع م  ع  رف  ی ب  ه ب  خ  ش ای  ن در
ت  واب  ع م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده آن  ه  ا ک  ارب  رد و م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع م  ف  اه  ی  م ب  ی  ان ب  رای ت  واب  ع ای  ن از
س  ای  ر ک  س  ی  ن  وس. و س  ی  ن  وس ن  م  ای  ی، ت  اب  ع چ  ن  دج  م  ل  ه ای، از ع  ب  ارت  ن  د اس  اس  ی ح  ق  ی  ق  ی م  ق  دم  ات  ی
س  ای  ر م  ی گ  ردد. ب  ی  ان آن  ه  ا م  ع  ک  وس ت  اب  ع ب  ه ص  ورت ی  ا اص  ل  ی ع  م  ل چ  ه  ار ب  ا م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع
و م  ی ش  ون  د ظ  اه  ر ط  ب  ی  ع  ی ب  ه ص  ورت ت  واب  ع ای  ن م  ق  دم  ات  ی ان  د. ت  واب  ع از ت  رک  ی  ب  ی ب  ه ص  ورت ت  واب  ع

م  ی ک  ن  ن  د. ب  ی  ان را ف  ی  زی  ک  ی پ  دی  ده ه  ای ک  ه ه  س  ت  ن  د دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ج  واب ه  ای اص  ل در
ن  م  ای  ی، ت  اب  ع ی  ع  ن  ی دی  گ  ر اس  اس  ی ت  اب  ع س  ه ک  ردی  م. ت  ع  ری  ف ق  ب  لاً را چ  ن  دج  م  ل  ه ای ت  اب  ع
داش  ت  ه را زی  ر اس  اس  ی خ  ص  ل  ت دو ت  ا ش  ون  د ت  ع  ری  ف ط  وری م  ی ب  ای  س  ت  ی ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس
ت  ام ای  ن ک  ه دی  گ  ر و ب  اش  ن  د خ  ودش  ان ه  م ن  ام ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ه  ای از ت  ع  م  ی  م  ی ای  ن ک  ه ی  ک  ی ب  اش  ن  د.

ب  اش  ن  د. ت  ح  ل  ی  ل  ی ℂو دام  ن  ه ب  ا ی  ع  ن  ی ب  اش  ن  د
م  ی ش  ون  د. ب  ی  ان ق  اب  ل ن  ی  ز دی  گ  ر ت  اب  ع دو ن  م  ائ  ی ت  اب  ع ت  ع  ری  ف ب  ا دی  د خ  واه  ی  م

ب  ا م  س  ئ  ل  ه ی  گ  ان  ه ج  واب ،𝑦 = 𝑒𝑥 ح  ق  ی  ق  ی، ن  م  ائ  ی ت  اب  ع ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  م  ائ  ی: ت  اب  ع ال  ف)
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اول  ی  ه ⎨⎪⎪⎪⎧ش  رط
⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑦

𝑦(۰) = ۱

ذک  ر خ  اص  ی  ت دو م  ی ده  ی  م ن  ش  ان ،𝑤 = 𝑒𝑧 ب  ا، ک  ه م  خ  ت  ل  ط ن  م  ائ  ی ت  اب  ع ای  ن ک  ه ب  رای اس  ت.
م  ی ک  ن  ی  م. ج  س  ت  ج  و زی  ر م  خ  ت  ل  ط اول  ی  ه ش  رط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ج  واب در را آن ب  اش  د داش  ت  ه را ف  وق ش  ده

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑤
𝑑𝑧 = 𝑤

𝑤(𝑥) = 𝑒𝑥

و 𝑥 و 𝑣 و 𝑢ح  س  ب ب  ر م  س  ئ  ل  ه ای  ن 𝑤اس  ت. = 𝑢 + 𝑖𝑣 و 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦ق  ب  ل م  ان  ن  د آن در ک  ه
م  ی آی  د. در زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑦

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥 = 𝑢 + 𝑖𝑣

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥, 𝑣(𝑥, ۰) = ۰

رواب  ط ه  م  ان آن م  ع  ادل  ه دو ک  ه م  ی رس  ی  م 𝑣 و 𝑢ت  ع  ی  ی  ن ب  رای زی  ر م  ع  ادل  ه چ  ه  ار ب  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب
ب  اش  ن  د. ب  رق  رار 𝑤م  ی ب  ای  س  ت  ی ب  ودن ت  ح  ل  ی  ل  ی ب  رای ک  ه ه  س  ت  ن  د ک  ش  ی-ری  م  ان

𝑢𝑥 = 𝑢, 𝑣𝑥 = 𝑣, 𝑢𝑥 = 𝑣𝑦, 𝑢𝑦 = −𝑣𝑥

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را آن  ه  ا ع  م  وم  ی ج  واب چ  پ س  م  ت م  ع  ادل  ه دو ح  ل از

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐶۱(𝑦)𝑒𝑥 , 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐶۲(𝑦)𝑒𝑥

ن  ت  ی  ج  ه در م  ی ده  ی  م. ق  رار م  ع  ادل  ه دو آن در را ج  واب ه  ا ای  ن دی  گ  ر م  ع  ادل  ه دو ب  رق  راری ب  رای

𝐶′۱(𝑦) = −𝐶۲(𝑦) , 𝐶۱(𝑦) = 𝐶′۲(𝑦).

ی  ا 𝐶″۲ (𝑦) + 𝐶۲(𝑦) = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝐶۲(𝑦) ب  رای ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب
ط  رف از .𝐶۱(𝑦) = 𝐵 cos 𝑦 − 𝐴 sin 𝑦 ه  م  چ  ن  ی  ن .𝐶۲(𝑦) = 𝐴 cos 𝑦 + 𝐵 sin 𝑦
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و 𝐶۱(۰) = ۱ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑣(𝑥, ۰) = ۰ و 𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒𝑥 اول  ی  ه ش  رای  ط از دی  گ  ر
ف  وق ع  م  وم  ی ج  واب دو روی ش  رای  ط ای  ن اع  م  ال ب  ا .𝐶۲(۰) = ۰

𝐶۲(۰) = 𝐴 = ۰ , 𝐶۱(۰) = 𝐵 = ۱.

.𝑤 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖𝑒𝑥 sin 𝑦 𝐶۲(𝑦)و = sin 𝑦 𝐶۱(𝑦)و = cos 𝑦پ  س

ن  ش  ان 𝑒𝑧 ب  ا و گ  وی  ی  م م  خ  ت  ل  ط ن  م  ائ  ی ت  اب  ع را 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖𝑒𝑥 sin 𝑦 ت  اب  ع م  خ  ت  ل  ط: ن  م  ائ  ی ت  اب  ع
پ  س م  ی ده  ی  م.

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦).

زی  ر در را ن  م  ائ  ی ت  اب  ع خ  واص ن  م  ائ  ی. ت  اب  ع م  ی گ  وی  ی  م م  خ  ت  ص  راً ت  اب  ع ای  ن ب  ی  ان ب  رای پ  س ای  ن از
داری  م.

. 𝑑𝑑𝑧𝑒
𝑧 = 𝑒𝑧 و اس  ت ت  ام ت  اب  ع ای  ن (۱

.arg 𝑒𝑧 = 𝑦 و |𝑒𝑧| = 𝑒𝑥 داری  م: (۲

دارد ت  ط  ب  ی  ق ت  ع  ری  ف ای  ن ب  ا 𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃ی  ع  ن  ی م  وه  وم  ی ن  م  ای ت  اب  ع ت  ع  ری  ف (۳
.𝑒𝑖𝑦 = cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦 چ  ون

ی  ع  ن  ی: دارد. را ح  ق  ی  ق  ی ن  م  ای ت  اب  ع ج  ب  ری خ  واص ن  م  ائ  ی ت  اب  ع (۴

𝑒𝑧۱ ⋅ 𝑒𝑧۲ = 𝑒𝑧۱+𝑧۲ , 𝑒−𝑧 = ۱
𝑒𝑧 .

چ  ون

𝑒𝑧۱ ⋅ 𝑒𝑧۲ = 𝑒𝑥۱+𝑖𝑦۱ ⋅ 𝑒𝑥۲+𝑖𝑦۲ = 𝑒𝑥۱ ⋅ 𝑒𝑖𝑦۱ ⋅ 𝑒𝑥۲ ⋅ 𝑒𝑖𝑦۲ = 𝑒𝑥۱ ⋅ 𝑒𝑥۲ ⋅ 𝑒𝑖𝑦۱ ⋅ 𝑒𝑖𝑦۲

= 𝑒𝑥۱+𝑥۲ ⋅ 𝑒𝑖(𝑦۱+𝑦۲) = 𝑒𝑧۱+𝑧۲

و

𝑒−𝑧 = 𝑒−𝑥−𝑖𝑦 = 𝑒−𝑥 ⋅ 𝑒−𝑖𝑦 = ۱
𝑒𝑥 ⋅

۱
𝑒𝑖𝑦

= ۱
𝑒𝑥 ⋅ 𝑒𝑖𝑦

= ۱
𝑒𝑥+𝑖𝑦

= ۱
𝑒𝑧 .
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و ح  ق  ی  ق  ی ن  م  ائ  ی ت  اب  ع 𝑒𝑥۱+𝑥۲ = 𝑒𝑥۱ ⋅ 𝑒𝑥۲ خ  واص از ای  ن ج  ا در ک  ه
گ  ردی  ده اس  ت  ف  اده ب  ود ش  ده داده ن  ش  ان دوم  وآور ف  رم  ول از ب  ع  د ک  ه 𝑒𝑖(𝜃۱+𝜃۲) = 𝑒𝑖𝜃۱ ⋅ 𝑒𝑖𝜃۲

اس  ت.

چ  ون اس  ت. ۲𝜋𝑖ت  ن  اوب دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی ن  م  ائ  ی ت  اب  ع ای  ن (۵

𝑒𝑧+۲𝜋𝑖 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦+۲𝜋𝑖 = 𝑒𝑥+𝑖(𝑦+۲𝜋) = 𝑒𝑥 cos(𝑦 + ۲𝜋) + 𝑖 sin(𝑦 + ۲𝜋)

= 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) = 𝑒𝑧.

𝑒𝑖𝑥 = cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥 و 𝑒−𝑖𝑥 = cos 𝑥 − 𝑖 sin 𝑥ف  رم  ول ه  ای از م  ث  ل  ث  ات  ی: ت  واب  ع ب)
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت

cos 𝑥 = 𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥
۲

, sin 𝑥 = 𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥
۲𝑖

ح  ق  ی  ق  ی ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس ت  واب  ع ب  ا م  خ  ت  ل  ط ک  س  ی  ن  وس  ی و س  ی  ن  وس  ی ت  واب  ع ای  ن ک  ه ب  رای
زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق ف  رم  ول ه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا را آن  ه  ا ب  اش  د ن  ی  ز ت  ام و ب  اش  د داش  ت  ه س  ازگ  اری

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف

cos 𝑧 = 𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧
۲

, sin 𝑧 = 𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧
۲𝑖 .

م  ی ش  ون  د. ت  ع  ری  ف ح  ق  ی  ق  ی م  ش  اب  ه م  ث  ل  ث  ات  ی ت  واب  ع س  ای  ر (۱ ت  ذک  ر.

اس  ت. ب  رق  رار م  خ  ت  ل  ط م  ث  ل  ث  ات  ی ت  واب  ع ب  رای ح  ق  ی  ق  ی م  ث  ل  ث  ات  ی ت  واب  ع ف  رم  ول ه  ای ک  ل  ی  ه (۲

اس  ت. ب  رق  رار ه  م م  خ  ت  ل  ط ب  رای ح  ق  ی  ق  ی م  ث  ل  ث  ات  ی ات  ح  اده  ای ک  ل  ی  ه (۳

را ح  ق  ی  ق  ی ی  ا م  خ  ت  ل  ط م  ق  دار ه  ر cos 𝑧 و sin 𝑧ل  ی  ک  ن sin۲ 𝑧 + cos۲ 𝑧 = ۱ ای  ن ک  ه ب  ا (۴
اس  ت. ج  واب دارای sin 𝑧 = ۵۰ م  ع  ادل  ه م  ث  لاً م  ی گ  ی  رن  د. ب  ه خ  ود
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م  ف  ی  د ان  د. م  ح  اس  ب  ات در زی  ر ف  رم  ول ه  ای (۵

cos 𝑖𝑦 = cosh 𝑦

sin 𝑖𝑦 = 𝑖 sinh 𝑦

sin 𝑧 = sin 𝑥 cosh 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 sinh 𝑦

cos 𝑧 = cos 𝑥 cosh 𝑦 − 𝑖 sin 𝑥 sinh 𝑦.

ک  ن  ی  د. ح  ل را sin 𝑧 = ۵۰ م  ع  ادل  ه .۱۷ . ۳ م  ث  ال
م  ی ک  ن  ی  م. ح  ل را زی  ر م  ع  ادل  ه دو دس  ت  گ  اه ای  ن ک  ار ب  رای ح  ل.
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

sin 𝑥 cosh 𝑦 = ۵۰

cos 𝑥 sinh 𝑦 = ۰

ج  واب دارای sinh 𝑦 = ۰ .sinh 𝑦 = ۰ ی  ا cos 𝑥 = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت دوم م  ع  ادل  ه از
ج  واب ک  ه م  ی رس  ی  م sin 𝑥 = ۵۰ ب  ه اوّل م  ع  ادل  ه در ج  اگ  ذاری ب  ا ک  ه اس  ت 𝑦 = ۰
م  ی آوری  م، ب  ه دس  ت اوّل م  ع  ادل  ه از 𝑥ای  ن ب  رای .𝑥 = 𝑘𝜋 + 𝜋

۲ ی  ا cos 𝑥 = ۰ پ  س ن  دارد.
پ  س: اس  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل م  ث  ب  ت ع  لام  ت ف  ق  ط ک  ه (−۱)𝑘 cosh 𝑦 = ۵۰

𝑧 = (۲𝑘𝜋 + 𝜋
۲
) + 𝑖 cosh−۱ ۵۰.

ب  ه ت  وج  ه ب  ا آن  ه  ا ب  ودن ت  ام و م  خ  ت  ل  ط ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع ت  ط  ب  ی  ق ب  رای ه  ذل  ول  وی: ت  واب  ع ج)
ح  ق  ی  ق  ی ف  رم  ول ه  ای

cosh 𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
۲

, sinh 𝑥 = 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥
۲

م  ی گ  ی  ری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را ه  ذل  ول  وی ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس

cosh 𝑧 = 𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧
۲

, sinh 𝑧 = 𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧
۲

.
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م  ی ش  ون  د. ت  ع  ری  ف ح  ق  ی  ق  ی ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع م  ش  اب  ه ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع س  ای  ر (۱ ت  ذک  ر.

اس  ت. ب  رق  رار م  خ  ت  ل  ط ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع ب  رای ح  ق  ی  ق  ی ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع ف  رم  ول ه  ای ک  ل  ی  ه (۲

اس  ت. ب  رق  رار ه  م م  خ  ت  ل  ط ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع ب  رای ح  ق  ی  ق  ی ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع ات  ح  اده  ای ک  ل  ی  ه (۳

م  ف  ی  د ان  د. م  ح  اس  ب  ات در زی  ر ف  رم  ول ه  ای (۴

cosh 𝑧 = cos 𝑖𝑧 , sinh 𝑖𝑧 = 𝑖 sin 𝑧

cos 𝑧 = cosh 𝑖𝑧 , sin 𝑧 = −𝑖 sinh 𝑖𝑧.

ب  اش  د. زی  ر خ  اص  ی  ت س  ه دارای ت  ا ش  ود ت  ع  ری  ف ط  وری م  ی ب  ای  س  ت  ی ت  اب  ع ای  ن ل  گ  اری  ت  م: ت  اب  ع د)

ب  اش  د. ن  م  ائ  ی ت  اب  ع م  ع  ک  وس . ۱

ℂب  اش  د. ℝ>۰ب  ه از ln 𝑥ی  ع  ن  ی ح  ق  ی  ق  ی ن  پ  ری ل  گ  اری  ت  م ت  ع  م  ی  م . ۲

ب  اش  د. ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع  ی . ۳
م  ی گ  ی  ری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را آن ل  گ  اری  ت  م ،𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ب  رای ن  ک  ات ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا

log 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃.

م  ق  دار ب  ی  ن  ه  ای  ت 𝑧 ه  ر ب  رای پ  س اس  ت 𝜃ب  رای م  ق  دار ب  ی  ن  ه  ای  ت 𝑧م  خ  ت  ل  ط ع  دد ه  ر ب  رای چ  ون
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت log 𝑧ب  رای

داری  م: 𝑧 = ۱ + 𝑖ب  رای .۱۸ . ۳ م  ث  ال

log(۱ + 𝑖) = ۱
۲
ln ۲ + 𝑖(𝜋

۴
+ ۲𝑘𝜋), 𝑘 = ۰, ±۱, ±۲,⋯ .

𝑧 ه  ر ب  رای ت  ا ده  ی  م روی𝜃ق  رار م  ح  دودی  ت  ی م  ی ب  ای  س  ت  ی ب  اش  ی  م داش  ت  ه ت  اب  ع ای  ن ک  ه ب  رای
ش  ود. م  ق  داری ت  ک log 𝑧 و ب  اش  ی  م ی  ک𝜃داش  ت  ه ف  ق  ط

گ  وی  ن  د. ل  گ  اری  ت  م 𝛼 ام ش  اخ  ه را زی  ر ت  اب  ع 𝛼ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ه  ر ب  رای ل  گ  اری  ت  م: 𝛼ام ش  اخ  ه

log𝛼 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃 𝛼 ≤ 𝜃 < 𝛼 + ۲𝜋.
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ک  ن  ی  م. ح  ذف آن دام  ن  ه از را 𝜃 = 𝛼 ش  ع  اع م  ی ب  ای  س  ت  ی ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ای  ن ای  ن ک  ه ب  رای
ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

log𝛼 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃 𝛼 < 𝜃 < 𝛼 + ۲𝜋.

چ  ون م  ی ب  اش  د. ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع  ی ک  ه اس  ت ل  گ  اری  ت  م ت  اب  ع 𝛼ام ش  اخ  ه

𝑢(𝑟, 𝜃) = ln 𝑟 , 𝑣(𝑟, 𝜃) = 𝜃.

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر ب  ه ص  ورت ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در ک  ش  ی-ری  م  ان ش  رای  ط پ  س

𝑟𝑢𝑟 = 𝑟 ⋅
۱
𝑟 = ۱ = 𝑣𝜃 , 𝑟𝑣𝑟 = ۰ = −𝑢𝜃.

ه  م  چ  ن  ی  ن
𝑑
𝑑𝑧 log𝛼 𝑧 = 𝑒

−𝑖𝜃(𝑢𝑟 + 𝑖𝑣𝑟) = 𝑒−𝑖𝜃
۱
𝑟 =

۱
𝑧 .

اس  ت. ب  از م  ج  م  وع  ه ای ℂک  ه ⧵ {𝑧 ∶ arg 𝑧 = 𝛼} ∪ {۰} ت  اب  ع ای  ن دام  ن  ه
را 𝑧 = ۰ ن  ق  ط  ه و ش  اخ  ه ب  رش را 𝜃 = 𝛼 ش  ع  اع اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک ت  اب  ع ای  ن پ  س

گ  وی  ن  د. ش  اخ  ه ن  ق  ط  ه

ب  ا و گ  وی  ن  د ل  گ  اری  ت  م اص  ل  ی ش  اخ  ه را ل  گ  اری  ت  م ت  اب  ع 𝛼 = −𝜋 ش  اخ  ه ل  گ  اری  ت  م: اص  ل  ی ش  اخ  ه
ی  ع  ن  ی م  ی ده  ن  د. Logن  ش  ان 𝑧

Log 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃 − 𝜋 < 𝜃 < 𝜋.

م  ی پ  ردازی  م. م  ط  ل  وب س  ه گ  ان  ه خ  واص ب  ررس  ی ب  ه اک  ن  ون

اس  ت. ن  م  ائ  ی ت  اب  ع م  ع  ک  وس . ۱

log𝛼 𝑒
𝑧 = log𝛼 𝑒

𝑥 ⋅ 𝑒𝑖𝑦 = ln 𝑒𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑧

𝑒𝛼 𝑧 = 𝑒 𝑟+𝑖𝜃 = 𝑒 𝑟 ⋅ 𝑒𝑖𝜃 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑧.

اس  ت. ب  رق  رار ن  م  ائ  ی ت  اب  ع ب  ودن م  ع  ک  وس ت  اب  ع ش  رط پ  س
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.𝑥 = 𝑥𝑒۰𝑖 داری  م −𝜋 < 𝛼 < 𝜋 و 𝑥 > ۰ ب  رای اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی ن  پ  ری ل  گ  اری  ت  م ت  ع  م  ی  م . ۲
پ  س

log𝛼 𝑥 = ln 𝑥.

اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز خ  اص  ی  ت ای  ن ش  اخ  ه ه  ا ای  ن ب  رای پ  س

اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی log𝛼 𝑧ق  ب  ل  ی م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا . ۳

ی  ع  ن  ی ن  دارن  د. را ln 𝑥 ج  ب  ری خ  واص Log 𝑧 ح  ت  ی ی  ا log𝛼 𝑧 ت  اب  ع ن  ک  ت  ه.
از ب  ع  ض  ی ب  رای اس  ت م  م  ک  ن Log ۱

𝑧 = −Log 𝑧 ی  ا Log 𝑧۱𝑧۲ = Log 𝑧۱ + Log 𝑧۲
م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان ن  ب  اش  د. ب  رق  رار دام  ن  ه ن  ق  اط

Log 𝑖 = 𝜋
۲
𝑖 , Log (−۱ + 𝑖) = ۱

۲
ln ۲ + 𝑖۳𝜋

۴

ل  ی  ک  ن
Log 𝑖(−۱ + 𝑖) = Log (−۱ − 𝑖) = ۱

۲
ln ۲ − ۳𝜋

۴
𝑖

پ  س
Log 𝑖(−۱ + 𝑖) ≠ Log 𝑖 + Log (−۱ + 𝑖).

ن  ی  س  ت. آن از اس  ت  ف  اده ب  ه ن  ی  از چ  ون ن  ی  س  ت م  ه  م چ  ن  دان م  ط  ل  ب ای  ن ن  ک  ت  ه.

𝑛ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ب  رای گ  ردی  د. ب  ی  ان زی  ر ت  ک  ام  ل  ی ب  ه ص  ورت ری  اض  ی در ت  وان م  ف  ه  وم

𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎
ب  ار 𝑛

= 𝑎𝑛.

𝑚م  ن  ف  ی ص  ح  ی  ح اع  داد ب  رای
𝑎𝑚 = ۱

𝑎−𝑚 .

ط  ب  ی  ع  ی ع  دد 𝑛 ، ۱𝑛 ع  دد ب  رای

𝑎
۱
𝑛 = 𝑏 ⟺ 𝑎 = 𝑏𝑛
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م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان 𝑛√𝑎 ب  ا و گ  ف  ت  ه 𝑎ط  ب  ی  ع  ی ع  دد 𝑛ام ری  ش  ه را آن و
،𝑛,𝑚 > ۰ گ  وی  ا ع  دد ب  رای

𝑎
𝑚
𝑛 = 𝑛√𝑎𝑚.

𝑎 > ۰ و 𝑥 اص  م ع  دد ب  رای
𝑎𝑥 = 𝑒𝑥  𝑎.

دارد. ک  ام  ل س  ازگ  اری آن ب  ا و ب  ر در را ق  ب  ل  ی ت  ع  ری  ف ه  ای ت  ع  ری  ف ه  ا ای  ن از ک  دام ه  ر ن  ک  ت  ه.
ک  ه گ  وی  ن  د ک  ل  ی ت  وان را آن و م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را ت  وان م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  رای

دارد. ب  ر در ن  ی  ز را ف  وق ق  ب  ل  ی ح  الات

زی  ر ب  ه ص  ورت اس  ت م  خ  ت  ل  ط ع  دد ی  ک ک  ه را آن 𝑐 ت  وان 𝑧 ≠ ۰ م  خ  ت  ل  ط ع  دد ب  رای ک  ل  ی: ت  وان
م  ی گ  ی  ری  م:

𝑧𝑐 = 𝑒𝑐  𝑧

م  ق  داری، ی  ک م  ی ت  وان  د ،𝑐 ع  دد ب  ه ب  س  ت  ه ،𝑧𝑐 پ  س اس  ت. م  ق  داری ب  ی  ن  ه  ای  ت log 𝑧 ای  ن ج  ا ک  ه
آن ک  ل  ی ت  وان را م  خ  ت  ل  ط ع  دد ی  ک ت  وان ه  ای ک  ل  ی  ه ب  اش  د. م  ق  داری ب  ی  ن  ه  ای  ت ی  ا و م  ق  داری چ  ن  د

گ  وی  ن  د. ک  ل  ی ت  وان اص  ل  ی م  ق  دار را 𝑒𝑐 𝑧 ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی گ  وی  ن  د.

ب  ی  اب  ی  د. را آن ک  ل  ی ت  وان اص  ل  ی م  ق  دار ه  م  چ  ن  ی  ن و (۱+ 𝑖)(۱−𝑖) ت  وان ه  ای ک  ل  ی  ه .۱۹ . ۳ م  ث  ال
ح  ل.

(۱ + 𝑖)۱−𝑖 = 𝑒(۱−𝑖) (۱+𝑖) = 𝑒(۱−𝑖)
 ۲
۲ +𝑖(

𝜋
۴+۲𝑘𝜋)

= 𝑒
 ۲
۲ +

𝜋
۴+۲𝑘𝜋 ⋅ 𝑒(−

 ۲
۲ +

𝜋
۴+۲𝑘𝜋)𝑖

= √۲𝑒
𝜋
۴+۲𝑘𝜋 cos  −

ln ۲
۲
+ 𝜋

۴
 + 𝑖 sin  − ln ۲

۲
+ 𝜋

۴


پ  س م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑘 = ۰ ب  ه ازای اص  ل  ی م  ق  دار .𝑘 = ۰, ±۱, ±۲,⋯ آن در ک  ه

(۱ + 𝑖)(۱−𝑖) اص  ل  ی م  ق  دار = √۲𝑒
𝜋
۴  cos  −

ln ۲
۲
+ 𝜋

۴
 + 𝑖 sin  − ln ۲

۲
+ 𝜋

۴
.
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۳ . ۳ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر . ۱

𝑑𝑤
𝑑𝑧 = ۵𝑤 + 𝑧 آ)

𝑑𝑤
𝑑𝑧 + ۲𝑧𝑤 = ۲𝑧 ب)

𝑑۲𝑤
𝑑𝑧۲ + ۳𝑑𝑤𝑑𝑧 + ۲𝑤 = 𝑒𝑧 ج)

𝑑۴𝑤
𝑑𝑧۴ + 𝑤 = 𝑒

۲𝑧 د)

ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص را 𝑓(𝑧) = 𝑒 𝑧 ش  ن  اس  ه و م  ط  ل  ق ق  در م  وه  وم  ی، ح  ق  ی  ق  ی، ق  س  م  ت ه  ای . ۲

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  ع  ادلات از ی  ک ه  ر . ۳

𝑒𝑧۲ = ۱ + 𝑖 آ)

Log 𝑧 = (۱ − 𝑖)𝜋۲ ب)

sin 𝑧 = ۱
√۲
− ۱
√۲
𝑖 ج)

tan 𝑧 = ۱ + 𝑖 د)

ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص را زی  ر ت  واب  ع از ی  ک ه  ر ت  ح  ل  ی  ل  ی دام  ن  ه ب  زرگ ت  ری  ن . ۴

𝑓(𝑧) = Log (𝑧 + ۱ + 𝑖) 𝑔(𝑧)آ) =  (𝑧+𝑖)
𝑧۲+۴ ب)

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ک  ل  ی ت  وان اص  ل  ی ش  اخ  ه م  ش  ت  ق . ۵

𝑓(𝑧) = 𝑧۲𝑧 𝑓(𝑧)آ) = 𝑧 𝑧 ب)

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ک  ل  ی ت  وان ه  ای از ی  ک ه  ر اص  ل  ی م  ق  دار و م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه . ۶

(۱ − 𝑖)۱+𝑖 آ)

(۱ − 𝑖)𝑖 ب)

(۲𝑖)۱۰𝑖 ج)

(√۳ + 𝑖)√۳−𝑖 د)
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ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص را 𝑓(𝑧) = √۱ + 𝑧اص  ل  ی ش  اخ  ه . ۷

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر م  ق  ادی  ر . ۸

| cos 𝑧| آ)

| cot 𝑧| ب)

ℜ tanh 𝑧 ج)

ℑ coth 𝑧۲ د)
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ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع ب  ر م  روری ۴ . ۳
اس  ت: زی  ر ق  س  م  ت دو م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع از ه  دف

م  ان  ن  د پ  ی  چ  ی  ده ان  ت  گ  رال ه  ای آس  ان م  ح  اس  ب  ه اول: ه  دف


∞

۰

𝑥 sin 𝑥
(۱ + 𝑥۳)۲ 𝑑𝑥 ی  ا 

۲𝜋

۰

𝑐𝑜𝑠𝜃
(۲ + cos 𝜃)۲ 𝑑𝜃

ت  ق  ل  ی  ل اص  ل  ی ع  م  ل چ  ه  ار م  ح  اس  ب  ه ح  د در را آن ه  ا م  ح  اس  ب  ه ق  س  م  ت ای  ن ن  ت  ای  ج از اس  ت  ف  اده ب  ا
داد. خ  واه  ی  م

م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان ”خ  وب”. م  ی  دان ه  ای ب  ه ”ب  د” م  ی  دان ه  ای ت  ب  دی  ل دوم: ه  دف
ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ۱ . ۳ ش  ک  ل ی  ع  ن  ی دی  س  ک، دو ب  ی  ن م  ی  دان روی زی  ر

Ω ∶ 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۱, (𝑥 − ۱)۲ + 𝑦۲ < ۱
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦,
𝑢

= 𝑥۲ − 𝑦۲.

Ωت  ب  دی  ل ب  ا ن  ی  س  ت. م  ق  دور گ  ف  ت  ه ش  ده ت  اک  ن  ون ک  ه م  ب  اح  ث  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل

دی  س  ک دو ب  ی  ن م  ی  دان :۱ . ۳ ش  ک  ل
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ک  اره  ا ای  ن ان  ج  ام اب  زار م  ی گ  ردد. آس  ان م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ن  ی  م ص  ف  ح  ه، ی  ا دای  ره ی  ا ن  ی  م دای  ره ب  ه ف  وق
اع  داد ب  رد و دام  ن  ه ب  ا ت  اب  ع  ی م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع اس  ت. م  ش  ت  ق پ  ذی  ر) م  خ  ت  ل  ط (ی  ع  ن  ی ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع

اس  ت. م  خ  ت  ل  ط
م  ی ک  ن  ی  م. م  رور را م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  ا ک  ار اب  ت  دا، در

اع  داد 𝑦 و 𝑥 آن در ک  ه داری  م 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦ب  ه ص  ورت را م  خ  ت  ل  ط ع  دد ی  ک م  خ  ت  ل  ط: اع  داد
ع  م  ل ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ان  ن  د اص  ل  ی ع  م  ل چ  ه  ار ان  ج  ام در م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  رای ح  ق  ی  ق  ی ان  د.

م  ی ده  ی  م. ق  رار ۱−را ع  دد 𝑖۲ ب  ه ج  ای و م  ی ک  ن  ی  م

ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑎 + 𝑖𝑏ب  ه ص  ورت ی  ع  ن  ی ک  ن  ی  د. س  اده را زی  ر م  خ  ت  ل  ط ع  دد .۲۰ . ۳ م  ث  ال
(۱ + 𝑖)۲ − (۱ − 𝑖)۳
(۲ + ۳𝑖)(۳ − ۲𝑖)

اس  ت. ب  رق  رار ح  ق  ی  ق  ی ات  ح  اده  ای ت  م  ام ح  ل.

(۱ + 𝑖)۲ − (۱ − 𝑖)۳
(۲ + ۳𝑖)(۳ − ۲𝑖) =

۱ + ۲𝑖 + 𝑖۲ − (۱ − ۳𝑖 + ۳𝑖۲ − 𝑖۳)
۶ − ۴𝑖 + ۹𝑖 − ۶𝑖۲

= ۱ + ۲𝑖 − ۱ − ۱ + ۳𝑖 − ۳(−۱) + 𝑖(−۱)
۶ + ۵𝑖 + ۶

= ۲ + ۴𝑖
۱۲ + ۵𝑖 .

م  ی ک  ن  ی  م. ض  رب ک  س  ر م  خ  رج م  زدوج در را ک  س  ر م  خ  رج و ص  ورت ک  س  ر م  خ  رج از 𝑖ح  ذف ب  رای

۲ + ۴𝑖
۱۲ + ۵𝑖 .

۱۲ − ۵𝑖
۱۲ − ۵𝑖 =

۲۴ − ۱۰𝑖 + ۴۸𝑖 − ۲۰𝑖۲
۱۲۲ − ۵۲(𝑖۲)

= ۲۴ + ۳۸𝑖 − ۲۰(−۱)
۱۴۴ − ۲۵(−۱) = ۴۴ + ۳۸𝑖

۱۶۹

= ۴۴
۱۶۹

+ ۳۸
۱۶۹

𝑖.

م  خ  ت  ل  ط: اع  داد ن  م  ای  ش
ای  ن در م  ی ده  ی  م. ن  م  ای  ش دک  ارت  ی م  خ  ت  ص  ات در 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏ب  ه ص  ورت را م  خ  ت  ل  ط اع  داد
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داری  م م  خ  ت  ص  ات
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃,

پ  س
𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃).

م  ی ده  ن  د. ن  م  ای  ش ن  ی  ز |𝑧| ب  ا و 𝑧م  ط  ل  ق ق  در را 𝑟 -

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان arg 𝑧 ب  ا و م  ی گ  وی  ن  د 𝑧 ش  ن  اس  ه 𝜃را -

م  ی ده  ن  د. ℜ𝑧ن  ش  ان ب  ا و م  ی گ  وی  ن  د 𝑧ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت را 𝑥 -

م  ی ده  ن  د. ℑ𝑧ن  ش  ان ب  ا و م  ی گ  وی  ن  د 𝑧م  وه  وم  ی ق  س  م  ت را 𝑦 -

م  ث  ل  ث  ات  ی ات  ح  اد دو از اس  ت  ف  اده ب  ا

cos(𝜃۱ + 𝜃۲) = cos 𝜃۱ cos 𝜃۲ − sin 𝜃۱ sin 𝜃۲

و
sin(𝜃۱ + 𝜃۲) = sin 𝜃۱ cos 𝜃۲ + cos 𝜃۱ sin 𝜃۲

اس  ت: ب  رق  رار زی  ر ت  س  اوی 𝑛ص  ح  ی  ح ع  دد ه  ر ب  رای داد، ن  ش  ان م  ی ت  وان

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃

ب  ه دس  ت را زی  ر رواب  ط 𝑛 = ۲ ب  رای م  ث  ال ب  ه ط  ور اس  ت. م  ش  ه  ور دوم  وآور ات  ح  اد ب  ه ات  ح  اد ای  ن
م  ی آوری  م:

cos۲ 𝜃 − sin۲ 𝜃 = cos ۲𝜃, ۲ sin 𝜃 cos 𝜃 = sin ۲𝜃

داش  ت خ  واه  ی  م ن  ی  ز 𝑛 = −۱ ب  رای و
۱

cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)
−۱ = cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃.

م  ی ک  ن  د. آس  ان را ت  وان  ی م  ح  اس  ب  ات دوم  وآور ق  ان  ون از اس  ت  ف  اده
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ک  ن  ی  د. س  اده را (۱ + √۳𝑖)۲۰ ع  دد .۲۱ . ۳ م  ث  ال

ک  ن  ی  م. م  ی اس  ت  ف  اده دم  وآور ف  رم  ول از ک  ار ای  ن ب  رای ح  ل.

۱ + √۳𝑖 = ۲ ۱
۲
+ 𝑖√۳

۲
 = ۲ cos 𝜋

۳
+ 𝑖 sin 𝜋

۳


پ  س

(۱ + √۳𝑖)۲۰ = ۲ cos
𝜋
۳
+ 𝑖 sin 𝜋

۳


۲۰
= ۲۲۰ cos ۲۰𝜋

۳
+ 𝑖 sin ۲۰𝜋

۳


= ۲۲۰ cos ۲𝜋
۳
+ 𝑖 sin ۲𝜋

۳
 = ۲۲۰ − ۱

۲
+ 𝑖√۳

۲


= −۲۱۹ + 𝑖√۳ ۲۱۹.

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان �̄� = 𝑥 − 𝑖𝑦 ب  ا و م  ی گ  وی  ن  د 𝑧م  زدوج را 𝑥 − 𝑖𝑦 ع  دد 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦ب  رای
م  ی گ  وی  ن  د. م  وه  وم  ی ن  م  ای را آن و م  ی ده  ن  د ن  ش  ان 𝑒𝑖𝜃 ب  ا را cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃ه  م  چ  ن  ی  ن

ک  ه 𝑒𝑖𝜃
𝑛
= 𝑒𝑖𝑛𝜃 ب  ه خ  ص  وص اس  ت دارا را 𝑒𝑎𝑥 ج  ب  ری خ  واص ک  ل  ی  ه 𝑒𝑖𝜃 م  وه  وم  ی ن  م  ای

ب  ه س  ادگ  ی ت  س  اوی ای  ن ب  ا م  خ  ت  ل  ط ع  دد ی  ک 𝑛ام ری  ش  ه م  ح  اس  ب  ه اس  ت. پ  ارس  ی  وال ت  س  اوی ه  م  ان
اس  ت. ان  ج  ام پ  ذی  ر

𝑧 = 𝑤𝑛 درای  ن ص  ورت ب  اش  د، آن 𝑛ام 𝑤ری  ش  ه = 𝜌𝑒𝑖𝜙 و ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 اگ  ر
ی  ا

𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝜌𝑒𝑖𝜙
𝑛
= 𝜌𝑛𝑒𝑖𝑛𝜙.

پ  س
𝑟 = 𝜌𝑛, 𝑛𝜙 = 𝜃 + ۲𝑘𝜋.

درن  ت  ی  ح  ه
𝜌 = 𝑟

۱
𝑛 = 𝑛√𝑟 ≥ ۰, 𝜙 = 𝜃

𝑛 +
۲𝑘𝜋
𝑛

و

𝑤 = 𝑛√𝑟 𝑒
𝑖𝜃𝑛+𝑖

۲𝑘𝜋
𝑛 , 𝑘 = ۰, ۱, ۲, … , 𝑛 − ۱
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ی  ا

𝑤 = 𝑛√𝑟  cos 
𝜃
𝑛 +

۲𝑘𝜋
𝑛
 + 𝑖 sin 𝜃𝑛 +

۲𝑘𝜋
𝑛
, 𝑘 = ۰, ۱, ۲, … , 𝑛 − ۱

دارد. م  خ  ت  ل  ط𝑛ام ری  ش  ه ت  ا 𝑛 م  خ  ت  ل  ط، ع  دد ه  ر ی  ع  ن  ی

را ب  ه دس  ت آوری  د. ۸ ع  دد س  وم ری  ش  ه ه  ای ک  ل  ی  ه .۲۲ . ۳ م  ث  ال

ح  ل.
𝑧 = ۸ = ۸ 𝑒𝑖۰

ن  ت  ی  ج  ه در .𝑛 = ۳ 𝜃و = ۰ و 𝑟 = ۸ پ  س

𝑤 = ۳√۸  cos 
۰
۳
+ ۲𝑘𝜋

۳
 + 𝑖 sin  ۰

۳
+ ۲𝑘𝜋

۳
, 𝑘 = ۰, ۱, ۲

ب  ن  اب  رای  ن
𝑤۱ = ۲(cos ۰ + 𝑖 sin ۰) = ۲,

𝑤۲ = ۲ cos ۲𝜋
۳
+ 𝑖 sin ۲𝜋

۳
 = −۱ + 𝑖√۳,

𝑤۳ = ۲ cos ۴𝜋
۳
+ 𝑖 sin ۴𝜋

۳
 = −۱ − 𝑖√۳.

م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ی  ک را م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  رد و م  خ  ت  ل  ط اع  داد دام  ن  ه ب  ا ت  اب  ع ه  ر م  خ  ت  ل  ط: ت  اب  ع
گ  وی  ن  د.

ب  ه ص  ورت را آن ب  اش  د، م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع 𝑤ی  ک = 𝑓(𝑧) اگ  ر

𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)

آن م  وه  وم  ی ق  س  م  ت 𝑣(𝑥, 𝑦) و ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت 𝑢(𝑥, 𝑦) آن در ک  ه ن  وش  ت م  ی ت  وان ن  ی  ز
و ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت و 𝑥 + 𝑖𝑦 ده  ی  م ق  رار 𝑧ب  ه ج  ای 𝑓(𝑧) در اس  ت ک  اف  ی ک  ار ای  ن ب  رای اس  ت.

ک  ن  ی  م. ج  دا را آن م  وه  وم  ی

ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)ب  ه ص  ورت را 𝑓(𝑧) = 𝑧۳ ت  اب  ع .۲۳ . ۳ م  ث  ال



ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع ب  ر م  روری . ۴ . ۳۱۹۷

ح  ل.

𝑓(𝑧) = 𝑧۳ = (𝑥 + 𝑖𝑦)۳

= 𝑥۳ + ۳𝑖𝑥۲𝑦 + ۳𝑖۲𝑥𝑦۲ + 𝑖۳𝑦۳ = 𝑥۳ − ۳𝑥𝑦۲ + 𝑖(۳𝑥۲𝑦 − 𝑦۳).
پ  س

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥۳ − ۳𝑥𝑦۲, 𝑣(𝑥, 𝑦) = ۳𝑥۲𝑦 − 𝑦۳.

داده ش  ده 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢(𝑥, 𝑦) ت  اب  ع دو اگ  ر ی  ع  ن  ی دارد. ص  ح  ت ن  ی  ز م  ط  ل  ب ای  ن ع  ک  س
اس  ت. م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ی  ک 𝑓(𝑧)درای  ن ص  ورت ،𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ب  گ  ی  ری  م و ب  اش  د
آن ه  ا م  ق  دار دادن ق  رار از اس  ت. م  ع  ی  ن 𝑦 و 𝑥 م  ق  ادی  ر داده ش  ده 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 از چ  ون
و 𝑥 = 𝑧+�̄�

۲ دادن ق  رار از ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑓(𝑧) م  ق  دار 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢(𝑥, 𝑦) در
داری  م. 𝑧 از ت  اب  ع  ی گ  ف  ت م  ی ت  وان ک  ه داری  م �̄� و 𝑧ب  رح  س  ب را 𝑓(𝑧)ای  ن ،𝑦 = 𝑧−�̄�

۲𝑖

ب  ن  وی  س  ی  د. 𝑧ب  رح  س  ب را 𝑓(𝑧) = 𝑥۲ − 𝑦۲ + ۲𝑥𝑦𝑖م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع .۲۴ . ۳ م  ث  ال

ح  ل.

𝑓(𝑧) = 𝑧 + �̄�
۲

۲
− 𝑧 − �̄�

۲𝑖

۲
+ ۲𝑧 + �̄�

۲
𝑧 − �̄�

۲𝑖
𝑖

= ۱
۴
𝑧۲ + ۲𝑧�̄� + �̄�۲ + 𝑧۲ − ۲𝑧�̄� + �̄�۲ + ۲𝑧۲ − ۲�̄�۲ = 𝑧۲.

ب  رای ل  ی  ک  ن ت  وج  ه ان  د. م  ورد و م  ط  رح م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ت  اب  ع ه  ای ف  ق  ط م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع م  وض  وع در
اس  ت. ح  د م  ف  ه  وم ب  ه ن  ی  از م  ش  ت  ق م  ف  ه  وم ب  ی  ان

اگ  ر 𝑤۰اس  ت، ب  راب  ر 𝑧۰ در 𝑓(𝑧) ح  د م  ی گ  وی  ی  م ح  د:

lim
𝑧→𝑧۰

|𝑓(𝑧) − 𝑤۰| = ۰

م  ی ن  وی  س  ی  م و
lim
𝑧→𝑧۰

𝑓(𝑧) = 𝑤۰.
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واق  ع در م  ی ک  ن  د. ب  ی  ان ۲ ری  اض  ی در را دوم  ت  غ  ی  ره ت  اب  ع ح  د ت  ع  ری  ف ت  س  اوی ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه
داری  م اگ  ر

𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦), 𝑤۰ = 𝑢۰ + 𝑖𝑣۰
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑧۰ = 𝑥۰ + 𝑖𝑦۰

پ  س
|𝑓(𝑧) − 𝑤۰|۲ = 𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢۰

۲
+ 𝑣(𝑥, 𝑦) − 𝑣۰

۲
,

𝑧 → 𝑧۰ ⟺ (𝑥, 𝑦) → (𝑥۰, 𝑦۰).

ب  ن  اب  رای  ن

lim
𝑧→𝑧۰

|𝑓(𝑧) − 𝑤۰| = lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥۰,𝑦۰)

𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢۰
۲
+ 𝑣(𝑥, 𝑦) − 𝑣۰

۲
.

.۸ . ۳ ن  ت  ی  ج  ه

lim
𝑧→𝑧۰

𝑓(𝑧) = 𝑤۰ ⟺ lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥۰,𝑦۰)

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢۰, lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥۰,𝑦۰)

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣۰.

اگ  ر اس  ت پ  ی  وس  ت  ه 𝑧۰ 𝑤در = 𝑓(𝑧) م  ی گ  وی  ی  م پ  ی  وس  ت  گ  ی:

lim
𝑧→𝑧۰

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧۰).

پ  ی  وس  ت  ه (𝑥۰, 𝑦۰) در 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢(𝑥, 𝑦) اگ  ر اس  ت پ  ی  وس  ت  ه 𝑧۰ در 𝑓(𝑧) .۹ . ۳ ن  ت  ی  ج  ه
ب  اش  د.

𝑦 = 𝑓(𝑥)ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ب  رای پ  ی  وس  ت  گ  ی و ح  د ق  ض  ای  ای و ف  رم  ول ه  ا ق  واع  د، ک  ل  ی  ه ت  ذک  ر.
اس  ت. ب  رق  رار 𝑤ن  ی  ز = 𝑓(𝑧)م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ب  رای

.lim𝑧→۲
𝑧۲−۴
𝑧−۲ م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۲۵ . ۳ م  ث  ال



ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع ب  ر م  روری . ۴ . ۳۱۹۹

اول ح  ل.

lim
𝑧→۲

𝑧۲ − ۴
𝑧 − ۲

= lim
𝑧→۲

(𝑧 + ۲)(𝑧 − ۲)
𝑧 − ۲

= lim
𝑧→۲

(𝑧 + ۲) = ۴.

دوم
ه  وب  ی  ت  ال ق  اع  ده

lim
𝑧→۲

𝑧۲ − ۴
𝑧 − ۲

= lim
𝑧→۲

۲𝑧
۱
= ۴. ن  ش  ده اس  ت) ت  ع  ری  ف   ه  ن  وز م  ش  ت  ق (اگ  رچ  ه

اگ  ر اس  ت 𝑓′(𝑧) ب  راب  ر م  ش  ت  ق دارای 𝑧۰ ن  ق  ط  ه در 𝑓(𝑧) ت  اب  ع م  ی گ  وی  ی  م م  ش  ت  ق:

lim
𝑧→𝑧۰

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧۰)
𝑧 − 𝑧۰

= 𝑓′(𝑧۰).

𝑤ن  ی  ز = 𝑓(𝑧)ب  رای 𝑦 = 𝑓(𝑥) ت  اب  ع م  ش  ت  ق ق  ض  ای  ای و ف  رم  ول ه  ا ق  واع  د، ک  ل  ی  ه ت  ذک  ر.
اس  ت. ب  رق  رار

ی  ا ک  س  ری ت  اب  ع و چ  ن  دج  م  ل  ه ای 𝑤ف  ق  ط = 𝑓(𝑧)ن  م  ای  ش ف  رم از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ن  ی  د ت  وج  ه
م  ع  ن  ی م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  ه م  رب  وط م  ط  ال  ب روی از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ب  ر ت  ق  س  ی  م چ  ن  دج  م  ل  ه ای ی  ک

اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی م  ش  اب  ه ت  اب  ع م  ان  ن  د م  ش  ت  ق ت  واب  ع ای  ن ب  رای دارد.
از م  ش  ت  ق پ  ذی  ری 𝑤ت  ش  خ  ی  ص = 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)ب  ه ص  ورت ت  واب  ع ب  رای

اس  ت. م  ق  دور ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط روی

و م  وج  ود 𝑣𝑦 و 𝑣𝑥 ،𝑢𝑦 ،𝑢𝑥 اگ  ر ک  ش  ی-ری  م  ان). ک  اف  ی (ش  رط ۱۰ . ۳ خ  اص  ی  ت
ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط در و پ  ی  وس  ت  ه

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦, 𝑢𝑦 = −𝑣𝑥
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و م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ف  وق ت  اب  ع آن  گ  اه ن  م  ای  د، ص  دق

𝑑𝑤
𝑑𝑧 = 𝑓

′(𝑧) = 𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥.

چ  ون اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑓(𝑧) = sin 𝑥 cosh 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 sinh 𝑦 ت  اب  ع .۲۶ . ۳ م  ث  ال

𝑢𝑥 = cos 𝑥 cosh 𝑦, 𝑣𝑦 = cos 𝑥 cosh 𝑦,

𝑢𝑦 = sin 𝑥 sinh 𝑦, 𝑣𝑥 = − sin 𝑥 sinh 𝑦.

𝑓′(𝑧) درن  ت  ی  ج  ه، ان  د. پ  ی  وس  ت  ه ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات ای  ن و اس  ت ب  رق  رار ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط پ  س
و اس  ت م  وج  ود

𝑓′(𝑧) = 𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥 = sin 𝑥 cosh 𝑦 − 𝑖 sin 𝑥 sinh 𝑦.

م  ش  ت  ق و م  ش  ت  ق پ  ذی  ری ت  ش  خ  ی  ص داده م  ی ش  ود. ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در ت  واب  ع از ب  ع  ض  ی
اس  ت. م  ق  دور ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا آن ه  ا

ک  ن  ی  د ف  رض ق  ط  ب  ی). م  خ  ت  ص  ات در ک  ش  ی-ری  م  ان ک  اف  ی (ش  رط ۱۱ . ۳ خ  اص  ی  ت
ب  رای

𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑟, 𝜃) + 𝑖𝑣(𝑟, 𝜃)

ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در ک  ش  ی-ری  م  ان ش  رای  ط و پ  ی  وس  ت  ه و م  وج  ود 𝑣𝜃 و 𝑣𝑟 ،𝑢𝜃 ،𝑢𝑟

𝑟𝑢𝑟 = 𝑣𝜃, 𝑟𝑣𝑟 = −𝑢𝜃

و م  وج  ود 𝑓′(𝑧) آن  گ  اه ب  اش  د، ب  رق  رار

𝑓′(𝑧) = 𝑒−𝑖𝜃(𝑢𝑟 + 𝑖𝑣𝑟).
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داری  م: 𝑓(𝑧) = 𝑟
۱
۲ cos 𝜃۲ + 𝑖𝑟

۱
۲ sin 𝜃

۲ ت  اب  ع ب  رای .۲۷ . ۳ م  ث  ال

𝑢𝑟 =
۱
۲
𝑟−

۱
۲ cos 𝜃

۲
, 𝑣𝜃 =

۱
۲
𝑟
۱
۲ cos 𝜃

۲
,

𝑢𝜃 = −
۱
۲
𝑟
۱
۲ sin 𝜃

۲
, 𝑣𝑟 =

۱
۲
𝑟−

۱
۲ sin 𝜃

۲
.

درن  ت  ی  ج  ه اس  ت. ب  رق  رار ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط پ  س

𝑓′(𝑧) = 𝑒−𝑖𝜃 ۱
۲
𝑟−

۱
۲ cos 𝜃

۲
+ 𝑖 ۱

۲
𝑟−

۱
۲ sin 𝜃

۲
 = ۱

۲
𝑟−

۱
۲ 𝑒−𝑖

𝜃
۲ .

را 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢(𝑥, 𝑦) م  ش  ت  ق پ  ذی  ر دو  م  ت  غ  ی  ره ت  اب  ع دو اگ  ر ک  ش  ی-ری  م  ان، رواب  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ب  اش  د، م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ت  اب  ع ی  ک 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ای  ن  ک  ه ش  ان  س ب  ده  ن  د
م  ث  ل ت  اب  ع  ی آی  ا ب  ده  ن  د، را 𝑢(𝑥, 𝑦) م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ت  اب  ع اگ  ر ک  ه اس  ت ای  ن س  وال اس  ت. ک  م ب  س  ی  ار
از ق  ب  ل ب  اش  د؟ م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝑣(𝑥, 𝑦)

اس  ت. م  ف  ی  د زی  ر ت  ع  ری  ف دو س  وال ای  ن ج  واب ب  ی  ان

روی و ب  اش  د ص  ف  ح  ه ن  ق  اط از ب  از م  ج  م  وع  ه 𝑤ی  ک = 𝑓(𝑧) ت  اب  ع دام  ن  ه اگ  ر .۳ . ۳ ت  ع  ری  ف
گ  وی  ن  د. ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک را ت  اب  ع ای  ن ب  اش  د، م  ش  ت  ق پ  ذی  ر دام  ن  ه ای  ن

ب  اش  د، لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ج  واب اگ  ر گ  وی  ی  م ه  م  س  از را ℎ(𝑥, 𝑦) دو م  ت  غ  ی  ره ت  اب  ع .۴ . ۳ ت  ع  ری  ف
.𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = ۰ ی  ع  ن  ی

ی  ک ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ه  ر م  وه  وم  ی ق  س  م  ت و ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت ال  ف) .۱۲ . ۳ خ  اص  ی  ت
آن  گ  اه ب  اش  د، ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) اگ  ر ی  ع  ن  ی اس  ت. ه  م  س  از ت  اب  ع

.𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑦𝑦 = ۰ و 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = ۰

اس  ت. ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک و ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  رک  ی  ب ب)
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ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود ه  م  س  از 𝑣(𝑥, 𝑦) آن  گ  اه ب  اش  د، ه  م  س  از 𝑢(𝑥, 𝑦) اگ  ر ج)
اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)

گ  وی  ن  د. 𝑢(𝑥, 𝑦) ه  م  س  از م  زدوج را ف  وق 𝑣(𝑥, 𝑦) ه  م  س  از ت  اب  ع .۵ . ۳ ت  ع  ری  ف

اس  ت. م  ق  دور ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا 𝑢(𝑥, 𝑦)روی از 𝑣(𝑥, 𝑦)ت  ع  ی  ی  ن ت  ذک  ر.

ب  ی  اب  ی  د. را 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥۲ − 𝑦۲ + 𝑒𝑥 cos 𝑦 ه  م  س  از ت  اب  ع ه  م  س  از م  زدوج .۲۸ . ۳ م  ث  ال

ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع 𝑢(𝑥, 𝑦) ب  ا ه  م  راه م  ی ب  ای  س  ت  ی 𝑣(𝑥, 𝑦) ه  م  س  از م  زدوج ت  اب  ع ح  ل.
ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط در ب  ای  د 𝑣 و 𝑢پ  س ده  ن  د. ت  ش  ک  ی  ل را 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)

ی  ع  ن  ی ک  ن  ن  د. ص  دق
𝑢𝑥 = 𝑣𝑦, 𝑢𝑦 = −𝑣𝑥.

ک  ن  د: ص  دق زی  ر م  ع  ادل  ه دو در ب  ای  د 𝑣 درن  ت  ی  ج  ه

𝑣𝑦 = ۲𝑥 + 𝑒𝑥 cos 𝑦

𝑣𝑥 = ۲𝑦 + 𝑒𝑥 sin 𝑦.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  گ  ی  ری  م، ان  ت  گ  رال 𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت اول م  ع  ادل  ه از اگ  ر

𝑣(𝑥, 𝑦) = ۲𝑥𝑦 + 𝑒𝑥 sin 𝑦 + ℎ(𝑥),

ℎ(𝑥) ح  ال اس  ت. 𝑥 از ت  اب  ع  ی ان  ت  گ  رال ث  اب  ت پ  س اس  ت، 𝑦 ب  ه ن  س  ب  ت و ن  س  ب  ی ان  ت  گ  رال چ  ون
دوم م  ع  ادل  ه در آن دادن ق  رار از گ  ردد. ب  رق  رار دوم م  ع  ادل  ه ت  ا ش  ود ان  ت  خ  اب ط  وری م  ی ب  ای  س  ت  ی

ب  ه دس  ت م  ی آوری  م

𝑣𝑥 = ۲𝑦 + 𝑒𝑥 sin 𝑦 + ℎ′(𝑥) = ۲𝑦 + 𝑒𝑥 sin 𝑦.

ح  ق  ی  ق  ی ث  اب  ت ℎ(𝑥) ت  اب  ع ی  ع  ن  ی ℎ(𝑥) = 𝑐 ی  ا ℎ′(𝑥) = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ت  رت  ی  ب ب  ه ای  ن
پ  س اس  ت.

𝑣(𝑥, 𝑦) = ۲𝑥𝑦 + 𝑒𝑥 sin 𝑦 + 𝑐
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و
𝑓(𝑧) = 𝑥۲ − 𝑦۲ + 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖(۲𝑥𝑦 + 𝑒𝑥 sin 𝑦 + 𝑐)

۴ . ۳ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. س  اده را زی  ر م  خ  ت  ل  ط اع  داد . ۱
۳(۱−𝑖)۸−𝑖(۱−𝑖√۳)۹

۲(۱+𝑖)۶+𝑖(√۳−𝑖)۷
ال  ف:

۴

−√۶ +۱ − √۳𝑖 ب:
۴

√۲ − √−𝑖 ج:

را زی  ر ت  واب  ع آرگ  وم  ان) ی  ا (آون  د ش  ن  اس  ه و م  ط  ل  ق ق  در م  وه  وم  ی، ق  س  م  ت ح  ق  ی  ق  ی، ق  س  م  ت . ۲
ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص

cosh(𝑧۲ + ۱) ال  ف:

sin(𝑧۲ − 𝑖) ب:

م  زدوج و اس  ت ه  م  س  از 𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝑟
۳
۴ sin ۳۴𝜃 − ۲𝜃 + ۳ ln 𝑟 ت  اب  ع ده  ی  د ن  ش  ان . ۳

آوری  د. ب  ه دس  ت را آن ه  م  س  از

ب  ه دس  ت را 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖 𝑒𝑦۳−۳𝑥۲𝑦 sin(𝑥۳ − ۳𝑥𝑦۲)ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع م  ش  ت  ق . ۴
آوری  د.

ب  ه دس  ت را 𝑓(𝑧) = 𝑒۳𝑥۲𝑦−𝑦۳ cos(𝑥۳ − ۳𝑥𝑦۲) + 𝑖 𝑣(𝑥, 𝑦)ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع م  ش  ت  ق . ۵
آوری  د.
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م  خ  ت  ل  ط م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع ب  ر م  روری ۵ . ۳
م  ف  اه  ی  م ب  ی  ان ب  رای اب  زاره  ای  ی م  ث  ل  ث  ات  ی و ن  م  ای  ی چ  ن  دج  م  ل  ه  ای، ی  ع  ن  ی ح  ق  ی  ق  ی م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع
ش  ده ان  د. ظ  اه  ر ب  ش  ر زن  دگ  ی در ط  ب  ی  ع  ی ب  ه ص  ورت ت  واب  ع ای  ن و ه  س  ت  ن  د اج  ت  م  اع  ی و ع  ل  م  ی
و م  ی ش  ون  د س  اخ  ت  ه ت  واب  ع ای  ن روی از ب  ه ص  ورت  ی م  ؤث  ر ان  د ب  ش  ر زن  دگ  ی در ک  ه دی  گ  ر ت  واب  ع س  ای  ر

ه  س  ت  ن  د. ب  ی  ان ق  اب  ل 
ه  م ن  ام خ  واص ک  ل  ی  ه دارای ت  ا ش  ون  د ب  ی  ان ط  وری م  ی ب  ای  س  ت  ی م  خ  ت  ل  ط م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع

داش  ت  ه ب  اش  ن  د. ب  ای  س  ت  ی م  ی آن ه  ا ت  م  ام را زی  ر خ  اص  ی  ت دو ب  اش  ن  د. خ  ود ح  ق  ی  ق  ی

م  ی ب  ای  س  ت  ی sin 𝑧 ت  اب  ع م  ث  لاً ب  اش  د. خ  ود ه  م ن  ام ح  ق  ی  ق  ی م  ق  دم  ات  ی ت  اب  ع از ت  ع  م  ی  م  ی ال  ف:
ده  ی  م ق  رار را 𝑥ح  ق  ی  ق  ی ع  دد آن در م  خ  ت  ل  ط 𝑧ب  ه ج  ای اگ  ر ک  ه گ  ردد ت  ع  ری  ف ط  وری

ب  اش  د. ح  ق  ی  ق  ی sin 𝑥 ه  م  ان ح  اص  ل ت  اب  ع

ب  ار ب  ی ن  ه  ای  ت ح  ق  ی  ق  ی م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع ک  ل  ی  ه چ  ون ب  اش  ن  د. ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع ب:
م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ان  د.

م  خ  ت  ل  ط ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس ن  م  ای  ی، ت  اب  ع چ  ن  ان  چ  ه ش  ده اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  ب  لاً چ  ن  دج  م  ل  ه ای ت  اب  ع
ن  م  ای  ی ت  اب  ع ت  ع  ری  ف ب  ه اب  ت  دا اس  ت. ق  اب  ل ب  ی  ان آن ه  ا روی از م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع س  ای  ر ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف را

اس  ت. ق  اب  ل ب  ی  ان آن روی از م  خ  ت  ل  ط ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس دی  د خ  واه  ی  م م  ی پ  ردازی  م. م  خ  ت  ل  ط

ن  م  ای  ی ت  اب  ع ال  ف:
𝑒𝑥 ب  ا و پ  ذی  رف  ت  ی  م ln 𝑥ن  پ  ری ل  گ  اری  ت  م ت  اب  ع م  ع  ک  وس ب  ه ص  ورت را ح  ق  ی  ق  ی ن  م  ای  ی ت  اب  ع
ب  ه ص  ورت را م  وه  وم  ی ن  م  ای  ی ت  اب  ع م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  خ  ش در ه  م  چ  ن  ی  ن دادی  م. ن  ش  ان 
ت  اب  ع اس  اس  ی خ  واص ن  ی  ز ت  اب  ع ای  ن دی  دی  م و گ  رف  ت  ی  م ن  ظ  ر در 𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃
ب  رای ق  ب  ل  ی م  ف  ه  وم دو ای  ن ب  ا م  خ  ت  ل  ط ن  م  ای  ی ت  اب  ع ت  ط  ب  ی  ق ب  رای دارد. را ح  ق  ی  ق  ی ن  م  ای  ی

م  ی گ  ی  ری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  خ  ت  ل  ط ن  م  ای  ی ت  اب  ع 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥 . 𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑥 (cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦)

ی  ا
𝑒𝑧 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖 𝑒𝑥 sin 𝑦.
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م  خ  ت  ل  ط اع  داد ت  م  ام ب  رای ی  ع  ن  ی اس  ت. ت  ام ت  اب  ع ی  ک ت  اب  ع ای  ن م  ی ده  ی  م ن  ش  ان ح  ال
ک  اف  ی ش  رط از ک  ار ای  ن ب  رای اس  ت. م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ن  ق  اط ای  ن ت  م  ام در و م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف

داری  م م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده ک  ش  ی-ری  م  ان

𝑢 = 𝑒𝑥 cos 𝑦, 𝑣 = 𝑒𝑥 sin 𝑦.

پ  س
𝑢𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑦, 𝑢𝑦 = −𝑒𝑥 sin 𝑦,

𝑣𝑦 = 𝑒𝑥 cos 𝑦, 𝑣𝑥 = 𝑒𝑥 sin 𝑦.
درن  ت  ی  ج  ه

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦, 𝑢𝑦 = −𝑣𝑥.

ن  ی  ز ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات ای  ن و ت  ق  اطℂب  رق  رار ت  م  ام در ک  ش  ی-ری  م  ان ش  رط ی  ع  ن  ی
ب  ع  لاوه ℂاس  ت. دام  ن  ه ب  ا ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع  ی 𝑒𝑧 ب  ن  اب  رای  ن پ  ی  وس  ت  ه ان  د.

𝑑𝑒𝑧
𝑑𝑧 = 𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥 = 𝑒

𝑥 cos 𝑦 + 𝑖𝑒𝑥 sin 𝑦 = 𝑒𝑧.

م  ث  لاً دارد. را ح  ق  ی  ق  ی ن  م  ای  ی ت  اب  ع خ  واص ک  ل  ی  ه ن  م  ای  ی ت  اب  ع ای  ن

𝑒𝑧 ≠ ۰, 𝑒𝑧۱+𝑧۲ = 𝑒𝑧۱ . 𝑒𝑧۲ , 𝑒−𝑧 = ۱
𝑒𝑧 .

اس  ت. ۲𝜋𝑖ت  ن  اوب  ی دوره ب  ا ت  ن  اوب  ی ه  م  چ  ن  ی  ن ت  اب  ع ای  ن

𝑒𝑧+۲𝜋𝑖 = 𝑒𝑧 . 𝑒۲𝜋𝑖 = 𝑒𝑧 . ۱ = 𝑒𝑧.

م  ث  ل  ث  ات  ی ت  واب  ع ب:
داری  م: م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده ن  م  ای  ی ت  اب  ع از م  خ  ت  ل  ط م  ث  ل  ث  ات  ی ت  واب  ع ت  ع  ری  ف ب  رای

𝑒𝑖𝑥 = cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥

𝑒−𝑖𝑥 = cos 𝑥 − 𝑖 sin 𝑥
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م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ات  ح  اد دو ای  ن از

cos 𝑥 = 𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥
۲

, sin 𝑥 = 𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥
۲𝑖 .

ح  ق  ی  ق  ی ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس ب  ا م  خ  ت  ل  ط ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس ت  ط  ب  ی  ق ب  رای
م  ی گ  ی  ری  م:

cos 𝑧 = 𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧
۲

, sin 𝑧 = 𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧
۲𝑖 .

م  ث  لاً م  ی ش  ون  د. ت  ع  ری  ف ح  ق  ی  ق  ی ت  واب  ع م  ش  اب  ه م  ث  ل  ث  ات  ی ت  واب  ع س  ای  ر

tan 𝑧 = sin 𝑧
cos 𝑧 .

م  ث  ل  ث  ات  ی ت  واب  ع ای  ن ب  رای ح  ق  ی  ق  ی م  ث  ل  ث  ات  ی ت  واب  ع ات  ح  اده  ای و ف  رم  ول ه  ا ک  ل  ی  ه ت  ذک  ر.
اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز

𝑑
𝑑𝑧 sin 𝑧 = cos 𝑧,

𝑑
𝑑𝑧 cos 𝑧 = − sin 𝑧,

sin(𝑧۱ + 𝑧۲) = sin 𝑧۱ cos 𝑧۲ + cos 𝑧۱ sin 𝑧۲.

م  ف  ی  د ان  د: م  ح  اس  ب  ات در زی  ر ات  ح  اده  ای

sin 𝑖𝑦 = 𝑖 sinh 𝑦, cos 𝑖𝑦 = cos ℎ𝑦,

sin 𝑧 = sin 𝑥 cosh 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 sinh 𝑦,

cos 𝑧 = cos 𝑥 cosh 𝑦 − 𝑖 sin 𝑥 sinh 𝑦.

ع  دد ه  ر cos 𝑧 و sin 𝑧 ل  ی  ک  ن ،cos۲ 𝑧 + sin۲ 𝑧 = ۱ ات  ح  اد ب  رق  راری وج  ود ب  ا
ب  ه خ  ود را م  ث  ب  ت ع  دد ه  ر | cos 𝑧| و | sin 𝑧|ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی گ  ی  رد. ب  ه خ  ود را م  خ  ت  ل  ط

م  ی گ  ی  رد.

.sin 𝑧 = ۵۰ م  ع  ادل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۹ . ۳ م  ث  ال
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داری  م ف  وق ات  ح  اد ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ل.
sin 𝑥 cosh 𝑦 = ۵۰,

cos 𝑥 sinh 𝑦 = ۰.

.cos 𝑥 = ۰ ی  ا sinh 𝑦 = ۰ داری  م دوم م  ع  ادل  ه ح  ل از

sinh 𝑦 = ۰ ⇒ cosh 𝑦 = ۱.

اس  ت. ج  واب ف  اق  د ک  ه sin 𝑥 = ۵۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت اول م  ع  ادل  ه از

cos 𝑥 = ۰ ⇒ sin 𝑥 = ±۱.

ه  م ب  از ک  ه cosh 𝑦 = −۵۰ آوری  م م  ی ب  ه دس  ت اول م  ع  ادل  ه از sin 𝑥 = −۱ ب  رای
اس  ت. ج  واب ف  اق  د

ی  ا cosh 𝑦 = ۵۰ آوری  م م  ی ب  ه دس  ت اول م  ع  ادل  ه از sin 𝑥 = ۱ ب  رای
ی  ا 𝑒𝑦 = ۵۰ ± √۵۰۲ − ۱ ی  ا 𝑒۲𝑦 − ۱۰۰ 𝑒𝑦 + ۱ = ۰ ی  ا 𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦 = ۱۰۰

ط  رف  ی از .𝑦 = ln ۵۰ + √۲۴۹۹, 𝑦 = ln ۵۰ − √۲۴۹۹

cos 𝑥 = ۰, sin 𝑥 = ۱ ⇒ 𝑥 = ۲𝑘𝜋 + 𝜋
۲
, 𝑘 = ۰, ±۱, ±۲, …

پ  س

𝑧 = ۲𝑘𝜋 + 𝜋
۲
+ 𝑖 ln ۵۰ ± √۲۴۹۹, 𝑘 = ۰, ±۱, ±۲, …

ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع ج:
م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ح  ق  ی  ق  ی ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا م  خ  ت  ل  ط ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع

ی  ع  ن  ی اس  ت. ق  اب  ل ب  ی  ان م  خ  ت  ل  ط م  ت  غ  ی  ر ب  ه ح  ق  ی  ق  ی

cosh 𝑧 = 𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧
۲

, sinh 𝑧 = 𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧
۲

.

و ف  رم  ول ه  ا ک  ل  ی  ه و اس  ت ق  اب  ل ت  ع  ری  ف ح  ق  ی  ق  ی م  ش  اب  ه ن  ی  ز ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع س  ای  ر
اس  ت. ب  رق  رار ه  م م  خ  ت  ل  ط ب  رای ح  ق  ی  ق  ی ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع ات  ح  اده  ای
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ات  ح  اد دو ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  ذک  ر.

cosh 𝑧 = cosh 𝑖𝑧, sinh 𝑧 = −𝑖 sin 𝑖𝑧,

ن  م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده چ  ن  دان م  خ  ت  ل  ط ه  ذل  ول  وی ت  واب  ع از

ه  س  ت  ن  د. ت  ام ه  ذل  ول  وی و م  ث  ل  ث  ات  ی ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس ت  واب  ع ک  ن  ی  د ت  وج  ه ت  ذک  ر.

ل  گ  اری  ت  م ت  اب  ع د:
و ب  ودن ت  ح  ل  ی  ل  ی ب  ر ع  لاوه ت  ا ش  ود ت  ع  ری  ف ط  وری م  ی ب  ای  س  ت  ی م  خ  ت  ل  ط ل  گ  اری  ت  م ت  اب  ع
ل  گ  اری  ت  م خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  اش  د. ه  م 𝑒𝑧 ن  م  ای  ی ت  اب  ع م  ع  ک  وس ب  ودن، ln 𝑥 ت  ع  م  ی  م

ی  ع  ن  ی م  ی گ  ی  ری  م. 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ≠ ۰ ب  رای م  ق  دار دو ح  اص  ل ض  رب ح  ق  ی  ق  ی

log 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃

داش  ت  ن ت  اب  ع ب  رای ن  ی  س  ت. ت  اب  ع ل  گ  اری  ت  م ای  ن اس  ت، م  ق  داری ب  ی ن  ه  ای  ت 𝜃 چ  ون
ب  گ  ی  ری  م ث  اب  ت 𝛼ب  رای اگ  ر ش  ود. م  ق  داری ی  ک ت  ا ده  ی  م ق  رار روی𝜃ق  ی  دی م  ی ب  ای  س  ت  ی
را زی  ر ت  ع  ری  ف درن  ت  ی  ج  ه اس  ت. م  ق  داری ی  ک       𝜃ای  ن ص  ورت در ،𝛼 < 𝜃 ≤ 𝛼 + ۲𝜋

ک  رد. ب  ی  ان م  ی ت  وان

گ  وی  ن  د ل  گ  اری  ت  م 𝛼ام ش  اخ  ه را زی  ر ت  اب  ع .۶ . ۳ ت  ع  ری  ف

log𝛼 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃, 𝑟 > ۰, 𝛼 < 𝜃 ≤ 𝛼 + ۲𝜋.

اس  ت: م  ط  ل  وب ت  اب  ع زی  ر خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  اب  ع ای  ن

داری  م ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در ک  ش  ی-ری  م  ان ک  اف  ی ش  رط از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۱

𝑑
𝑑𝑧 log𝛼 𝑧 = 𝑒

−𝑖𝜃(𝑢𝑟 + 𝑖𝑣𝑟) = 𝑒−𝑖𝜃(
۱
𝑟 + 𝑖 ۰) =

۱
𝑟𝑒
−𝑖𝜃 = ۱

𝑧 .

اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی خ  ود دام  ن  ه روی ت  اب  ع ای  ن پ  س
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. ۲
log𝛼 𝑒

𝑧 = log𝛼 𝑒
𝑥 . 𝑒𝑖𝑦 = ln 𝑒𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑧,

𝑒𝛼 𝑧 = 𝑒 𝑟+𝑖𝜃 = 𝑒 𝑟.𝑒𝑖𝜃 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑧
اس  ت. ن  م  ای  ی ت  اب  ع م  ع  ک  وس پ  س

.𝑥 = 𝑥𝑒𝑖۰ داری  م 𝑥 > ۰ ب  رای ای  ن ص  ورت در ب  اش  د، −۲𝜋 < 𝛼 < ۰ اگ  ر . ۳
اس  ت. ln 𝑥 ت  ع  م  ی  م log𝛼 𝑧 ش  اخ  ه ه  ا ای  ن ب  رای پ  س .log𝛼 𝑥 = ln 𝑥ب  ن  اب  رای  ن

ن  م  ای  ش Log 𝑧 ب  ا و گ  وی  ن  د ل  گ  اری  ت  م اص  ل  ی ش  اخ  ه را log−𝜋 𝑧 .۷ . ۳ ت  ع  ری  ف
م  ی ده  ن  د.

Log 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃, 𝑟 > ۰, −𝜋 < 𝜃 < 𝜋.

ک  ل  ی ت  وان ه:
داری  م: زی  ر ت  ک  ام  ل  ی ب  ه ص  ورت را ت  وان م  ف  ه  وم

𝑛ط  ب  ی  ع  ی ع  دد و 𝑎ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ب  رای . ۱

𝑎𝑛 = 𝑎 .𝑎 . … . 𝑎
ب  ار 𝑛

𝑚م  ن  ف  ی و ص  ح  ی  ح ع  دد ب  رای . ۲

𝑎𝑚 = ۱
𝑎−𝑚

𝑎۰ = ۱ . ۳

𝑎ح  ق  ی  ق  ی ع  دد 𝑛ام ری  ش  ه 𝑛ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  رای . ۴

𝑎
۱
𝑛 = 𝑛√𝑎 = 𝑏 ⟺ 𝑎 = 𝑏𝑛

𝑚 و 𝑛ط  ب  ی  ع  ی اع  داد ب  رای . ۵

𝑎
𝑚
𝑛 = 𝑛√𝑎𝑚
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𝑥 اص  م ع  دد و 𝑎 > ۰ ب  رای . ۶
𝑎𝑥 = 𝑒𝑥  𝑎

س  ازگ  ار آن ه  ا ب  ا و درب  ردارد را ق  ب  ل  ی ت  ع  ری  ف ه  ای ت  ع  ری  ف ه  ا، ای  ن از ک  دام ه  ر ت  ذک  ر.
اس  ت.

ه  م م  ن  ف  ی اع  داد ب  رای ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را ت  وان م  خ  ت  ل  ط، اع  داد ب  رای
م  ی ب  اش  د. س  ازگ  ار ف  وق م  ف  اه  ی  م ب  ا و اس  ت ب  رق  رار

م  ی گ  ی  ری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑧 ع  دد 𝑐 ت  وان ،𝑐 و 𝑧م  خ  ت  ل  ط اع  داد ب  رای .۸ . ۳ ت  ع  ری  ف

𝑧𝑐 = 𝑒𝑐  𝑧

اس  ت. م  ق  داری ب  ی ن  ه  ای  ت 𝑧𝑐 پ  س اس  ت، م  ق  داری ب  ی ن  ه  ای  ت log 𝑧 چ  ون ت  ذک  ر.
اس  ت. م  ق  داری ی  ک 𝑒𝑐  𝑧 ل  ی  ک  ن

م  ی گ  وی  ن  د. 𝑧𝑐 اص  ل  ی م  ق  دار را 𝑒𝑐  𝑧 .۹ . ۳ ت  ع  ری  ف

آوری  د. ب  ه دس  ت را 𝑖𝑖 اص  ل  ی م  ق  دار و م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه .۳۰ . ۳ م  ث  ال

ح  ل.
𝑖𝑖 = 𝑒𝑖  𝑖 = 𝑒𝑖   ۱+(۲𝑘𝜋+

𝜋
۲ )𝑖

= 𝑒−(۲𝑘𝜋+
𝜋
۲ ), 𝑘 = ۰, ±۱, ±۲, … .

پ  س م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑘 = ۰ ازای ب  ه اص  ل  ی م  ق  دار درن  ت  ی  ج  ه

𝑖𝑖 اص  ل  ی م  ق  دار = 𝑒−
𝜋
۲ .



م  خ  ت  ل  ط م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع ب  ر م  روری . ۵ . ۳۲۱۱

۵ . ۳ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص را (√۳ + 𝑖)۱−𝑖 اص  ل  ی م  ق  دار و م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه . ۱

ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص را (۱ − 𝑖)۱+𝑖 اص  ل  ی م  ق  دار و م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه . ۲

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  ع  ادلات . ۳

sinh 𝑧 = ۳ − ۳𝑖 ال  ف:

cosh۲ 𝑧 = ۱ − 𝑖 ب:
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۴ ف  ص  ل

م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال

ب  ا ک  ار ای  ن پ  ردازی  م. م  ی آن خ  واص ب  ررس  ی و م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ان  ت  گ  رال م  ع  رف  ی ب  ه ف  ص  ل ای  ن در
ن  ش  ان آن از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی پ  ذی  رد. ان  ج  ام ص  ف  ح  ه داخ  ل در م  ن  ح  ن  ی روی ان  ت  گ  رال از اس  ت  ف  اده
ت  ی  ل  ر ب  س  ط دارای ب  ل  ک  ه اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ب  ی ن  ه  ای  ت ب  ار ت  ن  ه  ا ن  ه ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ه  ر داد خ  واه  ی  م
ح  ق  ی  ق  ی پ  ی  چ  ی  ده م  ع  ی  ن ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ن  ت  ای  ج ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی ب  اش  د. ن  ی  ز
م  ث  لاً اس  ت. ان  ج  ام ق  اب  ل اص  ل  ی ع  م  ل چ  ه  ار م  ح  اس  ب  ات ان  ج  ام ح  د در گ  ف  ت م  ی ت  وان و ب  ه س  ادگ  ی

اس  ت. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل ب  ه س  ادگ  ی زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای


۲𝜋

۰

sin 𝑥
۴ + sin 𝑥 𝑑𝑥 , 

∞

۰

cos 𝑥
۱ + 𝑥۲ 𝑑𝑥 , 

∞

۰

sin۲ 𝑥
𝑥۲ 𝑑𝑥

ق  ض  ی  ه ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی پ  ردازی  م. آن م  ق  دم  ات  ی خ  واص و م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ب  ه م  ع  رف  ی ۱ . ۴ ب  خ  ش در
م  ح  اس  ب  ه ح  اص  ل ن  ت  ای  ج ب  ا داری  م. را آن ن  ت  ای  ج و ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ق  ض  ی  ه ی  ا ک  ش  ی-گ  ورس  ا
م  ح  اس  ب  ه ل  ران و ت  ی  ل  ر س  ری م  ع  رف  ی ب  ا ۲ . ۴ ب  خ  ش در م  ی گ  ردد. م  ق  دور ف  وق ان  ت  گ  رال ه  ای
م  ح  اس  ب  ات ک  ار آن خ  واص و م  ان  ده م  ع  رف  ی ب  ا ۳ . ۴ ب  خ  ش در ک  رد. خ  واه  ی  م س  اده ت  ر را ان  ت  گ  رال ه  ا

م  ی ده  ی  م. ت  ق  ل  ی  ل اص  ل  ی ع  م  ل چ  ه  ار م  ح  اس  ب  ات ح  د در را
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م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ۱ . ۴
ه  ر م  ی پ  ردازی  م. ص  ف  ح  ه در م  ن  ح  ن  ی از م  ف  اه  ی  م  ی ی  ادآوری ب  ه اب  ت  دا در ان  ت  گ  رال م  ع  رف  ی ب  رای
ی  ک م  خ  ت  ص  راً ی  ا م  خ  ت  ل  ط ص  ف  ح  ه در م  ن  ح  ن  ی ی  ک را 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℂ م  ان  ن  د پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع

داد. ن  م  ای  ش م  ی ت  وان زی  ر پ  ارام  ت  ری ب  ه ص  ورت را م  ن  ح  ن  ی ای  ن گ  وی  ی  م. م  ن  ح  ن  ی

𝛾(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡) 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

اس  ت. 𝑡ح  ق  ی  ق  ی م  ت  غ  ی  ر از ح  ق  ی  ق  ی ت  واب  ع 𝑦(𝑡) و 𝑥(𝑡) آن در ک  ه

دام  ن  ه ب  ا 𝑦 = 𝑥۲ م  ن  ح  ن  ی ه  م  ان 𝛾(𝑡) = 𝑡 + 𝑖𝑡۲, −۱ ≤ 𝑡 ≤ ۱ م  ن  ح  ن  ی .۱ . ۴ م  ث  ال
اس  ت. [−۱, ۱]

را م  ن  ح  ن  ی ای  ن ن  ک  ن  د. ق  ط  ع را خ  ودش اگ  ر گ  وی  ی  م س  اده م  ن  ح  ن  ی ی  ک را 𝛾(𝑡)م  ن  ح  ن  ی
م  ن  ح  ن  ی .𝛾(𝑎) = 𝛾(𝑏)ی  ع  ن  ی ب  اش  د. م  ن  ط  ب  ق ه  م ب  ر آن ان  ت  ه  ای و اب  ت  دا ن  ق  اط اگ  ر گ  وی  ی  م ب  س  ت  ه
م  ت  ن  اه  ی م  ن  ح  ن  ی ط  ول اگ  ر ب  ب  ی  ن  ی  د.) را ۱ . ۴ (ش  ک  ل گ  وی  ن  د. ج  ردن م  ن  ح  ن  ی را س  اده و ب  س  ت  ه
م  ی گ  ی  ری  م. آن روی ب  ر 𝑡اف  زای  ش ج  ه  ت را م  ن  ح  ن  ی ج  ه  ت گ  وی  ن  د. م  ت  ن  اه  ی ط  ول ب  ا را آن ب  اش  د،
ج  ه  ت را ج  ه  ت ای  ن م  ی گ  ی  ری  م. آن داخ  ل در و دای  ره روی م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت را م  ن  ح  ن  ی ج  ه  ت

م  ی دان  ی  م. م  ن  ف  ی ج  ه  ت را آن خ  لاف و ج  ردن م  ن  ح  ن  ی م  ث  ب  ت

م  ن  ح  ن  ی ان  واع :۱ . ۴ ش  ک  ل
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در م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک ∶ 𝛾(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 ک  ن  ی  د ف  رض م  خ  ت  ل  ط: ان  ت  گ  رال
ب  ه ط  وری ک  ه 𝐷ب  اش  د ⊂ ℂ دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ی  ک 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) و ص  ف  ح  ه
م  ی ده  ی  م ∫ن  ش  ان

𝐶
𝑓(𝑥) 𝑑𝑧 ب  ا ک  ه روی𝐶را 𝑓 ان  ت  گ  رال ب  اش  د. داخ  ل𝐷واق  ع م  ن  ح  ن  ی𝐶در

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 

𝐶
(𝑢 𝑑𝑥 − 𝑣 𝑑𝑦) + 𝑖

𝐶
(𝑣 𝑑𝑥 + 𝑢 𝑑𝑦).

.𝐶 ∶ 𝛾(𝑡) = 𝑡 + 𝑖𝑡۲, ۰ ≤ 𝑡 ≤ ۱ آن در ∫ک  ه
𝐶
𝑧۲ 𝑑𝑧 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۲ . ۴ م  ث  ال

ح  ل.


𝐶
𝑧۲ 𝑑𝑧 = 

𝐶
(𝑥۲ − 𝑦۲) 𝑑𝑥 − ۲𝑥𝑦 𝑑𝑦 + 𝑖

𝐶
۲𝑥𝑦 𝑑𝑥 + (𝑥۲ − 𝑦۲) 𝑑𝑦

= 
۱

۰
(𝑡۲ − 𝑡۴) 𝑑𝑡 − ۲𝑡 ⋅ 𝑡۲ ⋅ ۲𝑡𝑑𝑡 + 𝑖

۱

۰
۲𝑡 ⋅ 𝑡۲ 𝑑𝑡 + (𝑡۲ − 𝑡۴) ۲𝑡𝑑𝑡

= 𝑡
۳

۳
− 𝑡

۵

۵
− ۴

𝑡۵
۵

۱

۰

+ 𝑖𝑡
۴

۲
+ 𝑡

۴

۲
− 𝑡

۶

۳

۱

۰

= − ۲
۳
+ ۲
۳
𝑖.

م  ق  دار 𝑓(𝑧)ب  ه ج  ای∫
𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 در ک  اف  ی  س  ت ف  وق ت  ع  ری  ف ب  ازن  وی  س  ی ب  رای (۱ ت  ذک  ر.

ی  ع  ن  ی ک  ن  ی  م. س  اده و ده  ی  م ق  رار را 𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦 م  ق  دار 𝑑𝑧ب  ه ج  ای و 𝑢 + 𝑖𝑣


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 

𝐶
(𝑢 + 𝑖𝑣)(𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦).

م  ش  اب  ه ری  م  ان م  ج  م  وع ب  ه ص  ورت را م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال م  ع  م  ولاً م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع ک  ت  اب ه  ا در (۲
م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان ق  ض  ی  ه ی  ک ب  ه ع  ن  وان س  پ  س و م  ی ک  ن  ن  د ت  ع  ری  ف م  ن  ح  ن  ی روی ان  ت  گ  رال
اس  ت  ف  اده ک  ارب  رد در ری  م  ان م  ج  م  وع از ک  ت  اب ای  ن در ک  ه آن ج  ا از اس  ت. ب  رق  رار م  ا ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  د. ک  ف  ای  ت م  ا ک  ار ب  رای ف  وق ت  ع  ری  ف ن  م  ی ش  ود
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در اس  ت. ب  رق  رار م  ن  ح  ن  ی روی ان  ت  گ  رال ب  رای ک  ه م  ی آوری  م را ان  ت  گ  رال از خ  واص  ی زی  ر در
ب  ا 𝐶م  ن  ح  ن  ی ه  ای 𝐶۲و 𝐶۱و و پ  ی  وس  ت  ه م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع 𝑔 و 𝑓 ک  ه اس  ت ای  ن ب  ر ف  رض ای  ن ج  ا

ه  س  ت  ن  د. م  ت  ن  اه  ی ط  ول

داری  م: م  ن  ح  ن  ی روی ان  ت  گ  رال از . ۱


𝐶
𝑓(𝑧) + 𝑔(𝑧) 𝑑𝑧 = 

𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 +

𝐶
𝑔(𝑧) 𝑑𝑧.

داری  م: 𝛼م  خ  ت  ل  ط ع  دد ه  ر ب  رای . ۲


𝐶
𝛼𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝛼

𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

آن گ  اه: ب  اش  د ع  ک  س ج  ه  ت 𝐶−م  ن  ح  ن  ی𝐶در اگ  ر . ۳


−𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = −

𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

آن گ  اه: ب  اش  د 𝐶۱م  ن  ط  ب  ق ان  ت  ه  ای 𝐶۲ب  ر اب  ت  دای و ص  ف  ح  ه در م  ن  ح  ن  ی 𝐶۲دو 𝐶۱و اگ  ر . ۴


𝐶۱∪𝐶۲

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 
𝐶۱
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 +

𝐶۲
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه م  ش  ت  ق 𝐶دارای ∶ 𝛾(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏م  ن  ح  ن  ی اگ  ر . ۵
آن گ  اه: ب  اش  د ه  م  وار پ  ی  وس  ت  ه


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 

𝑏

𝑎
𝑓(𝛾(𝑡))𝛾′(𝑡) 𝑑𝑡.

آن گ  اه: 𝛾۲(𝑡)ب  اش  د 𝛾۱(𝑡)و م  ان  ن  د م  ت  ف  اوت پ  ارام  ت  ری ن  م  ای  ش ن  وع دو م  ن  ح  ن  ی𝐶دارای اگ  ر . ۶


𝑏۱

𝑎۱
𝑓(𝛾۱(𝑡))𝛾′۱(𝑡) 𝑑𝑡 = 

𝑏۲

𝑎۲
𝑓(𝛾۲(𝑡))𝛾′۲(𝑡) 𝑑𝑡

ن  دارد. م  ن  ح  ن  ی𝐶ب  س  ت  گ  ی ک  ردن پ  ارام  ت  ری ب  ه ن  ح  وه ان  ت  گ  رال م  ق  دار ی  ع  ن  ی
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ب  اش  ی  م م  ن  ح  ن  ی𝐶داش  ت  ه روی 𝑧ن  ق  اط ب  رای و 𝐿 ب  راب  ر ط  ول  ی م  ن  ح  ن  ی𝐶دارای اگ  ر . ۷
آن گ  اه ث  اب  ت، 𝑀ع  ددی ،|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 ≤ 𝑀𝐿.

ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝛾′(𝑡) 𝐶ب  ا ∶ 𝛾(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 و روی𝐷پ  ی  وس  ت  ه 𝑓′ و 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض . ۸
آن گ  اه داخ  ل𝐷ب  اش  د، در پ  ی  وس  ت  ه


𝐶
𝑓′(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝑓(𝛾(𝑏)) − 𝑓(𝛾(𝑎)).

ان  ت  گ  رال و دی  ف  ران  س  ی  ل ح  س  اب اس  اس  ی ق  ض  ی  ه از ت  ع  م  ی  م  ی م  ی ت  وان را خ  اص  ی  ت ای  ن ن  ک  ت  ه.
دان  س  ت.

.𝐶 ∶ 𝛾(𝑡) = 𝑡 + 𝑖𝑡۲, ۰ ≤ 𝑡 ≤ ۱ وق  ت  ی ،∫
𝐶
𝑧۲ 𝑑𝑧 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۳ . ۴ م  ث  ال

م  ی ن  وی  س  ی  م: ف  وق ۵ وی  ژگ  ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا اوّل: روش ح  ل.


𝐶
𝑧۲ 𝑑𝑧 = 

۱

۰
(𝑡 + 𝑖𝑡۲)۲(۱ + ۲𝑖𝑡) 𝑑𝑡 = ۱

۳
(𝑡 + 𝑖𝑡۲)۳

۱

۰
= ۱

۳
(۱ + 𝑖)۳.

م  ی ن  وی  س  ی  م: ف  وق ۸ وی  ژگ  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا دوم: روش


𝐶
𝑧۲ 𝑑𝑧 = 𝑧۳

۳ 
𝛾(۱)

− 𝑧
۳

۳ 
𝛾(۰)

= (۱ + 𝑖)۳
۳

.

پ  س .𝐿 = √۲ 𝑀و ≥ ۲ داری  م ان  ت  گ  رال ای  ن ب  رای


𝐶
𝑧۲ 𝑑𝑧 ≤ 𝑀 ⋅ 𝐿 = ۲√۲

ل  ی  ک  ن:
 ۱
۳
(۱ + 𝑖)۳ = ۱

۳
|۱ + 𝑖|۳ = ۱

۳
۲√۲.
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دارد ش  ه  رت ن  ی  ز ک  ش  ی-گ  ورس  ا ق  ض  ی  ه ب  ه ک  ه ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ق  ض  ی  ه ب  ی  ان ب  ه اک  ن  ون
ت  واب  ع ن  ظ  ری  ه اس  اس اس  ت م  خ  ت  ل  ط ت  واب  ع ب  رای گ  ری  ن ق  ض  ی  ه ه  م  ان ک  ه ق  ض  ی  ه ای  ن م  ی پ  ردازی  م.
از ق  ض  ی  ه ای  ن ص  ح  ت ع  ل  ت ب  ی  ان ب  رای ن  دارد. م  س  ت  ق  ی  م م  ح  اس  ب  ه ک  ارب  رد اگ  رچ  ه اس  ت م  خ  ت  ل  ط

م  ی آوری  م. اب  ت  دا در ک  ه ک  رد خ  واه  ی  م اس  ت  ف  اده گ  ری  ن ق  ض  ی  ه

ت  اب  ع ,𝑄(𝑥دو 𝑦) و 𝑃(𝑥, 𝑦) و ج  ردن م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض (گ  ری  ن). ۱ . ۴ ق  ض  ی  ه
م  ش  ت  ق  ات 𝑄دارای 𝑃و اگ  ر دارد. ق  رار ت  اب  ع دو ای  ن دام  ن  ه در آن داخ  ل 𝐶و ک  ه ب  اش  ن  د ح  ق  ی  ق  ی

آن گ  اه ب  اش  ن  د، پ  ی  وس  ت  ه اوّل م  رت  ب  ه


𝐶
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =

𝐶داخ  ل
(𝑄𝑥 − 𝑃𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

𝐷م  ی  دان روی ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع  ی 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض ک  ش  ی). ان  ت  گ  رال (ق  ض  ی  ه ۲ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن گ  اه اس  ت. 𝐷واق  ع در آن داخ  ل ه  م و خ  ودش ه  م ک  ه ب  اش  د ج  ردن م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک و


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۰.

م  ی ن  وی  س  ی  م: گ  ری  ن ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ع  ل  ت.


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 

𝐶
𝑢 𝑑𝑥 − 𝑣 𝑑𝑦 + 𝑖

𝐶
𝑣 𝑑𝑥 + 𝑢 𝑑𝑦

=
𝐶داخ  ل

(−𝑣𝑥 − 𝑢𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑖
𝐶داخ  ل

(𝑢𝑥 − 𝑣𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

و 𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 = ۰ ی  ع  ن  ی اس  ت. ب  رق  رار ک  ش  ی-ری  م  ان رواب  ط پ  س اس  ت ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑓 چ  ون
.∮
𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۰ 𝑣𝑥−پ  س − 𝑢𝑦 = ۰

ت  واب  ع م  ش  ت  ق ل  ی  ک  ن ن  م  ود. ارائ  ه را ف  وق اث  ب  ات 𝑓′(𝑧)پ  ی  وس  ت  گ  ی ف  رض ب  ا ک  ش  ی (۱ ت  ذک  ر.
را آن از اس  ت  ف  اده ه  م  و ق  ض  ی  ه ای  ن اه  م  ی  ت ه  م ارز ف  رض ای  ن ن  ی  س  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه ل  زوم  اً
داد ارائ  ه 𝑓′(𝑧)پ  ی  وس  ت  گ  ی ف  رض ب  دون اث  ب  ات  ی ده  ه چ  ه  ار از ب  ع  د گ  ورس  ا م  ی ک  ن  د. م  ح  دود

اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ه  م 𝑓′(𝑧) داد ن  ش  ان آن از اس  ت  ف  اده ب  ا و
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ص  ح  ی  ح ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ق  ض  ی  ه ه  م ب  از ب  اش  د م  ت  ن  اه  ی ط  ول ب  ا ب  س  ت  ه م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک اگ  ر (۲
اس  ت.

ب  رس  ی  م. ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول ب  ه ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ق  ض  ی  ه از ت  ا م  ی ک  ن  د ک  م  ک زی  ر خ  اص  ی  ت

ه  م از ج  دا ج  ردن م  ن  ح  ن  ی ت  ا 𝑛 ،𝐶𝑛 𝐶۱ت  ا و ج  ردن م  ن  ح  ن  ی ف  رض𝐶ی  ک .۳ . ۴ خ  اص  ی  ت
ت  ح  ل  ی  ل  ی آن ه  ا ب  ی  ن و م  ن  ح  ن  ی ه  ا ای  ن روی 𝑓 ت  ا ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن داخ  ل𝐶ب  اش  د. در

آن گ  اه اس  ت.


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =

𝑛

𝑘=۱

𝐶𝑘
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

𝐶ب  ه ن  ق  ط  ه ی  ک از اس  ت. م  ش  اب  ه ک  ل  ی ح  ال  ت م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی 𝑛 = ۲ ب  رای را ع  ل  ت ع  ل  ت.
ش  ک  ل 𝐶م  ط  اب  ق ن  ق  ط  ه ی  ک 𝐶۲ب  ه ن  ق  ط  ه ی  ک از 𝐶۲و 𝐶۱ب  ه دی  گ  ر ن  ق  ط  ه ی  ک از 𝐶۱و ن  ق  ط  ه ی  ک
ب  الای  ی ل  ب  ه ب  ب  ی  ن  ی  د.) را ۲ . ۴ (ش  ک  ل ب  ن  ام  ی  د. 𝐿۳ و 𝐿۲ ،𝐿۱ را واص  ل خ  ط  وط ای  ن ک  ن  ی  د. وص  ل
ج  ردن م  ن  ح  ن  ی دو و ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر ع  لام  ت−در ب  ا را پ  ای  ی  ن  ی ل  ب  ه ع  لام  ت+و ب  ا را م  ن  ح  ن  ی ه  ا ای  ن

ب  س  ازی  د. را زی  ر ب  ه ص  ورت

۲ . ۴ ش  ک  ل

𝐾۱ = 𝐶+ ∪ 𝐿۱ ∪ (−𝐶+۱ ) ∪ 𝐿۲ ∪ (−𝐶+۲ ) ∪ 𝐿۳
𝐾۲ = 𝐶− ∪ (−𝐿۳) ∪ (−𝐶−۲ ) ∪ (−𝐿۲) ∪ (−𝐶+۱ ) ∪ (−𝐿۱).
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ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ق  ض  ی  ه ط  ب  ق


𝐾۱
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۰ , 

𝐾۲
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۰

آن ه  ا ج  م  ع و 𝐾۲ و 𝐾۱ ده  ن  دهٔ ت  ش  ک  ی  ل م  ن  ح  ن  ی ه  ای روی ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن ک  ردن ب  از ب  ا
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 −

𝐶۱
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 −

𝐶۲
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۰

م  ی گ  ردد. ک  ام  ل اث  ب  ات ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

داری  م. زی  ر خ  اص  ی  ت در را م  ح  اس  ب  ات  ی ف  رم  ول اول  ی  ن

ی  ک 𝑧۰ و ج  ردن م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض ک  ش  ی). ان  ت  گ  رال (ف  رم  ول ۴ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن گ  اه: داخ  ل𝐶ب  اش  د. روی𝐶و ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع  ی 𝑓(𝑧) داخ  ل𝐶و در ن  ق  ط  ه


𝐶

𝑓(𝑧)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖𝑓(𝑧۰).

ب  اش  ی  م داش  ت  ه |𝑧 − 𝑧۰| < 𝛿ب  رای ت  ا ب  گ  ی  ری  د ط  وری را 𝛿 > ۰ ش  ده داده 𝜖 > ۰ ب  رای ع  ل  ت.
(ش  ک  ل ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در 𝑟 < 𝛿 وش  ع  اع 𝑧۰ ب  ه م  رک  ز دای  ره  را Γ𝜖 ح  ال .|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧۰)| < 𝜖

داری  م: ۳ . ۴ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق ب  ب  ی  ن  ی  د.) را ۳ . ۴


𝐶

𝑓(𝑧)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 = 
𝜖

𝑓(𝑧)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 = 
𝜖

𝑓(𝑧۰)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 +
𝜖

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧۰)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧.

دی  گ  ر ط  رف از


𝜖

𝑓(𝑧۰)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 = 𝑓(𝑧۰)
𝜖

۱
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 = 𝑓(𝑧۰)
۲𝜋

۰

𝑖𝑟𝑒𝑖𝜃
𝑒𝑖𝜃 𝑑𝜃 = ۲𝜋𝑖𝑓(𝑧۰)

و


𝜖

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧۰)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 ≤
𝜖
𝑟 ⋅ ۲𝜋𝑟 = ۲𝜋𝜖.
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۳ . ۴ ش  ک  ل

ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب:


𝐶

𝑓(𝑧)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 − ۲𝜋𝑖𝑓(𝑧۰) = 
𝜖

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧۰)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 ≤ ۲𝜋𝜖

ی  ا ب  اش  د ص  ف  ر ب  راب  ر ب  ای  د پ  س اس  ت. ب  رق  رار 𝜖 م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه ب  رای ن  ام  س  اوی ای  ن چ  ون


𝐶

𝑓(𝑧)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖𝑓(𝑧۰).

𝐶م  ح  اس  ب  ه ∶ ۹𝑥۲ + ۱۶𝑦۲ = ۱۴۴ م  ن  ح  ن  ی روی ∮را
𝐶
𝑒𝑧۲+𝑧
𝑧−۲ 𝑑𝑧 ان  ت  گ  رال .۴ . ۴ م  ث  ال

ک  ن  ی  د.

ف  رم  ول ط  ب  ق پ  س اس  ت. آن داخ  ل در 𝑧 = ۲ ن  ق  ط  ه و ج  ردن م  ن  ح  ن  ی م  ن  ح  ن  ی𝐶ی  ک ح  ل.
ک  ش  ی ان  ت  گ  رال


𝐶

𝑒𝑧۲ + 𝑧
𝑧 − ۲

𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖(𝑒𝑧۲ + 𝑧)

𝑧=۲

= ۲𝜋𝑖(𝑒۴ + ۲).
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ش  د. خ  واه  د اس  ت  ف  اده م  ح  اس  ب  ات در زی  ر خ  اص  ی  ت از

آن گ  اه ب  اش  د 𝑧۰ م  رک  ز ب  ه و 𝑟 ش  ع  اع ب  ه 𝐶دای  ره اگ  ر .۵ . ۴ خ  اص  ی  ت


𝐶
(𝑧 − 𝑧۰)𝑛 𝑑𝑧 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۲𝜋𝑖 𝑛 = −۱

۰ 𝑛 ≠ ۱

داری  م: ع  ل  ت.
|𝑧 − 𝑧۰| = 𝑟𝑒𝑖𝜃, ۰ ≤ 𝜃 ≤ ۲𝜋.

ای  ن ص  ورت در


𝐶
(𝑧 − 𝑧۰)𝑛 𝑑𝑧 = 

۲𝜋

۰
𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 𝑖𝑟𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 = 𝑖

۲𝜋

۰
𝑟𝑛+۱𝑒𝑖(𝑛+۱)𝜃 𝑑𝜃

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑖∫
۲𝜋

۰
𝑑𝜃 = ۲𝜋𝑖 𝑛 = −۱

𝑖𝑟𝑛+۱ 𝑒
𝑖(𝑛+۱)𝜃

𝑖(𝑛+۱) 
۲𝜋

۰
= ۰ 𝑛 ≠ ۱.

در ب  اش  د ۴ . ۴ خ  اص  ی  ت م  ان  ن  د 𝑓 و 𝑧۰ ،𝐶 ک  ن  ی  د ف  رض م  ش  ت  ق). (ف  رم  ول ۶ . ۴ خ  اص  ی  ت
و اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر م  رت  ب  ه ای ه  ر از 𝑧۰ در 𝑓ای  ن ص  ورت


𝐶

𝑓(𝑧)
(𝑧 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖 𝑓
(𝑛)(𝑧۰)
𝑛! .

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول ع  ل  ت.

𝑓(𝑧۰) =
۱

۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓(𝑧)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧

𝑧۰ ب  ه ن  س  ب  ت ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع ک  رد. داخ  ل𝐶م  ح  س  وب در م  ت  غ  ی  ر ی  ک ب  ه ع  ن  وان م  ی ت  وان را 𝑧۰
و 𝑧۰ ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق ج  ای پ  س اس  ت. ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر 𝑧 ب  ه ن  س  ب  ت ن  ی  ز م  ش  ت  ق ت  اب  ع و م  ش  ت  ق پ  ذی  ر

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب ک  رد. ع  وض ت  وان م  ی را 𝑧 ب  ه ن  س  ب  ت ان  ت  گ  رال

𝑓′(𝑧۰) =
۱

۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓(𝑧)
(𝑧 − 𝑧۰)۲

𝑑𝑧.
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اس  ت  ق  را ب  ا
𝑓(𝑛)(𝑧۰) =

𝑛!
۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓(𝑧)
(𝑧 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝑧.

ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ب  ی ن  ه  ای  ت ب  ار ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ه  ر .۷ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
دارن  د. 𝑦 و 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت م  رت  ب  ه ای ه  ر از پ  اره ای م  ش  ت  ق  ات ت  ح  ل  ی  ل  ی، ت  اب  ع ه  ر م  وه  وم  ی و

.𝐶 ∶ ۹𝑥۲ + ۱۶𝑦۲ = ۱۴۴ آن در ∮ک  ه
𝐶
 ۲𝑧
𝑧۲ 𝑑𝑧 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۵ . ۴ م  ث  ال

م  ش  ت  ق ف  رم  ول ط  ب  ق ح  ل.


𝐶

sin ۲𝑧
𝑧۲ 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖

۱! (sin ۲𝑧)
′

𝑧=۰

= ۲𝜋𝑖 ⋅ ۲ cos ۰ = ۴𝜋𝑖.

ب  پ  ردازی  م. ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ب  ه م  ی ت  وان  ی  م ای  ن ج  ا در

.∫۲𝜋

۰
۱

۲+ 𝜃 𝑑𝜃 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۶ . ۴ م  ث  ال
.𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 ب  گ  ی  ری  د س  پ  س و ب  ن  وی  س  ی  د 𝑒𝑖𝜃 ح  س  ب ب  ر را ان  ت  گ  رال اب  ت  دا ح  ل.


۲𝜋

۰

۱
۲ + cos 𝜃 𝑑𝜃 = 

۲𝜋

۰

۱

۲ + 𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃
۲

𝑑𝜃 = 
۲𝜋

۰

۲𝑒𝑖𝜃

𝑒۲𝑖𝜃 + ۴𝑒𝑖𝜃 + ۱
𝑑𝜃

𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 ⟹ 𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃
پ  س


۲𝜋

۰

۱
۲ + cos 𝜃 𝑑𝜃 = |𝑧|=۱

۲
𝑖

۱
𝑧۲ + ۴𝑧 + ۱

𝑑𝑧

= ۲
𝑖 |𝑧|=۱

۱
(𝑧 + ۲ + √۳)(𝑧 + ۲ − √۳)

𝑑𝑧

= ۲
𝑖 |𝑧|=۱

۱
𝑧+۲+√۳

𝑧 + ۲ − √۳
𝑑𝑧 = ۲

𝑖 ۲𝜋𝑖
۱

𝑧 + ۲ + √۳ 𝑧=−۲+√۳

= ۲𝜋
√۳

.



م  خ  ت  ل  ط۲۲۴ ان  ت  گ  رال . ۴ ف  ص  ل

اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول از آخ  ر در ک  ه

م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ب  ه ک  س  ی  ن  وس و س  ی  ن  وس ح  اوی م  ث  ل  ث  ات  ی ان  ت  گ  رال ه  ر روش ای  ن ب  ا ت  ذک  ر.
اس  ت. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل و ت  ب  دی  ل

.∫∞
−∞

۱
(۱+𝑥۲)۵ 𝑑𝑥 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۷ . ۴ م  ث  ال

ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت در م  ن  ح  ن  ی𝐶زی  ر روی ∮را
𝐶

۱
(۱+𝑧۲)۵ 𝑑𝑧 ان  ت  گ  رال ح  ل.

ت  ا ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در ۱ از ب  زرگ ت  ر 𝑅را ش  ع  اع ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۴ . ۴ ش  ک  ل (ب  ه .𝐶 = 𝐶𝑅 ∪ 𝐿 آن در

𝐶 = 𝐶𝑅 ∪ 𝐿 :۴ . ۴ ش  ک  ل

ای  ن ص  ورت در گ  ی  رد. داخ  ل𝐶ق  رار در 𝑖 ن  ق  ط  ه


𝐶

۱
(۱ + 𝑧۲)۵ 𝑑𝑧 = 𝐶

(𝑧 + 𝑖)−۵
(𝑧 − 𝑖)۵ 𝑑𝑧

دارد. ت  ط  ب  ی  ق م  ش  ت  ق ف  رم  ول ب  ا ان  ت  گ  رال ای  ن

𝑓(𝑧) = (𝑧 + 𝑖)−۵, 𝑛 = ۴, 𝑧۰ = 𝑖

پ  س


𝐶

۱
(۱ + 𝑧۲)۵ 𝑑𝑧 =

۲𝜋𝑖
۴!

𝑑۴
𝑑𝑧۴ (𝑧 + 𝑖)

−۵

𝑧=𝑖

= ۲𝜋𝑖
۴!

۸!
۴! (𝑧 + 𝑖)

−۹

𝑧=𝑖

= ۲𝜋𝑖 ⋅ ۸!
۴!۴!(۲𝑖)۹ =

۲𝜋 ⋅ ۸!
۴!۴!۲۹

= ۳۵𝜋
۱۲۸

.



م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال . ۱ . ۴۲۲۵

دی  گ  ر ط  رف از


𝐶

۱
(۱ + 𝑧۲)۵ 𝑑𝑧 = 

𝑅

−𝑅

۱
(۱ + 𝑥۲)۵ 𝑑𝑥 +𝐶𝑅

۱
(۱ + 𝑧۲)۵ 𝑑𝑧

و


𝐶𝑅

۱
(۱ + 𝑧۲)۵ 𝑑𝑧 ≤

۱
(𝑅۲ − ۱)۵ ⋅ 𝜋𝑅

.∫
𝐶𝑅

۱
(۱+𝑧۲)۵ 𝑑𝑧 → ۰ ،𝑅 → ∞ وق  ت  ی ک  ه پ  س

ت  س  اوی در اگ  ر ح  ال


𝑅

−𝑅

۱
(۱ + 𝑥۲)۵ 𝑑𝑥 +𝐶𝑅

۱
(۱ + 𝑧۲)۵ 𝑑𝑧 =

۳۵𝜋
۱۲۸

م  ی آوری  م: 𝑅ب  ه دس  ت → ∞


∞

−∞

۱
(۱ + 𝑥۲)۵ 𝑑𝑥 =

۳۵𝜋
۱۲۸

.

.∫∞
−∞

 ۲𝑥
۱+𝑥۲ 𝑑𝑥 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۸ . ۴ م  ث  ال

در ∮را
𝐶
𝑒۲𝑖𝑧

۱+𝑧۲ 𝑑𝑧 و ق  ب  ل م  ث  ال م  ان  ن  د م  ن  ح  ن  ی𝐶را ن  اس  ره ان  ت  گ  رال ه  ای ای  ن گ  ون  ه ب  رای ح  ل.
ب  رای ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول و م  ی گ  ی  رد داخ  ل𝐶ق  رار در 𝑖 ب  زرگ  ب  رای𝑅ه  ای م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر

اس  ت. اع  م  ال ق  اب  ل زی  ر ان  ت  گ  رال


𝐶

𝑒۲𝑖𝑧
۱ + 𝑧۲ 𝑑𝑧 = 𝐶

𝑒۲𝑖𝑧

𝑧+𝑖
𝑧 − 𝑖 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖 𝑒

−۲

۲𝑖 =
𝜋
𝑒۲ .

دی  گ  ر ط  رف از


𝐶

𝑒۲𝑖𝑧
۱ + 𝑧۲ 𝑑𝑧 = 

𝑅

−𝑅

𝑒۲𝑖𝑥
۱ + 𝑥۲ 𝑑𝑥 +𝐶𝑅

𝑒۲𝑖𝑧
۱ + 𝑧۲ 𝑑𝑧 =

𝜋
𝑒۲ .

ای  ن ص  ورت در .𝑅 → ∞ ح  ال


𝐶𝑅

𝑒۲𝑖𝑧
۱ + 𝑧۲ 𝑑𝑧 ≤

𝑒−۲𝑅

𝑅۲ − ۱
⋅ 𝜋𝑅 → ۰.



م  خ  ت  ل  ط۲۲۶ ان  ت  گ  رال . ۴ ف  ص  ل

پ  س


∞

−∞

𝑒۲𝑖𝑥
۱ + 𝑥۲ 𝑑𝑥 =

𝜋
𝑒۲

ی  ا


∞

−∞

cos ۲𝑥
۱ + 𝑥۲ 𝑑𝑥 + 𝑖

∞

−∞

sin ۲𝑥
۱ + 𝑥۲ 𝑑𝑥 =

𝜋
𝑒۲ .

پ  س


∞

−∞

cos ۲𝑥
۱ + 𝑥۲ 𝑑𝑥 =

𝜋
𝑒۲ .

ه  م  گ  را ص  ف  ر 𝐶𝑅ب  ه روی ان  ت  گ  رال م  ی ک  ردی  م ت  ب  دی  ل cos ۲𝑧 ب  ه را cos ۲𝑥 اگ  ر ت  ذک  ر.
ن  م  ی ش  د.

اس  ت. م  ش  ه  ور ک  ش  ی ن  ام  س  اوی ب  ه ک  ه م  ی گ  ردد ح  اص  ل زی  ر ن  ام  س  اوی م  ش  ت  ق ف  رم  ول از

و |𝑧 − 𝑧۰| = 𝑟 دای  ره روی 𝑓(𝑧) ک  ن  ی  د ف  رض ک  ش  ی). (ن  ام  س  اوی ۸ . ۴ خ  اص  ی  ت
داخ  ل در 𝑧۰ ه  ر ب  رای آن گ  اه .|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀 داری  م دای  ره ای  ن روی و اس  ت ت  ح  ل  ی  ل  ی آن داخ  ل

داری  م. ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر 𝐶و

|𝑓(𝑛)(𝑧۰)| ≤
𝑛!
𝑟𝑛 𝑀.

داری  م: م  ش  ت  ق ف  رم  ول ب  ن  اب  ر ع  ل  ت.

𝑓(𝑛)(𝑧۰) =
𝑛!
۲𝜋𝑖 |𝑧−𝑧۰|=𝑟

𝑓(𝑧)
(𝑧 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝑧

پ  س

|𝑓(𝑛)(𝑧۰)| =
𝑛!
۲𝜋𝑖|𝑧−𝑧۰|=𝑟

𝑓(𝑧)
(𝑧 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝑧 ≤
𝑛!
۲𝜋

𝑀
𝑟𝑛+۱ ⋅ ۲𝜋𝑟.

ی  ا
|𝑓(𝑛)(𝑧۰)| ≤

𝑛!
𝑟𝑛 𝑀.



م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال . ۱ . ۴۲۲۷

اس  ت. ث  اب  ت ک  ران دار ت  ام ت  اب  ع ه  ر ل  ی  ووی  ل). (ق  ض  ی  ه ۹ . ۴ خ  اص  ی  ت

دارای ب  ه ع  لاوه اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی و ش  ده رویℂت  ع  ری  ف ی  ا ت  ام 𝑓 ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض ع  ل  ت.
دای  ره روی را 𝑓 اگ  ر ح  ال .|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀 داری  م 𝑧 ∈ ℂ ه  ر ب  رای ی  ع  ن  ی 𝑀اس  ت. ک  ران

داری  م. دای  ره ای  ن داخ  ل در 𝑧۰ ب  رای ق  ب  ل  ی خ  اص  ی  ت ط  ب  ق ب  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در |𝑧 − 𝑧۰| = 𝑟

|𝑓′(𝑧۰)| ≤
𝑀
𝑟 .

ی  ا |𝑓′(𝑧۰)| = ۰ ،𝑧۰ ه  ر ب  رای پ  س اس  ت ب  رق  رار 𝑟 > ۰ ه  ر ب  رای ن  ام  س  اوی ای  ن چ  ون
اس  ت. ث  اب  ت 𝑓(𝑧)پ  س 𝑓′(𝑧۰) = ۰

𝑛 درج  ه از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ر داد ن  ش  ان م  ی ت  وان ل  ی  ووی  ل ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا (۱ ت  ذک  ر.
اس  ت. ری  ش  ه 𝑛دارای داد ن  ش  ان ن  ه  ای  ت در و ری  ش  ه ی  ک ح  داق  ل

دام  ن  ه م  رز روی را خ  ود م  اگ  زی  م  م م  ق  دار ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ه  ر م  ط  ل  ق ق  در داد ن  ش  ان م  ی ت  وان (۲
م  ی گ  ی  رد. ب  ه خ  ود

دارد. ش  ه  رت م  ررا ق  ض  ی  ه ب  ه و دارد ص  ح  ت ن  ی  ز ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ق  ض  ی  ه ع  ک  س (۳

ب  ه ص  ورت آوردی  م م  ث  ال ه  ا در ک  ه ان  ت  گ  رال ه  ائ  ی م  ش  اب  ه ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه (۴
ب  ع  د ب  خ  ش در ه  س  ت  ی  م. آس  ان ت  ر م  ح  اس  ب  ه دن  ب  ال م  ا ل  ی  ک  ن اس  ت م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل م  ش  اب  ه
را ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن گ  ون  ه م  ح  اس  ب  ه م  ان  ده، ع  ن  وان ت  ح  ت آخ  ر ب  خ  ش در و داری  م را س  ری ه  ا

ک  رد. خ  واه  ی  م س  اده ب  س  ی  ار

۱ . ۴ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۱



م  خ  ت  ل  ط۲۲۸ ان  ت  گ  رال . ۴ ف  ص  ل

∫𝑖−۱
𝑖+۱

𝑧𝑒𝑧۲ 𝑑𝑧 آ)

∫𝜋
۰
𝑧 cos۲ 𝑧 𝑑𝑧 ب)

∫۱

𝑖
𝑧۲𝑒۲𝑧 𝑑𝑧 ج)

∫𝑖
−𝑖
𝑧۲ sinh ۲𝑧 𝑑𝑧 د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۲

∮
|𝑧|=۱

 𝑧
𝑧(𝑧−۲)۲ 𝑑𝑧 آ)

∮
|𝑧|=۱

𝑧−۳(𝑧۲ + 𝑧 − ۱)۴ 𝑑𝑧 ب)

∮
|𝑧−۲𝑖|=۱

 𝑧
𝑧۴+۴𝑧۲ 𝑑𝑧 ج)

∮
|𝑧|=۴

 𝑧
𝑧۲(𝑧۳+۸) 𝑑𝑧 د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۳

∮
|𝑧|=𝜋۴

sin 𝑧 𝑑𝑧 آ)

∮
|𝑧|=۳

(𝑧۲ + 𝑧 + ۱) 𝑑𝑧 ب)

∮
|𝑧|=۱

(𝑧۲ + ۱) 𝑑|𝑧| ج)

∮
|𝑧|=۱

(𝑧۲ − ۱) |𝑑𝑧| د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۴

∮
|𝑧|=۲

۱
|𝑧−۱|۲ 𝑑𝑧 آ)

∮
|𝑧−۲|=۱

 𝑧
𝑧۴ 𝑑𝑧 ب)

∮
|𝑧|=۱

(𝑧 + 𝑧)۲۰ 𝑑𝑧 ج)

∮
|𝑧−۱|=۱

( 𝑧𝑧−۱)
۱۰ 𝑑𝑧 د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر م  ث  ل  ث  ات  ی ان  ت  گ  رال ه  ای . ۵

∫۲𝜋

۰
۱

۲+ ۲𝜃 𝑑𝜃 آ)

∫𝜋
۰

 𝜃
۳+ 𝜃 𝑑𝜃 ب)

∫۲𝜋

۰
sin۳۲ 𝜃𝑑𝜃 ج)

∫𝜋
۰

۲ 𝜃
۲+ 𝜃 𝑑𝜃 د)

ک  ن  ی  د. ح  س  اب را زی  ر ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای . ۶

∫∞
۰

𝑥۲+۱
(𝑥۲+۴)۲ 𝑑𝑥 آ)

∫∞
۰

۱
(𝑥۲+۱)(𝑥۲+۴)۲ 𝑑𝑥 ب)

∫∞
−∞

۱
(𝑥۲+۲𝑥+۴)۲ 𝑑𝑥 ج)

∫∞
−∞

۱
𝑥۲+𝑥+۱ 𝑑𝑥 د)



ل  ران س  ری و ت  ی  ل  ر س  ری . ۲ . ۴۲۲۹

زی  ر ن  اس  ره ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت . ۷

∫∞
−∞

۳𝑥
(𝑥۲+۱)۳ 𝑑𝑥 آ)

∫∞
۰

𝑥  ۲𝑥
(۱+𝑥۲)(۴+𝑥۲) 𝑑𝑥 ب)

∫∞
۰

𝑥۲ ۲ 𝑥
(۴+𝑥۲)۲ 𝑑𝑥 ج)

∫∞
۰

۲ 𝑥
(𝑥۲+۱)(𝑥۲+۴) 𝑑𝑥 د)

ل  ران س  ری و ت  ی  ل  ر س  ری ۲ . ۴
م  ح  اس  ب  ه در آن از اس  ت  ف  اده و آن خ  واص ب  ررس  ی ل  ران، س  ری م  ع  رف  ی ب  خ  ش ای  ن از ه  دف
ت  ا دارد ض  رورت ای  ن ک  ار ب  رای اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای ب  ه خ  ص  وص و م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ه  ای

ب  رس  ی  م. ل  ران س  ری ب  ه ان  ت  ه  ا در و ب  پ  ردازی  م ت  ی  ل  ر وس  ری ت  وان  ی س  ری س  ری، دن  ب  ال  ه، ب  ی  ان ب  ه

م  ی ن  وی  س  ی  م و اس  ت 𝑧۰ ب  راب  ر {𝑧𝑛}∞𝑛=۱ م  خ  ت  ل  ط دن  ب  ال  ه ح  د م  ی گ  وی  ی  م دن  ب  ال  ه: ح  د
واگ  را را ن  ب  اش  د ه  م  گ  را ک  ه دن  ب  ال  ه ای .lim𝑛→∞ |𝑧𝑛 − 𝑧۰| = ۰ اگ  ر lim𝑛→∞ 𝑧𝑛 = 𝑧۰

گ  وی  ی  م.

ب  ی  اب  ی  د. را  𝑖𝑛
۲+۲𝑛−۴+𝑖

(۱+𝑖)𝑛۲−𝑖𝑛+۶ دن  ب  ال  ه ح  د .۹ . ۴ م  ث  ال

را آن ح  ال م  ی ش  ود. 𝑖
𝑖+۱ ب  راب  ر ح  د ک  ن  ی  م م  ن  ظ  ور ح  ق  ی  ق  ی پ  ارام  ت  ر ی  ک را 𝑖 چ  ن  ان چ  ه ح  ل.

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی

lim
𝑛→∞


𝑖𝑛۲ + ۲𝑛 − ۴ + 𝑖
(۱ + 𝑖)𝑛۲ − 𝑖𝑛 + ۶

− 𝑖
𝑖 + ۱  = lim

𝑛→∞

(۱ + ۲𝑖)𝑛 − ۹𝑖 − ۵
(۱ + 𝑖)𝑛۲ − 𝑖𝑛 + ۶ 

= lim
𝑛→∞ 

(𝑛 − ۵)۲ + (۲𝑛 − ۹)۲
(𝑛۲ + ۶)۲ + (𝑛۲ − 𝑛)۲ 

۱
۲

=  lim𝑛→∞

( 𝑛−۵𝑛۲+۶ )
۲ + ( ۲𝑛−۹𝑛۲+۶ )

۲

۱ + (𝑛
۲−𝑛
𝑛۲+𝑖 )

۲


۱
۲

= ۰.

اس  ت. 𝑖
𝑖+۱ ب  راب  ر ح  د م  ق  دار پ  س

𝑧𝑛 → 𝑧۰ آن گ  اه ب  اش  د 𝑧۰ = 𝑥۰+𝑖𝑦۰ و 𝑧𝑛 = 𝑥𝑛+𝑖𝑦𝑛 ک  ن  ی  د ف  رض .۱۰ . ۴ خ  اص  ی  ت
.𝑦𝑛 → 𝑦۰ و 𝑥𝑛 → 𝑥۰ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر
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داری  م: م  ث  ل  ث ن  ام  س  اوی از ع  ل  ت.

|𝑧𝑛 − 𝑧۰| ≤ |𝑥𝑛 − 𝑥۰| + |𝑦𝑛 − 𝑦۰|

.𝑧𝑛 → 𝑧۰ آن گ  اه 𝑦𝑛 → 𝑦۰ و 𝑥𝑛 → 𝑥۰ اگ  ر پ  س
𝑧𝑛 → 𝑧۰ اگ  ر پ  س .|𝑦𝑛 − 𝑦۰| ≤ |𝑧𝑛 − 𝑧۰| و |𝑥𝑛 − 𝑥۰| ≤ |𝑧𝑛 − 𝑧۰| دی  گ  ر ط  رف از

.𝑦𝑛 → 𝑦۰ و 𝑥𝑛 → 𝑥۰ آن گ  اه

ن  وش  ت. م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت را ق  ب  ل  ی م  ث  ال دن  ب  ال  ه .۱۰ . ۴ م  ث  ال

𝑖𝑛۲ + ۲𝑛 − ۴ + 𝑖
(۱ + 𝑖)𝑛۲ − 𝑖𝑛 + ۶

= (۲𝑛 − ۴)(𝑛۲ + ۶) + (𝑛۲ − 𝑛)(𝑛۲ + ۱)
(𝑛۲ + ۶)۲ + (𝑛۲ − 𝑛)۲

+ 𝑖(𝑛
۲ + ۱)(𝑛۲ + ۶) − (۲𝑛 − ۴)(𝑛۲ − 𝑛)

(𝑛۲ + ۶)۲ + (𝑛۲ − 𝑛)۲ .

و ص  ورت از ح  دگ  ی  ری و 𝑛۴ ب  ر دوم ط  رف م  خ  رج و ص  ورت ت  ق  س  ی  م از ب  ع  د 𝑛 → ∞ اگ  ر ح  ال
اس  ت. ق  ب  ل  ی ح  د ه  م  ان 𝑖

۱+𝑖 ب  ا ب  راب  ر ک  ه ۱
۲ + 𝑖

۱
۲ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت دوم، ط  رف ح  د م  خ  رج

ه  م م  خ  ت  ل  ط دن  ب  ال  ه ه  ای ب  رای ح  ق  ی  ق  ی دن  ب  ال  ه ه  ای ح  د ف  رم  ول ه  ای و ق  واع  د ک  ل  ی  ه ت  ذک  ر.
اس  ت. ب  رق  رار

ن  وش  ت. م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت را ق  ب  ل  ی م  ث  ال دن  ب  ال  ه .۱۱ . ۴ م  ث  ال

lim
𝑛→∞

𝑖𝑛۲ + ۲𝑛 − ۴ + 𝑖
(۱ + 𝑖)𝑛۲ − 𝑖𝑛 + ۶

= lim
𝑛→∞

𝑖 + ۲
𝑛 −

۴
𝑛۲ +

𝑖
𝑛۲

۱ + 𝑖 − 𝑖
𝑛 +

۶
𝑛۲

=
lim𝑛→∞ 𝑖 +

۲
𝑛 −

۴
𝑛۲ +

𝑖
𝑛۲ 

lim𝑛→∞ ۱ + 𝑖 −
𝑖
𝑛 +

۶
𝑛۲ 

= 𝑖
۱ + 𝑖 .

دن  ب  ال  ه ح  د اگ  ر اس  ت 𝑠 ب  ا ب  راب  ر آن م  ق  دار ∞∑ی  ا
𝑛=۰ 𝑑𝑛 س  ری ح  د م  ی گ  وی  ی  م س  ری: ح  د

ب  اش  د. 𝑠 ب  ا ب  راب  ر م  ی ن  ام  ی  م س  ری ای  ن ج  زئ  ی م  ج  م  وع را آن ک  ه 𝑠𝑛 = ∑𝑛
𝑘=۰ 𝑑𝑛
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∑∞
𝑛=۰ 𝑧𝑛 = 𝑠 اس  ت. 𝑠 = 𝛼 + 𝑖𝛽 و 𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛 ک  ن  ی  د ف  رض .۱۱ . ۴ خ  اص  ی  ت

.∑∞
𝑛=۰ 𝑦𝑛 = 𝛽 ∞∑و

𝑛=۰ 𝑥𝑛 = 𝛼 اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر

ای  ن ص  ورت در .𝛽𝑛 = ∑𝑛
𝑘=۰ 𝑦𝑘 و 𝛼𝑛 = ∑𝑛

𝑘=۰ 𝑥𝑘 ،𝑠𝑛 = ∑𝑛
𝑘=۰ 𝑧𝑘 ب  گ  ی  ری  د ع  ل  ت.

۱۰ . ۴ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق .𝑠𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝑖𝛽𝑛

𝑠 = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 + 𝑖 lim𝑛→∞
𝛽𝑛 = 𝛼 + 𝑖𝛽.

اس  ت. ب  رق  رار ه  م م  خ  ت  ل  ط ب  رای ح  ق  ی  ق  ی س  ری ف  رم  ول ه  ای و ق  واع  د خ  واص، ک  ل  ی  ه (۱ ت  ذک  ر.
ی  ک ه  م  گ  را م  ط  ل  ق  اً س  ری ه  ر ه  م  چ  ن  ی  ن .𝑧𝑛 → ۰ آن گ  اه ب  اش  د ∞∑ه  م  گ  را

𝑛=۰ 𝑧𝑛 اگ  ر م  ث  لاً
اس  ت. ه  م  گ  را س  ری

گ  وی  ی  م. واگ  را را ن  ب  اش  د ه  م  گ  را ک  ه س  ری (۲

گ  وی  ن  د. 𝑎𝑛 ض  رای  ب و 𝑧۰ م  رک  ز ب  ه ت  وان  ی س  ری ی  ک ∞∑را
𝑛=۰ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛 س  ری ت  وان  ی: س  ری

ع  ل  ت و اس  ت ح  ق  ی  ق  ی م  ش  اب  ه ک  ه اس  ت ب  رق  رار م  خ  ت  ل  ط ت  وان  ی س  ری م  ورد در زی  ر خ  واص
اس  ت. ب  ررس  ی ق  اب  ل م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت ن  ی  ز آن ه  ا

ب  رای ب  اش  د ه  م  گ  را 𝑧۱ی ∞∑ب  رای
𝑛=۰ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛 ت  وان  ی س  ری اگ  ر (۱ .۱۲ . ۴ خ  اص  ی  ت

اس  ت. ه  م  گ  را ن  ی  ز |𝑧 − 𝑧۰| < |𝑧۱ − 𝑧۰| ب  ا 𝑧 ه  ر
|𝑧 − 𝑧۰| > |𝑧۲ − 𝑧۰| ب  ا 𝑧 ه  ر ب  رای س  ری ای  ن ب  اش  د، واگ  را 𝑧۲ ب  رای س  ری ای  ن اگ  ر (۲

اس  ت. واگ  را
ای  ن |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑅 ب  ا 𝑧ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود ۰ ≤ 𝑅 ≤ ∞ م  ان  ن  د ع  ددی (۳
و س  ری ه  م  گ  رای  ی ش  ع  اع 𝑅را ع  دد اس  ت. واگ  را |𝑧 − 𝑧۰| > 𝑅 ب  ا 𝑧ب  رای و ه  م  گ  را س  ری

گ  وی  ن  د. س  ری ه  م  گ  رای  ی م  ی  دان را |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑅دی  س  ک
ح  ص  ول ق  اب  ل اس  ت م  ش  ه  ور ه  ادام  ارد ف  رم  ول ب  ه ک  ه زی  ر ف  رم  ول ه  م  گ  رای  ی𝑅از ش  ع  اع (۴

اس  ت.

𝑅 = ۱
lim𝑛→∞

𝑛√|𝑎𝑛|
ب  اش  د.) م  وج  ود ح  د ای  ن ص  ورت  ی ک  ه (در
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گ  رف  ت. ان  ت  گ  رال و م  ش  ت  ق ج  م  ل  ه ب  ه ج  م  ل  ه م  ی ت  وان ت  وان  ی س  ری از (۵
و 𝑓′(𝑧) = ∑∞

𝑛=۱ 𝑛𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛−۱ آن گ  اه ب  اش  د 𝑓(𝑧) = ∑∞
𝑛=۰ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛 اگ  ر ی  ع  ن  ی

.∫𝑧
𝑧۰
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = ∑∞

𝑛=۰
𝑎𝑛
𝑛+۱(𝑧 − 𝑧۰)

𝑛+۱

اس  ت. ه  م  گ  را س  ری ی  ک ه  م  گ  را م  ط  ل  ق  اً س  ری ه  ر (۶
.𝑎𝑛 → ۰ آن گ  اه ب  اش  د ه  م  گ  را ف  وق س  ری اگ  ر (۷

م  خ  ت  ص  راً ی  ا م  خ  ت  ل  ط ه  ن  دس  ی س  ری را س  ری ای  ن .∑∞
𝑛=۰ 𝑧𝑛 =

۱
۱−𝑧 ،|𝑧| < ۱ ب  رای (۸

گ  وی  ن  د. ه  ن  دس  ی س  ری

داری  م. را ت  ی  ل  ر س  ری م  ع  رف  ی ش  رای  ط اک  ن  ون

|𝑧 − 𝑧۰| < 𝑅دی  س  ک روی 𝑓(𝑧) ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض ت  ی  ل  ر). (ب  س  ط ۱۳ . ۴ خ  اص  ی  ت
.𝑓(𝑧) = ∑∞

𝑛=۰
𝑓(𝑛)(𝑧۰)
𝑛! (𝑧 − 𝑧۰)𝑛 دی  س  ک ای  ن روی آن گ  اه ب  اش  د ت  ح  ل  ی  ل  ی

𝜉 و |𝑧 − 𝑧۰| < 𝜌 ب  ا م  ع  ی  ن 𝑧۰ ب  رای ب  اش  د. ث  اب  ت ع  دد ی  ک ۰ < 𝜌 < 𝑅 ک  ن  ی  د ف  رض ع  ل  ت.
م  ی ن  وی  س  ی  م: ه  ن  دس  ی س  ری ب  ه ت  وج  ه ب  ا |𝜉 − 𝑧۰| = 𝜌 ب  ا

۱
𝜉 − 𝑧 =

۱
(𝜉 − 𝑧۰) − (𝑧 − 𝑧۰)

= ۱
𝜉 − 𝑧۰

⋅ ۱
۱ − 𝑧−𝑧۰

𝜉−𝑧۰

=
∞

𝑛=۰

(𝑧 − 𝑧۰)𝑛
(𝜉 − 𝑧۰)𝑛+۱

.

ف  رم  ول ب  ه ت  وج  ه ب  ا |𝜉 − 𝑧۰| = 𝜌روی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری و ۱
۲𝜋𝑖𝑓(𝜉) در ت  س  اوی ط  رف  ی  ن ض  رب از

ن  وش  ت: م  ی ت  وان ک  ش  ی ان  ت  گ  رال

𝑓(𝑧) = ۱
۲𝜋𝑖 |𝜉−𝑧۰|=𝜌

𝑓(𝜉)
𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉 =

∞

𝑛=۰

(𝑧 − 𝑧۰)𝑛
۲𝜋𝑖 

|𝜉−𝑧۰|=𝜌

𝑓(𝜉)
(𝜉 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝜉

=
∞

𝑛=۰

𝑓(𝑛)(𝑧۰)
𝑛! (𝑧 − 𝑧۰)𝑛.

اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده ،۶ . ۴ خ  اص  ی  ت م  ش  ت  ق، ف  رم  ول از آخ  ر ت  س  اوی در ک  ه

گ  وی  ن  د. 𝑧۰ ن  ق  ط  ه ح  ول 𝑓 ت  ی  ل  ر ب  س  ط ی  ا 𝑧۰ ن  ق  ط  ه ح  ول 𝑓 ت  ی  ل  ر س  ری را ف  وق س  ری (۱ ت  ذک  ر.
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غ  ی  ر (ن  ق  ط  ه ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ن  زدی  ک  ت  ری  ن ت  ا 𝑧۰ ف  اص  ل  ه ب  ا ب  راب  ر ت  ی  ل  ر س  ری ه  م  گ  رائ  ی ش  ع  اع (۲
اس  ت. 𝑧۰ ت  ا 𝑓 ت  ح  ل  ی  ل  ی)

گ  وی  ن  د. م  ک ل  ورن س  ری را ت  ی  ل  ر س  ری 𝑧۰ = ۰ اگ  ر (۳

م  خ  ت  ل  ط م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع ب  رای ص  ورت ه  م  ان ب  ه ح  ق  ی  ق  ی م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع م  ک ل  ورن س  ری (۴
اس  ت. ب  رق  رار ه  م

ت  واب  ع م  ک ل  ورن ب  س  ط از م  ی ب  ای  س  ت  ی ح  ت  ی ال  م  ق  دور ت  اب  ع ی  ک ت  ی  ل  ر س  ری م  ح  اس  ب  ه ب  رای (۵
ن  م  ود. اس  ت  ف  اده ت  وان  ی س  ری ه  ای خ  واص و م  ق  دم  ات  ی

آوری  د. ب  ه دس  ت را 𝑓(𝑧) = 𝑧۲۰𝑒𝑧۲۰ ت  اب  ع م  ک ل  ورن ب  س  ط .۱۲ . ۴ م  ث  ال

ک  اری گ  ف  ت م  ی ش  ود ب  ن  وی  س  ی  م را ب  س  ط ای  ن ت  اب  ع م  ش  ت  ق  ات م  ح  اس  ب  ه ب  ا ب  خ  واه  ی  م اگ  ر ح  ل.
𝑤 ∈ ℂب  رای م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده ف  وق ت  ذک  ر از آن ب  رای اس  ت. ن  ام  م  ک  ن ت  ق  ری  ب  اً و ط  اق  ت ف  رس  ا

داری  م:

𝑒𝑤 =
∞

𝑛=۰

𝑤𝑛
𝑛! .

پ  س اس  ت. ب  رق  رار ده  ی  م ب  ه ج  ای𝑤ق  رار ک  ه ت  اب  ع  ی ه  ر ب  رای ت  س  اوی ای  ن پ  س

𝑒𝑧۲۰ =
∞

𝑛=۰

𝑧۲۰𝑛
𝑛! .

ک  ن  ی  م: ض  رب 𝑧۲۰ در را ت  س  اوی ط  رف  ی  ن ح  ال

𝑓(𝑧) = 𝑧۲۰𝑒𝑧۲۰ =
∞

𝑛=۰

𝑧۲۰(𝑛+۱)
𝑛! = 𝑧۲۰ + 𝑧

۴۰

۱! +
𝑧۶۰
۲! +⋯ .

آوری  د. ب  ه دس  ت را 𝑓(𝑧) = 𝑧۲+۱
(𝑧۴+۱)۲ ت  اب  ع م  ک ل  ورن س  ری .۱۳ . ۴ م  ث  ال
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م  ی گ  ی  ری  م. ک  م  ک ه  ن  دس  ی س  ری از م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای ح  ل.

۱
۱ − 𝑤 =

∞

𝑛=۰

𝑤𝑛, |𝑤| < ۱.

ب  گ  ی  ری  د: م  ش  ت  ق ط  رف  ی  ن از

۱
(۱ − 𝑤)۲ =

∞

𝑛=۱
𝑛𝑤𝑛−۱

آوری  د. ب  ه دس  ت ت  ا ک  ن  ی  د 𝑧۴−ج  ای  گ  زی  ن ب  ا ت  س  اوی𝑤را ط  رف  ی  ن در ح  ال

۱
(۱ + 𝑧۴)۲ =

∞

𝑛=۱
𝑛𝑧۴(𝑛−۱).

ک  ن  ی  م ض  رب 𝑧۲ در
𝑧۲

(۱ + 𝑧۴)۲ =
∞

𝑛=۱
𝑛𝑧۴(𝑛−۱)+۲.

ک  ن  ی  م: ج  م  ع ق  ب  ل  ی س  ری ب  ا ح  ال

𝑧۲ + ۱
(۱ + 𝑧۴)۲ =

∞

𝑛=۱
𝑛𝑧۴(𝑛−۱)+۲ +

∞

𝑛=۱
𝑛𝑧۴(𝑛−۱).

را ت  وان ه  ا ان  دی  س ت  غ  ی  ی  ر ب  ا م  ی ب  ای  س  ت  ی اب  ت  دا ک  ن  ی  م. ج  م  ع ه  م ب  ا را س  ری دو م  ی ب  ای  س  ت  ی ح  ال
ب  ه دس  ت آوری  م. ت  ا ک  ن  ی  م ی  ک  س  ان

𝑓(𝑧) = 𝑧۲ + ۱
(۱ + 𝑧۴)۲ =

∞

𝑛=۰

𝑎𝑛𝑧۲𝑛.

آن در ک  ه

𝑎𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۱
۲𝑛 +

۱
۲ 𝑛 = ۱,۳, ۵,⋯ , (۲𝑘 + ۱),⋯

۱
۲𝑛 + ۱ 𝑛 = ۰, ۲,۴,⋯ , ۲𝑘,⋯ .
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ن  دارد. ارت  ب  اط  ی م  ک ل  ورن س  ری ب  ا ک  ه م  ی پ  ردازی  م ل  ران س  ری م  ع  رف  ی ب  ه ح  ال

ت  ح  ل  ی  ل  ی) غ  ی  ر (ن  ق  ط  ه ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ی  ک 𝑧۰ ک  ن  ی  د ف  رض ل  ران). (ب  س  ط ۱۴ . ۴ خ  اص  ی  ت
ه  ر ب  رای ای  ن ص  ورت در اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑅 ای > ۰ ب  رای ،۰ < |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑅روی 𝑓 و 𝑓(𝑧)

داری  م: ۰ < |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑅 ب  ا 𝑧

𝑓(𝑧) =
∞

𝑛=−∞

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛, 𝑎𝑛 =
۱

۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓(𝑧)
(𝑧 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝑧.

.|𝑧 − 𝑧۰| =
۱
۲𝑅 از اس  ت م  ن  ح  ن  ی𝐶ع  ب  ارت آن در ک  ه

ب  گ  ی  ری  د ح  ال ب  اش  د. ۰ < |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑅 م  ی  دان از م  ع  ی  ن ن  ق  ط  ه ای 𝑧 ک  ن  ی  د ف  رض ع  ل  ت.
داخ  ل در |𝜉 − 𝑧| ≤ 𝑟دی  س  ک ت  ا ب  گ  ی  ری  د ک  وچ  ک ب  ه ق  دری را 𝑟ه  م  چ  ن  ی  ن .𝜌 = ۱

۲ (|𝑧| + 𝑅)
ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ک  وچ  ک ب  ه ق  دری ه  م را 𝜌۰ ه  م  چ  ن  ی  ن گ  ی  رد. ق  رار ۰ < |𝜉 − 𝑧۰| < 𝜌 م  ی  دان
گ  ی  رد. ق  رار |𝜉 − 𝑧| ≤ 𝑟دی  س  ک از ج  دا و |𝜉 − 𝑧۰| < 𝜌داخ  ل در |𝜉 − 𝑧۰| ≤ 𝜌۰ دی  س  ک

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۵ . ۴ ش  ک  ل (ب  ه
م  ی گ  ی  ری  م: ن  وش  ت  ن در س  ادگ  ی ب  رای

𝐶۱ ∶ |𝜉 − 𝑧۰| = 𝜌 , 𝐶۲ ∶ |𝜉 − 𝑧۰| = 𝜌۰ , 𝐾 ∶ |𝜉 − 𝑧| = 𝑟

𝐾و 𝐶۲و ،𝐶۱ م  ن  ح  ن  ی ه  ای روی ف  وق م  ع  ی  ن 𝑧 و 𝜉 م  ت  غ  ی  ر ب  رای 𝑓(𝜉)𝜉−𝑧 ت  اب  ع ای  ن ص  ورت در
پ  س اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی آن ه  ا ب  ی  ن ه  م  چ  ن  ی  ن


𝐶۱

𝑓(𝜉)
𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉 = 𝐶۲

𝑓(𝜉)
𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉 +𝐾

𝑓(𝜉)
𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉

= 
𝐶۲

𝑓(𝜉)
𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉 + ۲𝜋𝑖𝑓(𝑧)

ی  ا
𝑓(𝑧) = ۱

۲𝜋𝑖 𝐶۱

𝑓(𝜉)
𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉 −

۱
۲𝜋𝑖 𝐶۲

𝑓(𝜉)
𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉
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۵ . ۴ ش  ک  ل

داری  م: 𝜉 ∈ 𝐶۱ ب  رای


𝑧 − 𝑧۰
𝜉 − 𝑧۰

 < ۱

م  ی ن  وی  س  ی  م 𝑧 ∈ 𝐶۱ ب  رای ت  ی  ل  ر ب  س  ط م  ش  اب  ه پ  س

۱
𝜉 − 𝑧 =

۱
(𝜉 − 𝑧۰) − (𝑧 − 𝑧۰)

= ۱
𝜉 − 𝑧۰

⋅ ۱
۱ − 𝑧−𝑧۰

𝜉−𝑧۰

=
∞

𝑛=۰

(𝑧 − 𝑧۰)𝑛
(𝜉 − 𝑧۰)𝑛+۱

.

م  ی آوری  م: 𝐶۱ب  ه دس  ت روی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری و 𝑓(𝜉)۲𝜋𝑖 در ت  س  اوی ای  ن ط  رف  ی  ن ض  رب از

۱
۲𝜋𝑖 𝐶۱

𝑓(𝜉)
𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉 =

∞

𝑛=۰


۱

۲𝜋𝑖 𝐶۱

𝑓(𝜉)
(𝜉 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝜉(𝑧 − 𝑧۰)𝑛.
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داری  م: 𝜉 ∈ 𝐶۲ ب  رای


𝜉 − 𝑧۰
𝑧 − 𝑧۰

 < ۱

ح  ال  ت ای  ن در پ  س

− ۱
𝜉 − 𝑧 =

۱
(𝑧 − 𝑧۰) − (𝜉 − 𝑧۰)

= ۱
𝑧 − 𝑧۰

⋅ ۱
۱ − 𝜉−𝑧۰

𝑧−𝑧۰

=
∞

𝑛=۰

(𝜉 − 𝑧۰)𝑛
(𝑧 − 𝑧۰)𝑛+۱

.

م  ی آوری  م. 𝐶۲ب  ه دس  ت روی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری و 𝑓(𝜉)۲𝜋𝑖 در ت  س  اوی ط  رف  ی  ن ض  رب از

− ۱
۲𝜋𝑖 𝐶۲

𝑓(𝜉)
𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉 =

∞

𝑛=۰


۱

۲𝜋𝑖 𝐶۲

𝑓(𝜉)
(𝜉 − 𝑧۰)−𝑛

𝑑𝜉(𝑧 − 𝑧۰)−𝑛−۱

=
−∞

𝑚=−۱


۱

۲𝜋𝑖 𝐶۲

𝑓(𝜉)
(𝜉 − 𝑧۰)𝑚+۱

𝑑𝜉(𝑧 − 𝑧۰)𝑚.

اس  ت. گ  رف  ت  ه 𝑚ص  ورت = −𝑛 − ۱ ی  ا 𝑛 + ۱ = −𝑚ان  دی  س ت  غ  ی  ی  ر ب  ا اخ  ی  ر ت  س  اوی ک  ه
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑓(𝑧) =
∞

𝑛=−∞

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛

آن در ک  ه

𝑎𝑛 =
۱

۲𝜋𝑖 𝐶۱

𝑓(𝜉)
(𝜉 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝜉, 𝑛 = ۰, ۱, ۲,⋯

𝑎𝑛 =
۱

۲𝜋𝑖 𝐶۲

𝑓(𝜉)
(𝜉 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝜉, 𝑛 = −۱, −۲,⋯ .

در |𝜉 − 𝑧۰| =
۱
۲𝑅 و اس  ت ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑓(𝜉)

(𝜉−𝑧۰)𝑛+۱
ت  اب  ع |𝜉 − 𝑧۰| ≤ 𝜌 و |𝜉 − 𝑧۰| ≤ 𝜌ب  ی  ن چ  ون

داد. ت  ق  ل  ی  ل زی  ر ف  رم  ول ی  ک ب  ه 𝑎𝑛 ب  رای را ف  وق ف  رم  ول دو م  ی ت  وان پ  س دارد. ق  رار ن  اح  ی  ه ای  ن

𝑎𝑛 =
۱

۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓(𝜉)
(𝜉 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝜉, 𝑛 = ۰, ±۱, ±۲,⋯ .
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑧 ب  ه 𝜉 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ح  ال

𝑎𝑛 =
۱

۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓(𝑧)
(𝑧 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝑧, 𝑛 = ۰, ±۱, ±۲,⋯

م  ی گ  ردد. ک  ام  ل اث  ب  ات ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب و

ن  م  ی ت  وان  د 𝑎𝑛 و ن  ی  س  ت م  وج  ود 𝑓(𝑛)(𝑧۰)پ  س ن  ی  س  ت ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑧۰ در 𝑓(𝜉) ک  ن  ی  د ت  وج  ه ن  ک  ت  ه.
ب  اش  د. 𝑓

(𝑛)(𝑧۰)
𝑛! ب  راب  ر

گ  وی  ن  د. 𝑧۰ ن  ق  ط  ه ح  ول 𝑓 ل  ران ب  س  ط ی  ا 𝑓 ل  ران س  ری را ف  وق س  ری (۱ ت  ذک  ر.

دی  گ  ر ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ن  زدی  ک ت  ری  ن ت  ا 𝑧۰ ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ف  اص  ل  ه ب  ا ب  راب  ر س  ری ای  ن ه  م  گ  رائ  ی ش  ع  اع (۲
اس  ت. ن  ق  ط  ه ب  ه ای  ن 𝑓 ت  اب  ع

ل  ران ب  س  ط از ه  دف و اس  ت پ  ی  چ  ی  ده ف  وق ف  رم  ول ه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا 𝑎𝑛 ض  رای  ب م  ح  اس  ب  ه (۳
ض  رای  ب ای  ن آن  ه  ا از اس  ت  ف  اده ب  ا و ک  ن  ی  م م  ح  اس  ب  ه دی  گ  ر ط  ری  ق از را ب  س  ط ای  ن ک  ه اس  ت ای  ن

ک  ن  ی  م. م  ع  ی  ن اس  ت م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ه  ای ک  ه را

و م  ق  دم  ات  ی ت  واب  ع م  ک ل  ورن ب  س  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ی  ل  ر س  ری ه  م  ان  ن  د ل  ران س  ری م  ح  اس  ب  ه (۴
اس  ت. م  ق  دور ت  وان  ی س  ری ه  ای ب  خ  ص  وص خ  واص

آوری  د. ب  ه دس  ت آن ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ح  ول را 𝑓(𝑧) = 𝑧۵𝑒
۱
𝑧 ت  اب  ع ل  ران ب  س  ط .۱۴ . ۴ م  ث  ال

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ن  ی  ز ∮را
|𝑧|=۱

𝑧۵𝑒
۱
𝑧 𝑑𝑧ه  م  چ  ن  ی  ن

در م  ی ک  ی  ن  م. اس  ت  ف  اده 𝑒𝑤 = ∑∞
𝑛=۰

𝑤𝑛

𝑛! م  ک ل  ورن ب  س  ط از م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای ح  ل.
ای  ن ص  ورت

𝑓(𝑧) = 𝑧۵𝑒
۱
𝑧 = 𝑧۵

∞

𝑛=۰

۱
𝑛!

۱
𝑧𝑛 =

∞

𝑛=۰

۱
𝑛!𝑧

۵−𝑛

پ  س گ  رف  ت، ان  ت  گ  رال ج  م  ل  ه ب  ه ج  م  ل  ه م  ی ت  وان ت  وان  ی س  ری از چ  ون


|𝑧|=۱

𝑧۵𝑒
۱
𝑧 𝑑𝑧 =

∞

𝑛=۰

۱
𝑛! |𝑧|=۱

𝑧۵−𝑛 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖
۶! .

اس  ت. ش  ده ب  ی  ان ۵ . ۴ خ  اص  ی  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا آخ  ر ت  س  اوی
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م  ی  س  ر م  ش  ت  ق ف  رم  ول ی  ا ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا ان  ت  گ  رال ای  ن م  ح  اس  ب  ه ن  ک  ت  ه.
م  ی آوری  م. 𝑤ب  ه دس  ت = ۱

𝑧 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ل  ی  ک  ن ن  ب  ود،


|𝑧|=۱

𝑧۵𝑒
۱
𝑧 𝑑𝑧 = +

|𝑤|=۱

𝑒𝑤
𝑤۷ 𝑑𝑤 =

۲𝜋𝑖
۶! ⋅

𝑑۶𝑒𝑤
𝑑𝑤۶ 

𝑤=۰

= ۲𝜋𝑖
۶! .

ن  اح  ی  ه روی 𝑓(𝑧) و 𝑓(𝑧) ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ی  ک 𝑧۰ ک  ن  ی  د ف  رض .۱۵ . ۴ خ  اص  ی  ت
ای  ن ص  ورت: در ب  اش  د. ت  ح  ل  ی  ل  ی ۰ < |𝑧 − 𝑧۰| ≤ 𝑅


|𝑧−𝑧۰|=𝑅

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖 ⋅ 𝑎−۱

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑓(𝑧) ل  ران ب  س  ط ن  اح  ی  ه ای  ن روی ع  ل  ت.

𝑓(𝑧) =
∞

𝑛=−∞

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛

ب  ه دس  ت ۵ . ۴ خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  ا ب  گ  ی  ری  د ان  ت  گ  رال |𝑧 − 𝑧۰| = 𝑅روی ط  رف  ی  ن از ح  ال
آوری  د:


|𝑧−𝑧۰|=𝑅

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖𝑎−۱

غ  ی  ر 𝑧۰ ن  ق  ط  ه ح  ول 𝑓 ل  ران ب  س  ط در 𝑎𝑛 ض  رای  ب ک  ل  ی  ه خ  اص  ی  ت ای  ن ط  ب  ق ک  ن  ی  د ت  وج  ه ت  ذک  ر.
ت  وج  ه ب  ا اس  ت. م  ان  دگ  ار م  ح  اس  ب  ه ای  ن در 𝑎−۱ اث  ر ت  ن  ه  ا و ب  ی اث  ران  د ف  وق ان  ت  گ  رال م  ق  دار در 𝑎−۱ از

دارد. خ  اص اه  م  ی  ت زی  ر ت  ع  ری  ف م  ط  ل  ب ای  ن ب  ه

گ  وی  ن  د 𝑧۰ در 𝑓 م  ان  ده 𝑧۰ ن  ق  ط  ه ح  ول 𝑓 ل  ران ب  س  ط در را 𝑎−۱ ض  ری  ب (م  ان  ده). ۱ . ۴ ت  ع  ری  ف
م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان Res (𝑓, 𝑧۰) ب  ا و

.∫۲𝜋

۰
𝑒۲  𝜃 𝑑𝜃 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۱۵ . ۴ م  ث  ال
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م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر و cos 𝜃 = 𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃

۲ دادن ق  رار از ح  ل.


۲𝜋

۰
𝑒۲  𝜃 𝑑𝜃 = 

|𝑧|=۱
𝑒𝑧+

۱
𝑧
𝑑𝑧
𝑖𝑧 =

۱
𝑖 |𝑧|=۱

۱
𝑧𝑒
𝑧+ ۱

𝑧 𝑑𝑧 = ۲𝜋Res ( ۱𝑧𝑒
𝑧+ ۱

𝑧 , ۰).

ای  ن آورد. ب  ه دس  ت ت  اب  ع ای  ن ل  ران ب  س  ط در را ۱
𝑧 ض  ری  ب م  ی ب  ای  س  ت  ی م  ان  ده ای  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای

زی  ر ب  ه ص  ورت را آن اس  ت. 𝑒𝑧+
۱
𝑧 ل  ران ب  س  ط در 𝑧۰ ض  ری  ب ی  ا ث  اب  ت م  ق  دار ض  ری  ب ب  ا ب  راب  ر ض  ری  ب

م  ی ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه

𝑒𝑧+
۱
𝑧 = 𝑒𝑧 ⋅ 𝑒

۱
𝑧 = 

∞

𝑛=۰

𝑧𝑛
𝑛!

∞

𝑚=۰

𝑧−𝑚
𝑚! 

= (۱ + 𝑧
۱! +

𝑧۲
۲! +⋯)(۱ +

𝑧−۱
۱! +

𝑧−۲
۲! +⋯).

و 𝑎−۱ = ∑∞
𝑛=۰

۱
(𝑛!)۲ ن  ت  ی  ج  ه در داری  م. 𝑧۰ ج  م  ل  ه ی  ک 𝑛 = 𝑚 ه  ر ب  رای پ  س


۲𝜋

۰
𝑒۲  𝜃 𝑑𝜃 = ۲𝜋

∞

𝑛=۰

۱
(𝑛!)۲ .

اس  ت. م  ق  دور ن  ی  ز م  ش  ت  ق ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا ف  وق م  ث  ال ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ن  ک  ت  ه.


۲𝜋

۰
𝑒۲  𝜃 𝑑𝜃 = ۱

𝑖 |𝑧|=۱

۱
𝑧𝑒
𝑧+ ۱

𝑧 𝑑𝑧 = ۱
𝑖 |𝑧|=۱

۱
𝑧𝑒
𝑧𝑒

۱
𝑧 𝑑𝑧

= ۱
𝑖 |𝑧|=۱

𝑒𝑧
𝑧 

∞

𝑛=۰

۱
𝑛!

۱
𝑧𝑛  𝑑𝑧 =

۱
𝑖

∞

𝑛=۰

۱
𝑛! |𝑧|=۱

𝑒𝑧
𝑧𝑛+۱ 𝑑𝑧

= ۱
𝑖

∞

𝑛=۰

۱
𝑛!

۲𝜋𝑖
𝑛! = ۲𝜋

∞

𝑛=۰

۱
(𝑛!)۲ .

۲ . ۴ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ت  واب  ع م  ک ل  ورن ب  س  ط . ۱
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𝑓(𝑧) = ۱
۱+𝑧۴ آ)

𝑓(𝑧) = ۱
(۴+𝑧۲)۲ ب)

𝑓(𝑧) = ۱
(۱+𝑧)۴ ج)

𝑓(𝑧) = ۱
(۲+۴𝑧۲)۳ د)

ب  ن  وی  س  ی  د. را زی  ر ت  واب  ع م  ک ل  ورن ب  س  ط . ۲

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 sin 𝑧 آ)

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧۲+۲𝑧 ب)

𝑓(𝑧) = sin۲ 𝑧۳ ج)

𝑓(𝑧) = ∫
𝑧

۰
sin 𝑡۴ 𝑑𝑡 د)

آوری  د. ب  ه دس  ت 𝑧۰ = ۱ ح  ول را زی  ر ت  واب  ع ت  ی  ل  ر ب  س  ط . ۳

𝑓(𝑧) = ۱
𝑧۲ آ)

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧۲ ب)

𝑓(𝑧) = 𝑧۲𝑒𝑧 ج)

𝑓(𝑧) = 𝑧۲+𝑧+۱
𝑧۳+𝑧۲−۲𝑧 د)

آوری  د. ب  ه دس  ت م  خ  ت  ص  ات م  ب  دأ ح  ول را زی  ر ت  واب  ع ل  ران ب  س  ط . ۴

𝑓(𝑧) = ۱
𝑧۴(۱+𝑧۲) آ)

𝑓(𝑧) = ۴𝑧+۱
𝑧۱۰+𝑧۵ ب)

𝑓(𝑧) = ۴𝑧+۱
(𝑧۲−𝑧)۲ ج)

𝑓(𝑧) = ۴𝑧۲+۳
𝑧۲−۴𝑧 د)

آوری  د. ب  ه دس  ت م  خ  ت  ص  ات م  ب  دأ ح  ول را زی  ر ت  واب  ع ل  ران ب  س  ط . ۵

𝑓(𝑧) = 𝑧۴ sin ۱
𝑧۲ آ)

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 cos ۱
𝑧 ب)

𝑓(𝑧) = 𝑧۲ tan ۱
𝑧 ج)

𝑓(𝑧) = coth 𝑧 د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۶

∮
|𝑧|=۱

𝑧۲ tan ۱
𝑧 𝑑𝑧 آ)

∮
|𝑧|=۱

𝑒𝑥 𝑑𝑧 ب)

∫۲𝜋

۰
𝑒۲  𝜃 𝑑𝜃 ج)

∫۲𝜋

۰
sin(cos 𝜃) 𝑑𝜃 د)
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ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای و م  ان  ده ۳ . ۴
ی  ع  ن  ی 𝑧۰ ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ح  ول 𝑓 ت  اب  ع ل  ران ب  س  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش در

𝑓(𝑧) =
∞

𝑛=−∞

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛, ۰ < |𝑧 − 𝑧۰| < 𝑅

ب  س  ط در 𝑎−۱ ب  راب  ر ک  ه دادی  م ن  ش  ان Res (𝑓, 𝑧۰) ب  ا و ک  ردی  م ت  ع  ری  ف را 𝑧۰ ن  ق  ط  ه در 𝑓 م  ان  ده
ای  ن ص  ورت در ب  اش  د ۰ < 𝑟 < 𝑅 اگ  ر دادی  م ن  ش  ان ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ف  وق


|𝑧−𝑧۰|=𝑟

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖Res (𝑓, 𝑧۰) = ۲𝜋𝑖𝑎−۱

ف  ق  ط ن  ی  س  ت. ل  ران س  ری ک  ام  ل م  ح  اس  ب  ه ب  ه ن  ی  از ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن گ  ون  ه م  ح  اس  ب  ه ب  رای پ  س
ب  رای را روش ه  ائ  ی ک  ه اس  ت ای  ن ب  خ  ش ای  ن از ه  دف آوری  م. ب  ه دس  ت را م  ان  ده ی  ا 𝑎−۱ ک  اف  ی  س  ت
ان  ت  گ  رال ه  ای ت  ب  دی  ل ب  ا ک  ه دی  دی  م گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش ه  ای در ه  م  چ  ن  ی  ن ده  ی  م. ارائ  ه م  ان  ده م  ح  اس  ب  ه
ای  ن دی  گ  ر ه  دف اس  ت. م  ق  دور ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن گ  ون  ه م  ح  اس  ب  ه م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ه  ای ب  ه ح  ق  ی  ق  ی
ک  ن  ی  م. ب  ی  ان م  ان  ده ح  س  ب ب  ر را ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای ای  ن گ  ون  ه م  ق  دار ک  ه اس  ت ای  ن ب  خ  ش
ع  م  ل چ  ه  ار ع  م  ل  ی  ات ح  د ت  ا ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن گ  ون  ه م  ح  اس  ب  ه ک  ار دو ای  ن ان  ج  ام ب  ا دی  د خ  واه  ی  م
ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ک  ه داری  م را م  ان  ده ق  ض  ی  ه اب  ت  دا در م  ی ی  اب  د. ت  ق  ل  ی  ل ح  س  اب اص  ل  ی

م  ی ک  ن  د. آس  ان را م  خ  ت  ل  ط

،𝑧𝑛 ت  ا 𝑧۱ و ج  ردن م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض م  ان  ده). (ق  ض  ی  ه ۱۶ . ۴ خ  اص  ی  ت
𝑓 ت  ک  ی  ن ن  ق  اط ک  ه 𝑧𝑛 ت  ا 𝑧۰ ن  ق  اط در ب  ه ج  ز داخ  ل و روی 𝑓(𝑧) ت  اب  ع و آن داخ  ل در ن  ق  ط  ه 𝑛

آن گ  اه اس  ت. ت  ح  ل  ی  ل  ی ه  س  ت  ن  د


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘).

ان  ت  خ  اب ط  وری را ،𝑘 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛 ک  وچ  ک، 𝑟𝑘 ش  ع  اع و 𝑧𝑘 𝐶𝑘ب  ه م  رک  ز دای  ره ه  ای ع  ل  ت.
خ  اص  ی  ت ط  ب  ق ای  ن ص  ورت در ب  اش  ن  د. ه  م از ج  دا ک  ام  لاً داخ  ل𝐶و در دی  س  ک 𝑛ای  ن ت  ا ک  ن  ی  د
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ن  وش  ت: م  ی ت  وان ۳ . ۴


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =

𝑛

𝑘=۱

𝐶𝑘
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘).

ن  وش  ت  ه ای  م. ۱۵ . ۴ خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا را اخ  ی  ر ت  س  اوی ک  ه

زی  ر 𝐶م  ن  ح  ن  ی آن در ∮ک  ه
𝐶

۱
(𝑧۲+۱)(𝑧۲+۴) 𝑑𝑧 ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۱۶ . ۴ م  ث  ال

اس  ت.

۶ . ۴ ش  ک  ل

م  ان  ده ق  ض  ی  ه ط  ب  ق پ  س .۲𝑖 و 𝑖 از داخ  ل𝐶ع  ب  ارت  ن  د در ت  اب  ع ت  ک  ی  ن ن  ق  اط ح  ل.


𝐶

۱
(۱ + 𝑧۲)(۴ + 𝑧۲) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖Res (𝑓, 𝑖) + Res (𝑓, ۲𝑖).

م  ح  اس  ب  ه ب  رای ن  ی  س  ت. س  اده چ  ن  دان ۲𝑖 و 𝑖 ن  ق  ط  ه ح  ول ۱
(۱+𝑧۲)(۴+𝑧۲) ت  اب  ع ل  ران س  ری م  ح  اس  ب  ه

م  ی ده  ی  م. ان  ت  گ  رال در ت  غ  ی  ی  رات  ی اب  ت  دا ان  ت  گ  رال
۱

(۱ + 𝑧۲)(۴ + 𝑧۲) =
۱
۳

۱
۱ + 𝑧۲ −

۱
۳

۱
۴ + 𝑧۲ .

پ  س


𝐶

۱
(۱ + 𝑧۲)(۴ + 𝑧۲) 𝑑𝑧 =

۱
۳|𝑧−𝑖|=۱

۱
۱ + 𝑧۲ 𝑑𝑧 −

۱
۳|𝑧−۲𝑖|=۱

۱
۴ + 𝑧۲ 𝑑𝑧

= ۲𝜋𝑖
۳
Res ( ۱

۱ + 𝑧۲ , 𝑖) −
۲𝜋𝑖
۳
Res ( ۱

۴ + 𝑧۲ , ۲𝑖).
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اس  ت. آس  ان ت  ر ت  اب  ع دو ای  ن ب  رای ل  ران س  ری م  ح  اس  ب  ه

۱
۱ + 𝑧۲ =

۱
𝑧 − 𝑖 ⋅

۱
𝑧 + 𝑖 =

۱
𝑧 − 𝑖 ⋅

۱
(𝑧 − 𝑖) + ۲𝑖 =

۱
𝑧 − 𝑖 ⋅

۱
۲𝑖 ⋅

۱
۱ + 𝑧−𝑖

۲𝑖

= ۱
۲𝑖 ⋅

۱
𝑧 − 𝑖

∞

𝑛=۰
(−۱)𝑛𝑧 − 𝑖

۲𝑖

𝑛
=

∞

𝑛=۰

(−۱)𝑛
(۲𝑖)𝑛+۱ (𝑧 − 𝑖)

𝑛−۱.

پ  س
Res ( ۱

۱ + 𝑧۲ , 𝑖) =
۱
۲𝑖 .

۱
۴ + 𝑧۲ =

۱
𝑧 − ۲𝑖 ⋅

۱
𝑧 + ۲𝑖 =

۱
𝑧 − ۲𝑖 ⋅

۱
(𝑧 − ۲𝑖) + ۴𝑖 =

۱
۴𝑖 ⋅

۱
𝑧 − ۲𝑖 ⋅

۱
۱ + 𝑧−۲𝑖

۴𝑖

= ۱
۴𝑖 ⋅

۱
𝑧 − ۲𝑖

∞

𝑛=۰
(−۱)𝑛𝑧 − ۲𝑖

۴𝑖

𝑛
=

∞

𝑛=۰

(−۱)𝑛
(۴𝑖)𝑛+۱ (𝑧 − ۲𝑖)𝑛−۱.

پ  س
Res ( ۱

۴ + 𝑧۲ , ۲𝑖) =
۱
۴𝑖 .

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب


𝐶

۱
(۱ + 𝑧۲)(۴ + 𝑧۲) 𝑑𝑧 =

۲𝜋𝑖
۳

۱
۲𝑖 −

۲𝜋𝑖
۳

۱
۴𝑖 =

𝜋
۳
− 𝜋
۶
= 𝜋

۶
.

ق  اب  ل آس  ان ت  ر ب  ه م  رات  ب ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا ان  ت  گ  رال ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه ن  ک  ت  ه.
چ  ون اس  ت. م  ح  اس  ب  ه


𝐶

۱
(۱ + 𝑧۲)(۴ + 𝑧۲) 𝑑𝑧 = |𝑧−𝑖|= ۱

۲

۱
(𝑧+𝑖)(𝑧۲+۴)
𝑧 − 𝑖 𝑑𝑧 +

|𝑧−۲𝑖|= ۱
۲

۱
(𝑧۲+۱)(𝑧+۲𝑖)
𝑧 − ۲𝑖 𝑑𝑧

= ۲𝜋𝑖
(𝑧 + 𝑖)(𝑧۲ + ۴) 

𝑧=𝑖

+ ۲𝜋𝑖
(𝑧۲ + ۱)(𝑧 + ۲𝑖) 

𝑧=۲𝑖

= ۲𝜋𝑖
۶𝑖 +

۲𝜋𝑖
−۱۲𝑖 =

𝜋
۳
− 𝜋
۶
= 𝜋

۶
.



ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای و م  ان  ده . ۳ . ۴۲۴۵

م  ان  ده از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل م  ی آی  د زی  ر در ک  ه م  ان  ده م  ح  اس  ب  ه روش ب  ا ل  ی  ک  ن
م  ی ش  ود. آس  ان ت  ر

و 𝑎−𝑚 ≠ ۰ ،𝑚 > ۰ ب  رای 𝑧۰ ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ح  ول 𝑓 ل  ران ب  س  ط در اگ  ر :𝑚 م  رت  ب  ه ق  ط  ب
ق  ط  ب گ  وی  ن  د. 𝑓 ت  اب  ع 𝑚ام م  رت  ب  ه از ق  ط  ب ی  ک را 𝑧۰ ای  ن ص  ورت در .𝑛 < −𝑚ب  رای 𝑎𝑛 = ۰

گ  وی  ن  د. س  اده ق  ط  ب را اوّل م  رت  ب  ه
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑧۰ ح  ول را 𝑓 ل  ران ب  س  ط ح  ال  ت ای  ن در

𝑓(𝑧) = 𝑎−𝑚
(𝑧 − 𝑧۰)𝑚

+ 𝑎−𝑚+۱
(𝑧 − 𝑧۰)𝑚−۱

+⋯+ 𝑎−۱
𝑧 − 𝑧۰

+
∞

𝑛=۰

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛.

اس  اس  ی ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه را آن ب  اش  د ق  ط  ب غ  ی  ر ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ی  ک 𝑧۰ ن  ق  ط  ه اگ  ر اس  اس  ی: ت  ک  ی  ن
گ  وی  ن  د.

آن از ق  ب  ل م  ی ش  ود. آس  ان م  ی آی  د، زی  ر در ک  ه خ  اص  ی  ت  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ان  ده م  ح  اس  ب  ه
𝑚داری  م. م  رت  ب  ه ق  ط  ب ت  ش  خ  ی  ص ب  رای را زی  ر خ  اص  ی  ت

𝑝(𝑧۰) ≠ ۰ ت  ح  ل  ی  ل  ی، ت  واب  ع  ی 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧) ،𝑓(𝑧) = 𝑝(𝑧)
𝑞(𝑧) ک  ن  ی  د ف  رض .۱۷ . ۴ خ  اص  ی  ت

م  رت  ب  ه از ری  ش  ه ی  ک 𝑧۰ آن گ  اه .𝑞𝑚(𝑧۰) ≠ ۰ و 𝑞(𝑚−۱)(𝑧۰) = ۰ ت  ا 𝑞′(𝑧۰) = ۰ ،𝑞(𝑧۰) = ۰ و
اس  ت. 𝑓(𝑧) 𝑚ام م  رت  ب  ه از ق  ط  ب ی  ک و 𝑞(𝑧) 𝑚ام

اس  ت. زی  ر ت  ی  ل  ر ب  س  ط دارای 𝑧۰ ن  ق  ط  ه ه  م  س  ای  گ  ی در 𝑞(𝑧)ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ع  ل  ت.
𝑞(𝑧) = 𝑎𝑚(𝑧 − 𝑧۰)𝑚 + 𝑎𝑚+۱(𝑧 − 𝑧۰)𝑚+۱ + 𝑎𝑚+۲(𝑧 − 𝑧۰)𝑚+۲ +⋯

= (𝑧 − 𝑧۰)𝑚𝑎𝑚 + 𝑎𝑚+۱(𝑧 − 𝑧۰) + 𝑎𝑚+۲(𝑧 − 𝑧۰)۲ +⋯
پ  س

𝑓(𝑧) = ۱
(𝑧 − 𝑧۰)𝑚

⋅ 𝑝(𝑧)
𝑎𝑚 + 𝑎𝑚+۱(𝑧 − 𝑧۰) + 𝑎𝑚+۲(𝑧 − 𝑧۰)۲ +⋯

= 𝑔(𝑧)
(𝑧 − 𝑧۰)𝑚

پ  س م  ی ب  اش  د. 𝑔(𝑧) = 𝑝(𝑧۰)
𝑎𝑚

ب  ا ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع  ی 𝑧۰ در 𝑔(𝑧) آن در ک  ه

𝑓(𝑧) = ۱
(𝑧 − 𝑧۰)𝑚


𝑝(𝑧۰)
𝑎𝑚

+ 𝑏۱(𝑧 − 𝑧۰) + 𝑏۲(𝑧 − 𝑧۰)۲ +⋯.
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𝑚اس  ت. م  رت  ب  ه از ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ پ  س

در ب  اش  د. (𝑧 − 𝑧۰)𝑚 ف  اک  ت  ور دارای و چ  ن  دج  م  ل  ه ای ی  ک 𝑞(𝑧)ف  وق در اگ  ر .۱۸ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه
𝑚اس  ت. م  رت  ب  ه از ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ ای  ن ص  ورت

اس  ت. 𝑓 ت  اب  ع ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ ک  ن  ی  د ف  رض م  ان  ده). (م  ح  اس  ب  ه ۱۹ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن گ  اه ب  اش  د س  اده ق  ط  ب  ی 𝑧۰ اگ  ر (۱

Res (𝑓, 𝑧۰) = lim
𝑧→𝑧۰

(𝑧 − 𝑧۰)𝑓(𝑧).

𝑞′(𝑧۰) ≠ ۰ و 𝑞(𝑧۰) = ۰ و 𝑝(𝑧۰) ≠ ۰ و ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧) ،𝑓(𝑧) = 𝑝(𝑧)
𝑞(𝑧) اگ  ر (۲

آن گ  اه ب  اش  د
Res (𝑓, 𝑧۰) =

𝑝(𝑧۰)
𝑞′(𝑧۰)

.

ب  اش  د 𝑚ام م  رت  ب  ه از ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ اگ  ر (۳

Res (𝑓, 𝑧۰) =
۱

(𝑚 − ۱)! lim𝑧→𝑧۰

𝑑𝑚−۱
𝑑𝑧𝑚−۱ (𝑧 − 𝑧۰)

𝑚𝑓(𝑧).

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑧۰ در 𝑓 ل  ران ب  س  ط ب  اش  د س  اده ق  ط  ب 𝑧۰ اگ  ر (۱ ع  ل  ت.

𝑓(𝑧) = 𝑎−۱
𝑧 − 𝑧۰

+
∞

𝑛=۱
𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛.

پ  س
Res (𝑓, 𝑧۰) = 𝑎−۱ = lim

𝑧→𝑧۰
(𝑧 − 𝑧۰)𝑓(𝑧).

ای  ن ص  ورت در ب  اش  د س  اده ق  ط  ب 𝑧۰ و 𝑓(𝑧) = 𝑝(𝑧)
𝑞(𝑧) اگ  ر (۲

𝑓(𝑧) = ۱
𝑧 − 𝑧۰

⋅ 𝑝(𝑧)
𝑞′(𝑧۰) + 𝑞″(𝑧۰)

(𝑧−𝑧۰)
۲! +⋯
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پ  س
lim
𝑧→𝑧۰

(𝑧 − 𝑧۰)𝑓(𝑧) =
𝑝(𝑧۰)
𝑞′(𝑧۰)

.

از ع  ب  ارت  س  ت 𝑧۰ ح  ول 𝑓 ل  ران ب  س  ط 𝑚ب  اش  د. م  رت  ب  ه از ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ اگ  ر (۳

𝑓(𝑧) = 𝑎−𝑚
(𝑧 − 𝑧۰)𝑚

+ 𝑎−𝑚+۱
(𝑧 − 𝑧۰)𝑚−۱

+⋯+ 𝑎−۱
𝑧 − 𝑧۰

+
∞

𝑛=۰

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑚.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت (𝑧 − 𝑧۰)𝑚 در ت  س  اوی ای  ن ط  رف  ی  ن ض  رب از

(𝑧−𝑧۰)𝑚𝑓(𝑧) = 𝑎−𝑚+𝑎−𝑚+۱(𝑧−𝑧۰)+⋯+𝑎−۱(𝑧−𝑧۰)𝑚−۱+
∞

𝑛=۰

𝑎𝑛(𝑧−𝑧۰)𝑛+𝑚.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ش  ت  ق گ  ی  ری 𝑚)ب  ار − ۱) ب  ا

𝑑𝑚−۱
𝑑𝑧𝑚−۱ (𝑧 − 𝑧۰)

𝑚𝑓(𝑧) = (𝑚 − ۱)!𝑎−۱ +
∞

𝑛=۰

(𝑛 + 𝑚)!
𝑛! 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛+۱

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  ط  ل  وب ن  ت  ی  ج  ه 𝑧 → 𝑧۰ اگ  ر ح  ال

اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل ل  ران ب  س  ط ب  ا ف  ق  ط م  ان  ده ب  اش  د اس  اس  ی ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ی  ک 𝑧۰ اگ  ر ت  ذک  ر.

.۱۶ . ۴ م  ث  ال ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۱۷ . ۴ م  ث  ال

چ  ون داخ  ل𝐶ه  س  ت  ن  د. ت  ک  ی  ن ن  ق  اط ۲𝑖 و 𝑖 و 𝑓(𝑧) = ۱
(𝑧۲+۱)(𝑧۲+۴) داری  م ح  ل.

𝑓(𝑧) = ۱
(𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖)(𝑧 − ۲𝑖)(𝑧 + ۲𝑖)

ف  وق خ  اص  ی  ت (۱ ط  ب  ق ن  ت  ی  ج  ه در س  اده ان  د. ق  ط  ب دو ه  ر

Res (𝑓, 𝑖) = ۱
(𝑧 + 𝑖)(𝑧۲ + ۴) 

𝑧=𝑖

= ۱
۶𝑖

و
Res (𝑓, ۲𝑖) = ۱

(𝑧۲ + ۱)(𝑧 + ۲𝑖) 
𝑧=۲𝑖

= − ۱
۱۲𝑖 .
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م  ان  ده ق  ض  ی  ه ط  ب  ق پ  س


𝐶

۱
(𝑧۲ + ۱)(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖 ۱

۶𝑖 −
۱
۱۲𝑖
 = 𝜋

۶
.

.∮
|𝑧|=۱

𝑧+۱
𝑧  𝑧 𝑑𝑧 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۱۸ . ۴ م  ث  ال

ی  ک 𝑧 = ۰ ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. 𝑧۰ = ۰ ن  ق  ط  ه ف  ق  ط ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ت  ن  ه  ا ح  ل.
اس  ت. دوم م  رت  ب  ه ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ = ۰ پ  س اس  ت. sin 𝑧 اوّل م  رت  ب  ه ری  ش  ه

Res (𝑓, ۰) = ۱
۱! lim𝑧→۰

𝑑
𝑑𝑧𝑧

۲ 𝑧 + ۱
𝑧 sin 𝑧

= lim
𝑧→۰

𝑑
𝑑𝑧

𝑧 + ۱

۱ − 𝑧۲
۳! +⋯

م  ی ده  ی  م) ق  رار م  ک ل  ورن ب  س  ط س  ی  ن  وس (ب  ه ج  ای

= lim
𝑧→۰

۱ ⋅ (۱ − 𝑧۳

۳! +⋯) − (−
۲
۳𝑧 +⋯)(𝑧 + ۱)

(۱ − 𝑧۲
۳! +⋯)

۲
= ۱.

پ  س


|𝑧|=۱

𝑧 + ۱
𝑧 sin 𝑧 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖.

ک  ن  ی  د. ح  س  اب را زی  ر ان  ت  گ  رال .۱۹ . ۴ م  ث  ال


|𝑧|=۱

𝑧۶ sin 𝑧 𝑑𝑧

و 𝑧 = ۱
𝑧 ان  ت  گ  رال گ  ی  ری م  س  ی  ر روی پ  س 𝑧𝑧 = ۱ داری  م |𝑧| = ۱ دای  ره روی چ  ون ح  ل.


|𝑧|=۱

𝑧۶ sin 𝑧 𝑑𝑧 = 
|𝑧|=۱

𝑧۶ sin ۱
𝑧 𝑑𝑧.
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اس  اس  ی ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ی  ک و اس  ت |𝑧| = ۱ داخ  ل در ت  اب  ع ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ت  ن  ه  ا 𝑧۰ = ۰ ن  ق  ط  ه
داری  م: ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده ل  ران ب  س  ط از م  ی ب  ای  س  ت  ی م  ان  ده ت  ع  ی  ی  ن ب  رای پ  س اس  ت.

sin𝑤 =
∞

𝑛=۰

(−۱)𝑛
(۲𝑛 + ۱)!𝑤

۲𝑛+۱

پ  س

sin ۱
𝑧 =

∞

𝑛=۰

(−۱)𝑛
(۲𝑛 + ۱)!

۱
𝑧۲𝑛+۱ .

ن  ت  ی  ج  ه در

𝑧۶ sin ۱
𝑧 =

∞

𝑛=۰

(−۱)𝑛
(۲𝑛 + ۱)!𝑧

−۲𝑛+۵.

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑛 = ۳ ب  رای ک  ه اس  ت 𝑎−۱ ض  ری  ب ب  ا ب  راب  ر م  ان  ده

Res (𝑧۶ sin ۱
𝑧, ۰) =

(−۱)۳
۷! = −۱

۷! .

ن  ت  ی  ج  ه: در


|𝑧|=۱

𝑧۶ sin 𝑧 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖Res (𝑧۶ sin ۱
𝑧, ۰) = −

۲𝜋𝑖
۷! .

م  ی پ  ردازی  م. م  ان  ده از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ب  ی  ان ب  ه اک  ن  ون

ک  ه ب  اش  د ه  م  واری ح  ق  ی  ق  ی م  ت  غ  ی  ره دو ,𝑄(𝑥ت  اب  ع  ی 𝑦) ک  ن  ی  د ف  رض .۲۰ . ۴ خ  اص  ی  ت
اگ  ر اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱ دای  ره روی

𝑓(𝑧) = ۱
𝑖𝑧𝑄

۱
۲
(𝑧 + ۱

𝑧),
۱
۲𝑖 (𝑧 −

۱
𝑧)

آن گ  اه ب  اش  د،


۲𝜋

۰
𝑄(cos 𝜃, sin 𝜃) 𝑑𝜃 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘)

اس  ت. واح  د دای  ره داخ  ل در 𝑓 ت  ک  ی  ن ن  ق  اط 𝑧𝑘 ت  ا 𝑧۱ آن در ک  ه
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دادن ق  رار از ع  ل  ت.

sin 𝜃 = 𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃
۲𝑖 , cos 𝜃 = 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

۲

داری  م: ف  وق ان  ت  گ  رال در


۲𝜋

۰
𝑄
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

۲
, 𝑒
𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

۲𝑖  𝑑𝜃 = 
۲𝜋

۰
𝑓(𝑒𝑖𝜃)𝑖𝑒𝑖𝜃 𝑑𝜃.

و 𝑖𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 = 𝑑𝑧ای  ن ص  ورت در 𝑒𝑖𝜃 = 𝑧 ب  گ  ی  ری  د ح  ال


۲𝜋

۰
𝑄(cos 𝜃, sin 𝜃) 𝑑𝜃 = 

|𝑧|=۱
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘)

واح  دان  د. دای  ره داخ  ل در 𝑓 ت  ک  ی  ن ن  ق  اط 𝑧𝑘ه  ا ک  ه

م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۲۰ . ۴ م  ث  ال


۲𝜋

۰

sin۲ 𝜃
۲ + sin𝜃 𝑑𝜃.

ح  ل.

𝑓(𝑒𝑖𝜃) = ۱
𝑖𝑒𝑖𝜃 ⋅

 𝑒
𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃

۲𝑖 
۲

۲ +  𝑒
𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃
۲𝑖 

= − ۱
۲
⋅ 𝑒

۲𝑖𝜃 + 𝑒−۲𝑖𝜃 − ۲
۴𝑖𝑒𝑖𝜃 + 𝑒۲𝑖𝜃 − ۱

.

پ  س

𝑓(𝑧) = − ۱
۲
⋅ 𝑧

۲ + 𝑧−۲ − ۲
𝑧۲ + ۴𝑖𝑧 − ۱

= − ۱
۲𝑧۲ ⋅

𝑧۴ − ۲𝑧۲ + ۱
𝑧۲ + ۴𝑖𝑧 − ۱

.

و 𝑧 = ۰ ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه دو پ  س .𝑧 = −۲𝑖 ± √۳𝑖 و 𝑧 = ۰ از ع  ب  ارت  ن  د 𝑓 ت  ک  ی  ن ن  ق  اط
اس  ت. دو م  رت  ب  ه ق  ط  ب 𝑧 = ۰ ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه دارن  د. ق  رار واح  د دی  س  ک داخ  ل در 𝑧 = √۳𝑖 − ۲𝑖

پ  س

Res (𝑓, 𝑖) = ۱
(۲ − ۱)! lim𝑧→𝑖

𝑑
𝑑𝑧

𝑧۴ − ۲𝑧۲ + ۱
−۲𝑧۲ − ۸𝑖𝑧 + ۲ 

𝑧=۰

= −−۴𝑖−۲ = −۲𝑖.
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و

Res (𝑓, (√۳ − ۲)𝑖) = − 𝑧۴ − ۲𝑧۲ + ۱
۲𝑧(𝑧۲ + ۴𝑖𝑧 − ۱) + 𝑧۲(۲𝑧 + ۴𝑖) 

𝑧=(√۳−۲)𝑖

= − (√۳ − ۲)۴ + ۲(√۳ − ۲)۲ + ۱
−۲(√۳ − ۲)۲(۲√۳𝑖 − ۲𝑖 + ۴𝑖)

= ۱۱۲ − ۶۴√۳
𝑖(۶√۳ − ۱۰)

.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب


۲𝜋

۰

sin۲ 𝜃
۲ + sin𝜃 𝑑𝜃 = ۲𝜋𝑖− ۲𝑖 − 𝑖

−۶۴√۳ + ۱۱۲
۶√۳ − ۱۰

 = ۲𝜋۲+
۱۱۲ − ۶۴√۳
۶√۳ − ۱۰

.

𝑞(𝑥) و 𝑝(𝑥)ی  ع  ن  ی ب  اش  د، ک  س  ری ت  اب  ع ی  ک 𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥) ک  ن  ی  د ف  رض .۲۱ . ۴ خ  اص  ی  ت

از ب  ی  ش  ت  ر دوت  ا ح  داق  ل 𝑞(𝑥) درج  ه و ح  ق  ی  ق  ی ری  ش  ه ف  اق  د 𝑞(𝑥) ب  ه ط  وری ک  ه ان  د چ  ن  دج  م  ل  ه ای
آن گ  اه ب  اش  د. 𝑝(𝑥) درج  ه


∞

−∞
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘)

اس  ت. ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑓ق  ط  ب ه  ای 𝑧𝑛 ت  ا 𝑧۱ آن در ک  ه

ت  م  ام ت  ا اس  ت ب  زرگ 𝑅ب  س  ی  ار ک  ه ۷ . ۴ ش  ک  ل م  ن  ح  ن  ی𝐶در ∮روی
𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 ان  ت  گ  رال ع  ل  ت.

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را گ  ی  رد داخ  ل𝐶ق  رار در 𝑓ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در ت  ک  ی  ن ن  ق  اط
ای  ن ص  ورت در


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘).

دی  گ  ر ط  رف از


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 

𝑅

−𝑅
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 +

𝐶𝑅
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.
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۷ . ۴ ش  ک  ل

داری  م: ب  رای𝑅ب  زرگ ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝑁م  وج  ود م  ث  ب  ت𝑀و اع  داد ل  ی  ک  ن


𝐶𝑅
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 ≤

𝑀
𝑅۲ − 𝑁 ⋅ 𝜋𝑅

داری  م: ف  وق از .𝑅 → ∞ ∫وق  ت  ی ک  ه
𝐶𝑅
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 → ۰ پ  س


𝑅

−𝑅
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 +

𝐶𝑅
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘).

م  ی آوری  م. 𝑅ب  ه دس  ت → ∞ اگ  ر ح  ال


∞

−∞
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘).

م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۲۱ . ۴ م  ث  ال


∞

−∞

𝑥۲ − ۱
(𝑥۲ + ۱)۲(𝑥۲ + ۴) 𝑑𝑥.

داری  م: ح  ل.
𝑓(𝑧) = 𝑧۲ − ۱

(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) .
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خ  اص  ی  ت ش  رای  ط دارن  د. ق  رار ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در ۲𝑖 و 𝑖 ۲𝑖±و 𝑖±و از ع  ب  ارت  ن  د ق  ط  ب ن  ق  اط
پ  س اس  ت. ب  رق  رار ف  وق


∞

−∞

𝑥۲ − ۱
(𝑥۲ + ۱)۲(𝑥۲ + ۴) 𝑑𝑥 = ۲𝜋𝑖Res (𝑓, 𝑖) + Res (𝑓, ۲𝑖).

پ  س اس  ت. س  اده ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ = ۲𝑖ق  ط  ب

Res (𝑓, ۲𝑖) = lim
𝑧→۲𝑖

(𝑧 − ۲𝑖) 𝑧۲ − ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) =

(۲𝑖)۲ − ۱
((۲𝑖)۲ + ۱)۲(۲𝑖 + ۲𝑖) =

−۵
۳۶𝑖 .

و اس  ت دو م  رت  ب  ه از 𝑖ق  ط  ب

Res (𝑓, 𝑖) = ۱
(۲ − ۱)! lim𝑧→𝑖

𝑑
𝑑𝑧

𝑧۲ − ۱
(𝑧 + 𝑖)۲(𝑧۲ + ۴)

= ۲𝑖(−۴ ⋅ ۳) − [۴𝑖 ⋅ ۳ + ۲𝑖(−۴)](−۲)
۱۶ ⋅ ۹ = − 𝑖

۹
.

ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب


∞

−∞

𝑥۲ − ۱
(𝑥۲ + ۱)۲(𝑥۲ + ۴) 𝑑𝑥 = ۲𝜋𝑖 − 𝑖

۹
+ ۵𝑖
۳۶
 = − 𝜋

۱۸
.

ب  اش  د. ث  اب  ت ع  ددی 𝑎 > ۰ و ۲۱ . ۴ خ  اص  ی  ت ت  اب  ع 𝑓(𝑧) ک  ن  ی  د ف  رض .۲۲ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن گ  اه


∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑎𝑥 𝑑𝑥 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧, 𝑧𝑘)

اس  ت. ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑓ق  ط  ب ه  ای 𝑧𝑛 ت  ا 𝑧۱ آن در ک  ه

ای  ن ص  ورت در ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ۷ . ۴ ش  ک  ل م  ن  ح  ن  ی ه  م  ان م  ن  ح  ن  ی𝐶را ع  ل  ت.


𝐶
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧, 𝑧𝑘).
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دی  گ  ر ط  رف از


𝐶
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧 𝑑𝑧 = 

𝑅

−𝑅
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑎𝑥 𝑑𝑥 +

𝐶𝑅
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧 𝑑𝑧.

ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝑁م  وج  ود م  ث  ب  ت𝑀و اع  داد ه  م  چ  ن  ی  ن


𝐶𝑅
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧 𝑑𝑧 ≤

𝑀
𝑅۲ − 𝑁 max

𝑦∈[۰,𝑅]
𝑒−𝑎𝑦 ⋅ 𝜋𝑅 ≤ 𝑀

𝑅۲ − 𝑁 ⋅ 𝜋𝑅.

زی  ر ت  س  اوی در اگ  ر ح  ال ب  رود. ب  ی  ن  ه  ای  ت 𝑅ب  ه س  م  ت ∫وق  ت  ی ک  ه
𝐶𝑅
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧 𝑑𝑧 → ۰ پ  س

م  ی ش  ود. ح  اص  ل م  ط  ل  وب 𝑅ن  ت  ی  ج  ه → اس  ت∞ آم  ده ب  ه دس  ت ف  وق در ک  ه


𝑅

−𝑅
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑎𝑥 𝑑𝑥 +

𝐶𝑅
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧, 𝑧𝑘).

درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر ی  ک  ی ح  داق  ل 𝑓(𝑥) ک  س  ر م  خ  رج درج  ه اگ  ر خ  اص  ی  ت ای  ن ب  رای (۱ ت  ذک  ر.
اس  ت. ب  رق  رار ن  ت  ی  ج  ه ه  م ب  از ب  اش  د ص  ورت

پ  س اس  ت 𝑒𝑖𝑎𝑥 = cos 𝑎𝑥 + 𝑖 sin 𝑎𝑥 ب  ه ای  ن ک  ه ت  وج  ه ب  ا (۲


∞

−∞
𝑓(𝑥) cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = ℜ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧, 𝑧𝑘)


∞

−∞
𝑓(𝑥) sin 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = ℑ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧, 𝑧𝑘).

اس  ت. م  ق  دور ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن گ  ون  ه م  ح  اس  ب  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۲۲ . ۴ م  ث  ال


∞

−∞

𝑥 sin 𝑥
(۱ + 𝑥۲)۲ 𝑑𝑥.
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ق  س  م  ت زی  را ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه ∞∫را
−∞

𝑥𝑒𝑖𝑥

(۱+𝑥۲)۲ 𝑑𝑥م  ی ب  ای  س  ت  ی ف  وق م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ل.
،۲۲ . ۴ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق اس  ت. ف  وق ان  ت  گ  رال ج  واب ان  ت  گ  رال ای  ن ج  واب م  وه  وم  ی


∞

−∞

𝑥𝑒𝑖𝑥
(۱ + 𝑥۲)۲ 𝑑𝑥 = ۲𝜋𝑖

𝑘
Res ( 𝑧𝑒𝑖𝑧

(۱ + 𝑧۲)۲ , 𝑧𝑘).

اس  ت. دو م  رت  ب  ه ق  ط  ب و 𝑧۰ = 𝑖ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در ت  اب  ع ای  ن ق  ط  ب ت  ن  ه  ا

Res ( 𝑧𝑒𝑖𝑧
(۱ + 𝑧۲)۲ , 𝑖) = lim𝑧→𝑖

𝑑
𝑑𝑧

𝑧𝑒𝑖𝑧
(𝑧 + 𝑖)۲

= 𝑒−۱(۲𝑖)۲ − 𝑒−۱(۲𝑖)۲ − ۲ ⋅ ۲𝑖 ⋅ 𝑖𝑒−۱
(۲𝑖)۲ = −𝑒−۱.

پ  س


∞

−∞

𝑥 sin 𝑥
(۱ + 𝑥۲)۲ 𝑑𝑥 = −۲𝜋𝑒

−۱.

𝐶م  ن  ح  ن  ی روی ب  ر 𝑓(𝑧) س  اده  ق  ط  ب 𝑧۰ و ه  م  وار ج  ردن م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک چ  ن  ان چ  ه ت  ذک  ر.
𝐶ن  ص  ف ج  ردن م  ن  ح  ن  ی روی ان  ت  گ  رال در ق  ط  ب ای  ن اث  ر ای  ن ص  ورت در ب  اش  د داش  ت  ه ق  رار

م  ی گ  ردد.

م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۲۳ . ۴ م  ث  ال


|𝑧|=۱

۱
𝑧(𝑧 − ۱) 𝑑𝑧.

در 𝑧۰ = ۰ ق  ط  ب اس  ت. 𝑧۱ = ۱ و 𝑧۰ = ۰ س  اده ق  ط  ب دو دارای ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع ح  ل.
پ  س دارد. روی𝐶ق  رار در 𝑧۱ = ۱ ق  ط  ب 𝐶و ∶ |𝑧| = ۱ م  ن  ح  ن  ی داخ  ل


|𝑧|=۱

۱
𝑧(𝑧 − ۱) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖Res ( ۱

𝑧(𝑧 − ۱) , ۰) + 𝜋𝑖Res (
۱

𝑧(𝑧 − ۱) , ۱)

= ۲𝜋𝑖(−۱) + 𝜋𝑖(۱) = −𝜋𝑖.
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م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۲۴ . ۴ م  ث  ال


∞

۰

sin 𝑥
𝑥 𝑑𝑥.

۷ . ۴ ش  ک  ل م  ن  ح  ن  ی𝐶ب  ه ص  ورت ک  ه ∮را
𝐶
𝑒𝑖𝑧

𝑧 𝑑𝑧 ان  ت  گ  رال ان  ت  گ  رال، ای  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای ح  ل.
داری  م: اس  ت، س  اده ق  ط  ب ی  ک 𝑧 = ۰ ای  ن ک  ه و ف  وق ت  ذک  ر ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در اس  ت


𝐶

𝑒𝑖𝑧
𝑧 𝑑𝑧 = 𝜋𝑖Res (

𝑒𝑖𝑧
𝑧 , ۰) = 𝜋𝑖.

دی  گ  ر ط  رف از


𝐶

𝑒𝑖𝑧
𝑧 𝑑𝑧 = 

۰

−𝑅

𝑒𝑖𝑥
𝑥 𝑑𝑥 +

𝑅

۰

𝑒𝑖𝑥
𝑥 𝑑𝑥 +

𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧
𝑧 𝑑𝑧

= −
𝑅

۰

𝑒−𝑖𝑥
𝑥 𝑑𝑥 +

𝑅

۰

𝑒𝑖𝑥
𝑥 𝑑𝑥 +

𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧
𝑧 𝑑𝑧.

م  ی آی  د. ۰∫ب  ه دس  ت

−𝑅
𝑒𝑖𝑥

𝑥 𝑑𝑥 ان  ت  گ  رال از 𝑥 → −𝑥 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ه ک  م  ک اول  ی ان  ت  گ  رال ک  ه
پ  س


𝐶

𝑒𝑖𝑧
𝑧 𝑑𝑧 = ۲𝑖

𝑅

۰

sin 𝑥
𝑥 𝑑𝑥 +

𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧
𝑧 𝑑𝑧 = 𝜋𝑖.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  اش  د، lim𝑅→∞∫𝐶𝑅
𝑒𝑖𝑧

𝑧 𝑑𝑧 = ۰ اگ  ر ح  ال


∞

۰

sin 𝑥
𝑥 𝑑𝑥 = 𝜋

۲
.

.𝑅 → ∞ ∫وق  ت  ی ک  ه
𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧

𝑧 𝑑𝑧 → ۰ م  ی ده  ی  م ن  ش  ان ح  ال


𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧
𝑧 𝑑𝑧 = 

𝜋

۰

𝑒𝑖𝑅  𝑡 ⋅ 𝑒−𝑅  𝑡
𝑅𝑒𝑖𝑡 𝑅𝑖𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡 = 𝑖

𝜋

۰
𝑒𝑖𝑅  𝑡 ⋅ 𝑒−𝑅  𝑡 𝑑𝑡.

پ  س .sin 𝑡 ≥ 𝑎𝑡 ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝑎 > ۰ م  ان  ن  د ع  ددی ۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝜋
۲ ب  رای م  ی دان  ی  م


𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧
𝑧 𝑑𝑧 ≤ 

𝜋

۰
𝑒−𝑅  𝑡 𝑑𝑡 ≤ ۲

𝜋
۲

۰
𝑒−𝑅𝑎𝑡 𝑑𝑡 = ۲

𝑎𝑅
۱ − 𝑒−

𝜋
۲ 𝑎𝑅.

.𝑅 → ∞ ∫وق  ت  ی ک  ه
𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧

𝑧 𝑑𝑧 → ۰ ب  ن  اب  رای  ن
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۳ . ۴ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص را زی  ر ت  واب  ع از ی  ک ه  ر ت  ک  ی  ن ن  ق  اط از ی  ک ه  ر ن  وع . ۱

𝑓(𝑧) = 𝑧+۲
𝑧۴(𝑧−۲)۲ آ)

𝑓(𝑧) = ۱
(𝑒𝑧−۱)𝑧۲ ب)

𝑓(𝑧) = 𝑧۲ sin ۱
𝑧−۱ ج)

𝑓(𝑧) = 𝑧−۴(sin 𝑧۴)−۱ د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه آن ت  ک  ی  ن ن  ق  اط از ی  ک ه  ر در را زی  ر ت  واب  ع از ی  ک ه  ر م  ان  ده ه  ای . ۲

𝑓(𝑧) = (۱−𝑧۲)𝑒۲𝑧

𝑧۲ آ)

𝑓(𝑧) =  𝑧
(𝑧−𝜋۴ )

۲𝑧
ب)

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧+
۱
𝑧 ج)

𝑓(𝑧) = 𝑧۲+۱
𝑒𝑧  𝑧 د)

ک  ن  ی  د. ح  س  اب را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۳

∮
|𝑧|= ۱

۲

 𝑧
۱+𝑧+𝑧۲ 𝑑𝑧 آ)

∮
|𝑧|=۵𝜋

tan 𝑧 𝑑𝑧 ب)

∮
|𝑧|= ۵

۲
𝑒𝑧 tan 𝑧 𝑑𝑧 ج)

∮
|𝑧|=𝜋۲

(𝑧+۱)  𝑧
𝑧۳ 𝑑𝑧 د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۴

∮
|𝑧|=۱

𝑖𝑧+۱
(𝑧۲+۱)۲(𝑧+۲𝑖) 𝑑𝑧 آ)

∮
|𝑧|=۱

𝑧 cos ۱
𝑧 𝑑𝑧 ب)

∮
|𝑧|=۲

𝑧 sin ۱
𝑧 𝑑𝑧 ج)

∮
|𝑧|=۱

𝑧 tan 𝑧 𝑑𝑧 د)

ک  ن  ی  د. ح  س  اب را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۵
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∮
|𝑧|=۱

𝑒𝑥𝑦 𝑑𝑧 آ)

∮
|𝑧|=۱

sin ۱
𝑧 𝑑𝑥 ب)

∮
|𝑧|=۱

𝑒𝑦 𝑑𝑥 ج)

∮
|𝑧|=۱

cot 𝑧 𝑑𝑦 د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای . ۶

∫𝜋
۰

۱
۴+ ۲𝜃 𝑑𝜃 آ)

∫𝜋
۰

 𝜃
۳+𝜃 𝑑𝜃 ب)

∫۲𝜋

۰
۲ 𝜃

۵−۴  𝜃 𝑑𝜃 ج)

∫۲𝜋

۰
 𝜃+ 𝜃
۳+ ۲𝜃 𝑑𝜃 د)

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای . ۷

∫∞
۰

𝑥۲

(𝑥۲+۱)۲(𝑥۲+۴)۲ 𝑑𝑥 آ)

∫∞
۰

۱+𝑥۲

۱+𝑥۴ 𝑑𝑥 ب)

∫∞
۰

𝑥۴

۱+𝑥۸ 𝑑𝑥 ج)

∫∞
۰

۱
(۱+𝑥۴)۲ 𝑑𝑥 د)

م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت . ۸

∫∞
−∞

 ۲𝑥
(𝑥۲+۴)۲ 𝑑𝑥 آ)

∫∞
−∞

𝑥 ۳𝑥
۱+𝑥۴ 𝑑𝑥 ب)

∫∞
۰

𝑥  ۴𝑥
(۴+𝑥۲)۲ 𝑑𝑥 ج)

∫∞
۰

 𝑥
۱+𝑥۴ 𝑑𝑥 د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۹

∫𝜋
۰
sin۲𝑛 𝑥 𝑑𝑥 آ)

∫𝜋
۰

۱
۱+۲ 𝑡

𝑑𝑡 ب)

∫𝜋
۰
cos۲𝑛 𝑥 𝑑𝑥 ج)

∫۲𝜋

۰
𝑒 𝜃 𝑑𝜃 د)

روش  ه ق  ض  ی  ه و آون  د اص  ل ۴ . ۴
ش  اخ  ه ه  ای از ب  س  ی  اری در م  ی پ  ردازی  م. م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال اس  اس  ی ک  ارب  رد دو ب  ه ب  خ  ش ای  ن در
ق  ط  ب ه  ای و ص  ف  ره  ا ق  رارگ  ی  ری م  وق  ع  ی  ت ت  ع  ی  ی  ن ک  ن  ت  رل م  ه  ن  دس  ی ج  م  ل  ه از م  ه  ن  دس  ی ع  ل  وم
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ادام  ه در ک  ه آون  د اص  ل م  ی س  ازد. آش  ک  ار را م  ه  م  ی اط  لاع  ات م  خ  ت  ل  ط اع  داد ص  ف  ح  ه در ت  واب  ع
ت  واب  ع ق  ط  ب ی  ا ص  ف  ر ک  ارآم  د ی  اف  ت  ن ب  رای آن از م  ی ت  وان و م  ی ب  اش  د زم  ی  ن  ه ای  ن در م  ی آی  د،
خ  ط  اه  ای ب  ا ح  ت  ی م  ی گ  ی  رد. ص  ورت رای  ان  ه ب  ه ک  م  ک ای  ن ک  ار ع  م  ل در ک  رد. اس  ت  ف  اده م  خ  ت  ل  ط

زی  ر ع  ب  ارت ن  ت  ی  ج  ه اس  ت، ن  اپ  ذی  ر اج  ت  ن  اب ع  ددی م  ح  اس  ب  ات در ک  ه ک  ردن گ  رد
۱

۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧

اح  ت  س  اب م  ن  ح  ن  ی𝐶ب  ا درون را 𝑓 ت  اب  ع ق  ط  ب ه  ای و ص  ف  ره  ا ت  ع  داد ت  ف  اض  ل آون  د اص  ل ط  ب  ق ک  ه
ب  رای ص  ح  ی  ح ع  دد ای  ن ت  ع  ی  ی  ن ب  ا ب  ود. خ  واه  د ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک ن  زدی  ک م  ی ده  د، ن  م  ای  ش ت  ک  رر
آورد. ب  ه دس  ت را ق  ط  ب ه  ا و ص  ف  ره  ا م  ح  ل ب  ه م  رب  وط اط  لاع  ات م  خ  ت  ل  ف𝐶م  ی ت  وان م  ن  ح  ن  ی ه  ای
ف  ران  س  ه خ  ود زادگ  اه از دور ب  ه ۱۸۳۱ س  ال در ک  ش  ی آگ  وس  ت  ی  ن-ل  وئ  ی  س ب  ار ن  خ  س  ت  ی  ن
ح  ال ای  ن ب  ا ک  رد. ارائ  ه را ف  وق ق  ض  ی  ه  از م  ش  اب  ه ن  س  خ  ه ای ت  وری  ن، در ت  ب  ع  ی  دش ج  ری  ان در
ق  ض  ی  ه ای  ن م  ی ک  رد. ش  م  ارش را ت  واب  ع ص  ف  ر ه  ای ف  ق  ط و ب  ود ق  ط  ب ف  اق  د ت  واب  ع ب  رای او ق  ض  ی  ه
م  ق  ال  ه  م  رگ  ش، از ق  ب  ل س  ال دو ،۱۸۵۵ س  ال در ک  ش  ی ب  ود. ن  اخ  وان  ا ب  ودن، دس  ت ن  وی  س ب  ه دل  ی  ل

ک  رد. م  ن  ت  ش  ر ق  ط  ب و ص  ف  ر دو ه  ر م  ورد در ب  ح  ث ب  ا ب  ار ای  ن ام  ا دی  گ  ری
ت  ع  ی  ی  ن و اس  ت آون  د اص  ل از ن  ت  ی  ج  ه ای ک  ه روش  ه ق  ض  ی  ه ب  خ  ش ای  ن ان  ت  ه  ای در ن  ه  ای  ت  اً

م  ی داری  م. ب  ی  ان م  ی س  ازد م  م  ک  ن راح  ت ت  ر را ت  واب  ع ص  ف  ره  ای ت  ع  داد و م  وق  ع  ی  ت

𝐶ب  ه ج  ز ج  ردن م  ن  ح  ن  ی روی و درون 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض آون  د). (اص  ل ۲۳ . ۴ خ  اص  ی  ت
𝐶ت  ع  دادی درون و ص  ف  ر روی𝐶غ  ی  ر 𝑓 و 𝐶ت  ح  ل  ی  ل  ی درون ق  ط  ب م  ت  ن  ه  ای ت  ع  دادی ً اح  ت  م  الا

داری  م: آن گ  اه ب  اش  د. داش  ت  ه ص  ف  ر م  ت  ن  اه  ی
۱

۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝑁 − 𝑃

𝐶اس  ت. درون در 𝑓ق  ط  ب ه  ای و ص  ف  ره  ا ت  ع  داد ب  ه ت  رت  ی  ب ت  ک  رر اح  ت  س  اب 𝑃ب  ا 𝑁و آن در ک  ه

ب  اش  ن  د. 𝑘𝑛 ت  ا 𝑘۱ م  رت  ب  هٔ از 𝐶ب  ه ت  رت  ی  ب خ  م درون 𝑓 ص  ف  ره  ای 𝑧𝑛 ت  ا 𝑧۱ ک  ن  ی  د ف  رض ع  ل  ت.
و دارد داخ  ل𝐶ق  رار ک  ه |𝑧 − 𝑧𝑖| < 𝜌𝑖 ب  ه ص  ورت 𝑧𝑖 از ه  م  س  ای  گ  ی در .∑𝑛

𝑖=۱ 𝑘𝑖 = 𝑁 پ  س
ن  وش  ت: م  ی ت  وان ن  دارد، وج  ود 𝑧𝑖 ج  ز ص  ف  ری آن داخ  ل و اس  ت ت  ح  ل  ی  ل  ی آن روی 𝑓

𝑓(𝑧) = (𝑧 − 𝑧𝑖)𝑘𝑖𝑔𝑖(𝑧), ۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
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ن  ش  ان س  اده م  ح  اس  ب  ه ای اس  ت. ص  ف  ر ف  اق  د و ت  ح  ل  ی  ل  ی |𝑧 − 𝑧𝑖| < 𝜌𝑖 روی 𝑔𝑖 آن در ک  ه
داری  م: ه  م  س  ای  گ  ی ای  ن در ک  ه م  ی ده  د

𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) =

𝑘𝑖
𝑧 − 𝑧𝑖

+ 𝑔
′
𝑖 (𝑧)
𝑔𝑖(𝑧)

.

ب  اش  ن  د. 𝑙𝑚 ت  ا 𝑙۱ م  رت  ب  هٔ از 𝐶ب  ه ت  رت  ی  ب خ  م درون 𝑓ق  ط  ب ه  ای𝑤𝑚 𝑤۱ت  ا ک  ن  ی  د ف  رض اک  ن  ون
داخ  ل ک  ه ۰ < |𝑤 −𝑤𝑗| < 𝜆𝑗 𝑤𝑗ب  ه ص  ورت از م  ح  ذوف  ی ه  م  س  ای  گ  ی در .∑𝑚

𝑖=۱ 𝑙𝑖 = 𝑃پ  س
ن  وش  ت: م  ی ت  وان اس  ت، ص  ف  ر ف  اق  د و ت  ح  ل  ی  ل  ی آن روی 𝑓 و دارد 𝐶ق  رار

𝑓(𝑧) = (𝑧 − 𝑤𝑗)−𝑙𝑗ℎ𝑗(𝑧), ۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑚.

س  اده م  ح  اس  ب  ه ای دی  گ  ر ب  ار اس  ت. ص  ف  ر ف  اق  د و ت  ح  ل  ی  ل  ی |𝑧 − 𝑤𝑖| < 𝜆𝑗 روی ℎ𝑗 آن در ک  ه
داری  م: م  ح  ذوف ه  م  س  ای  گ  ی ای  ن در ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان

𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) =

−𝑙𝑗
𝑧 − 𝑤𝑗

+
ℎ′𝑗 (𝑧)
ℎ𝑗(𝑧)

.

،Γ𝑗 و |𝑧 − 𝑧𝑖| < 𝜌𝑖 در واق  ع 𝑧𝑖 م  رک  ز ب  ه دای  ره ای ،۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،𝐶𝑖 ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
را ه  م  دی  گ  ر Γ𝑗 ه  ا و 𝐶𝑖ه  ا ب  اش  د. |𝑧 − 𝑤𝑗| < 𝜆𝑗 در 𝑤𝑗واق  ع م  رک  ز ب  ه دای  ره ای ،۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑚

ن  م  ی ک  ن  ن  د. ق  ط  ع
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داری  م: ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ق  ض  ی  ه و ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول ،۳ . ۴ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق ح  ال

۱
۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =

۱
۲𝜋𝑖

𝑛

𝑖=۱

𝐶𝑖

𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 +

𝑚

𝑗=۱

𝑗

𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧

=
𝑛

𝑖=۱

۱
۲𝜋𝑖 𝐶𝑖


𝑘𝑖

𝑧 − 𝑧𝑖
+ 𝑔

′
𝑖 (𝑧)
𝑔𝑖(𝑧)

 𝑑𝑧

+
𝑛

𝑖=۱

۱
۲𝜋𝑖 𝑗


−𝑙𝑗
𝑧 − 𝑤𝑗

+
ℎ′𝑗 (𝑧)
ℎ𝑗(𝑧)

 𝑑𝑧

=
𝑛

𝑖=۱

۱
۲𝜋𝑖 𝐶𝑖

𝑘𝑖
𝑧 − 𝑧𝑖

𝑑𝑧 +
𝑛

𝑖=۱

۱
۲𝜋𝑖 𝐶𝑖

𝑔′𝑖 (𝑧)
𝑔𝑖(𝑧)

𝑑𝑧

+
𝑛

𝑖=۱

۱
۲𝜋𝑖 𝑗

−𝑙𝑗
𝑧 − 𝑤𝑗

𝑑𝑧 +
𝑛

𝑖=۱

۱
۲𝜋𝑖 𝑗

ℎ′𝑗 (𝑧)
ℎ𝑗(𝑧)

𝑑𝑧

=
𝑛

𝑖=۱
𝑘𝑖 + ۰ +

𝑚

𝑗=۱
(−𝑙𝑗) + ۰ = 𝑁 − 𝑃.

ی  ع  ن  ی ،𝑓ت  ح  ت𝐶م  ن  ح  ن  ی ت  ص  وی  ر پ  س ن  م  ی ش  ود روی𝐶ص  ف  ر 𝑓 چ  ون ک  ن  ی  د ت  وج  ه ت  ذک  ر.
ب  ن  وی  س  ی  م: م  ی ت  وان  ی  م پ  س ن  م  ی گ  ذرد. م  خ  ت  ص  ات م  ب  دأ از ،𝑤 ص  ف  ح  ه در Γ = 𝑓(𝐶)

۱
۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =

۱
۲𝜋𝑖 

۱
𝑤 𝑑𝑤.

ک  ن  ی  د ف  رض م  ی ب  اش  د. زی  ر م  ه  م ت  ع  ب  ی  ر دارای اس  ت ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک ک  ه راس  ت س  م  ت ع  ب  ارت
ب  ا ب  اش  د. Γروی 𝑓 ت  ح  ت آن 𝑤۰ت  ص  وی  ر = 𝑓(𝑧۰) م  ن  ح  ن  ی𝐶و روی ن  ق  ط  ه ای 𝑧۰ = 𝑟۰𝑒𝑖𝜃۰

ی  ع  ن  ی: log𝜃۰(⋅)ل  گ  اری  ت  م  ی ش  اخ  ه ان  ت  خ  اب

log𝜃۰ 𝑧 = ln |𝑧| + 𝑖 arg 𝑧, 𝜃۰ < arg 𝑧 < 𝜃۰ + ۲𝜋
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داری  م: ح  دی ف  رآی  ن  د ی  ک ط  ی و

۱
۲𝜋𝑖 𝐶

𝑓′(𝑧)
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =

۱
۲𝜋𝑖 lim𝜖→۰+

 log𝜃۰ 𝑓(𝑧)
𝑟۰𝑒𝑖(۲𝜋+𝜃۰−𝜖)

𝑧۰


= ۱
۲𝜋𝑖 lim𝜖→۰+

 ln |𝑓(𝑧)| + 𝑖 arg 𝑓(𝑧)
𝑟۰𝑒𝑖(۲𝜋+𝜃۰−𝜖)

𝑧۰


= ۱
۲𝜋 lim

𝜖→۰+
 arg 𝑓𝑟۰𝑒𝑖(۲𝜋+𝜃۰−𝜖) − arg 𝑓(𝑧۰)

∶= ۱
۲𝜋Δ𝐶 arg 𝑓.

م  ن  ح  ن  ی𝐶را 𝑧وق  ت  ی اس  ت، arg 𝑓(𝑧) ت  غ  ی  ی  ر م  ی  زان ده  ن  ده Δ𝐶ن  ش  ان arg 𝑓 آن در ک  ه
ن  ت  ی  ج  ه: در م  ی ک  ن  د. ط  ی م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت در دور ی  ک

𝑁 − 𝑃 = ۱
۲𝜋Δ𝐶 arg 𝑓.

Δ𝐶ب  راب  ر arg 𝑓 ب  ه وض  وح ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ف  وق راب  ط  ه ب  ه خ  اط  ر آون  د اص  ل ن  ام گ  ذاری دل  ی  ل  ی
ک  رده 𝑤۰ش  روع از وق  ت  ی م  ی زن  د، 𝑤دور ص  ف  ح  ه در را م  ب  دأ Γم  ن  ح  ن  ی ک  ه اس  ت دف  ع  ات  ی ت  ع  داد

𝑤۰ب  رم  ی گ  ردد. ب  ه دوب  اره و م  ی پ  ی  م  ای  د را Γ ی  ک ب  ار و

𝐶و ج  ردن م  ن  ح  ن  ی روی 𝑔(𝑧) و 𝑓(𝑧) ک  ن  ی  د ف  رض روش  ه). (ق  ض  ی  ه ۲۴ . ۴ خ  اص  ی  ت
ت  ع  داد آن گ  اه .|𝑔(𝑧)| < |𝑓(𝑧)| ب  اش  ی  م روی𝐶داش  ت  ه ن  ق  ط  ه ه  ر در و ب  اش  ن  د ت  ح  ل  ی  ل  ی آن درون

𝐶ب  راب  رن  د. درون 𝑓 و 𝑓 + 𝑔ص  ف  ره  ای

ده  ی  م: ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ی آون  د اص  ل ط  ب  ق ع  ل  ت.

Δ𝐶 arg(𝑓 + 𝑔) = Δ𝐶 arg 𝑓.

م  ی ک  ن  ی  م. ع  م  ل زی  ر ب  ه ص  ورت م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای

Δ𝐶 arg(𝑓 + 𝑔) = Δ𝐶 arg 𝑓 ⋅ ۱ +
𝑔
𝑓


= Δ𝐶 arg 𝑓 + Δ𝐶 arg ۱ +
𝑔
𝑓
.
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اس  ت  ف  اده ،۲ م  س  ئ  ل  ه ،Δ𝐶 arg(𝑓 ⋅ 𝑔) = Δ𝐶 arg 𝑓 + Δ𝐶 arg 𝑔 ات  ح  اد از ف  وق در ک  ه
ی  ع  ن  ی ،ℎ = ۱ + 𝑔

𝑓 ن  گ  اش  ت 𝐶ت  ح  ت ت  ص  وی  ر پ  س ،𝐶روی |𝑔| < |𝑓| چ  ون ام  ا اس  ت. ش  ده
دور را م  ب  دأ Γ ن  ت  ی  ج  ه در م  ی گ  ی  ری  د. ق  رار |𝑤 − ۱| < ۱ دای  ره 𝑤درون ص  ف  ح  ه در ،Γ = ℎ(𝐶)

م  ی گ  ردد. ک  ام  ل اث  ب  ات پ  س .Δ𝐶 arg ℎ = ۰ ن  ت  ی  ج  ه در و ن  م  ی زن  د

واح  د دای  ره درون را 𝐹(𝑧) = 𝑧۷ − ۵𝑧۴ + 𝑧۲ − ۲ ت  اب  ع ص  ف  ره  ای ت  ع  داد .۲۵ . ۴ م  ث  ال
ک  ن  ی  د. ت  ع  ی  ی  ن

ده  ی  د: ق  رار ح  ل.

𝑓(𝑧) = −۵𝑧۴ , 𝑔(𝑧) = 𝑧۷ + 𝑧۲ − ۲.

داری  م: واح  د دای  ره روی ای  ن ص  ورت در

|𝑓(𝑧)| = | − ۵𝑧۴| = ۵ , |𝑔(𝑧)| ≤ |𝑧۷| + |𝑧۲| + ۲ = ۴.

ت  ع  داد روش  ه ق  ض  ی  ه ط  ب  ق پ  س اس  ت. ب  رق  رار |𝑔(𝑧)| < |𝑓(𝑧)|ن  اب  راب  ری واح  د دای  ره روی پ  س
واح  د دای  ره درون در ت  ک  رر اح  ت  س  اب ب  ا 𝑓 چ  ون اس  ت. ب  راب  ر واح  د دای  ره درون 𝑓 و 𝐹 ص  ف  ره  ای

دارد. ری  ش  ه چ  ه  ار واح  د دای  ره درون ن  ی  ز 𝐹 پ  س اس  ت ری  ش  ه چ  ه  ار دارای

۴ . ۴ ت  م  ری  ن

ق  ط  ب م  ت  ن  ه  ای ت  ع  دادی اح  ت  م  الاً 𝐶ب  ه ج  ز ج  ردن م  ن  ح  ن  ی روی و درون 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض . ۱
ب  اش  د. داش  ت  ه ص  ف  ر م  ت  ن  اه  ی 𝐶ت  ع  دادی درون و ص  ف  ر روی𝐶غ  ی  ر 𝑓 و 𝐶ت  ح  ل  ی  ل  ی درون
ث  اب  ت را آون  د اص  ل از زی  ر ت  ع  م  ی  م ب  اش  د. روی𝐶ت  ح  ل  ی  ل  ی و درون 𝑔 ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن

ک  ن  ی  د:
۱

۲𝜋𝑖 𝐶
𝑔(𝑧)𝑓

′(𝑧)
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =

𝑛

𝑘=۱
𝑔(𝑧𝑘) −

𝑚

𝑘=۱
𝑔(𝑝𝑘)
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ب  ه ک  ه 𝐶اس  ت درون در 𝑓 ق  ط  ب ه  ای و ری  ش  ه ه  ا ب  ه ت  رت  ی  ب 𝑝𝑚 ت  ا 𝑝۱ و 𝑧𝑛 ت  ا 𝑧۱ آن در ک  ه
ش  ده ان  د. ظ  اه  ر ک  دام  ه  ر م  رت  ب  ه ت  ع  داد

ک  ن  ی  د: ت  ح  ق  ی  ق را زی  ر ات  ح  اد درس  ت  ی . ۲

Δ𝐶 arg(𝑓 ⋅ 𝑔) = Δ𝐶 arg 𝑓 + Δ𝐶 arg 𝑔.

۱ < |𝑧| < ۳ ط  وق درون 𝑓(𝑧) = 𝑧۵ + ۶𝑧۳ + ۲𝑧 + ۱۰ ص  ف  ره  ای ت  م  ام ده  ی  د ن  ش  ان . ۳
دارد. ق  رار

ب  ی  اب  ی  د. واح  د دای  ره درون را 𝑒𝑧 = ۵𝑧۴ ج  واب ه  ای ت  ع  داد . ۴

ب  ی  اب  ی  د. را ۱ < |𝑧| < ۲ ط  وق در 𝑧۴ − ۵𝑧 + ۱ = ۰ م  ع  ادل  ه ص  ف  ره  ای ت  ع  داد . ۵

ب  ی  اب  ی  د. ش  ده داده م  ی  دان ه  ای در را زی  ر م  ع  ادلات ج  واب ه  ای ت  ع  داد . ۶

𝑧۴ − ۳𝑧۳ − ۱ = ۰, |𝑧| < ۲ آ)

𝑧۸ −۶𝑧۴ − 𝑧۳+ ۲ = ۰, |𝑧| < ۱ ب)

𝑧۳ + 𝑧 + ۱ = ۰, |𝑧| < ۱
۲ ج)

𝑧۶ − ۸𝑧 + ۱۰ = ۰, ۱ < |𝑧| < ۳ د)

م  ان  ده و ل  ران م  خ  ت  ل  ط-س  ری ان  ت  گ  رال ب  ر م  روری ۵ . ۴
ب  ود خ  واه  ی  م ق  ادر م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال گ  رف  ت  ن ی  اد ب  ا ک  ه ک  ردی  م اش  اره ق  ب  ل  ی ب  خ  ش ه  ای در

م  ث  ال ب  ه ط  ور ک  ن  ی  م. ح  س  اب س  اده ب  س  ی  ار را پ  ی  چ  ی  ده ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای


۲𝜋

۰
𝑒 𝜃 𝑑𝜃 ی  ا 

∞

۰

𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥
(۱ + 𝑥۴)۲ 𝑑𝑥.

م  ی ک  ن  ی  م: ط  ی را زی  ر م  راح  ل ف  وق ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ب  رای
آن م  ق  دم  ات  ی خ  واص و م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال م  ع  رف  ی :۱ م  رح  ل  ه

م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ب  رای س  اده ف  رم  ول ه  ای م  ع  رف  ی :۲ م  رح  ل  ه
م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال و ف  وق ن  وع از ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای ب  ی  ن ارت  ب  اط ک  ردن ب  رق  رار :۳ م  رح  ل  ه
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ک  ردن م  ح  اس  ب  ه آس  ان ت  ر ب  رای آن ه  ا از اس  ت  ف  اده و م  ان  ده و ل  ران س  ری م  ع  رف  ی :۴ م  رح  ل  ه
م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال

م  ان  ده م  ح  اس  ب  ه ب  رای س  اده و م  س  ت  ق  ی  م روش ه  ای م  ع  رف  ی :۵ م  رح  ل  ه
م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ح  ض  ور ب  دون م  ان  ده از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ق  ی  ق  ی ه  ای ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  ه :۶ م  رح  ل  ه

ب  خ  ش ان  ت  ه  ای در را م  رب  وط م  ث  ال ه  ای ف  وق م  راح  ل از ی  ک ه  ر ت  وض  ی  ح از ب  ع  د
م  ی آوری  م.

پ  ی  وس  ت  ه و م  خ  ت  ل  ط ت  اب  ع ب  رای :۱ م  رح  ل  ه

𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖 𝑣(𝑥, 𝑦)

م  ت  ن  اه  ی ط  ول ب  ا م  ن  ح  ن  ی روی را آن ان  ت  گ  رال

𝐶 ∶ 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖 𝑦(𝑡) 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

ری  اض  ی درس از ص  ف  ح  ه در دوم  ت  غ  ی  ره ت  واب  ع ب  رای م  ن  ح  ن  ی روی ان  ت  گ  رال م  ف  ه  وم از اس  ت  ف  اده ب  ا
م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت ۲ ع  م  وم  ی


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 

𝐶
(𝑢 + 𝑖𝑣) (𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦)

= 
𝐶
𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦 + 𝑖

𝐶
𝑣𝑑𝑥 + 𝑢𝑑𝑦

دو از ل  ی  ک  ن دارد. را ان  ت  گ  رال م  ق  دم  ات  ی خ  واص ک  ل  ی  ه م  ن  ح  ن  ی روی ان  ت  گ  رال ای  ن ت  ذک  ر.
م  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده ب  ی  ش  ت  ر زی  ر خ  اص  ی  ت

ب  اش  ی  م م  ن  ح  ن  ی𝐶داش  ت  ه روی م  ن  ح  ن  ی𝐶و ط  ول ب  راب  ر 𝐿 اگ  ر .۲۵ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن  گ  اه ب  اش  د، ث  اب  ت 𝑀ع  ددی و ،|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 ≤ 𝑀𝐿.
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آن  گ  اه ب  اش  د، آن دام  ن  ه م  ن  ح  ن  ی𝐶در و ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑓(𝑧) اگ  ر .۲۶ . ۴ خ  اص  ی  ت


𝐶
𝑓′(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝑓(𝑧) 

𝐶ان  ت  ه  ای  ی ن  ق  ط  ه 𝑧۱

𝐶اب  ت  دای  ی ن  ق  ط  ه 𝑧۰

= 𝑓(𝑧۱) − 𝑓(𝑧۰).

اس  ت. اس  اس  ی زی  ر م  ح  اس  ب  ات  ی ف  رم  ول ه  ای م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  ه ب  رای :۲ م  رح  ل  ه

ت  اب  ع و ج  ردن م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض ک  ش  ی). ان  ت  گ  رال (ق  ض  ی  ه ۲۷ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن  گ  اه ب  اش  د، داخ  ل𝐶ت  ح  ل  ی  ل  ی روی𝐶و 𝑓(𝑧)


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۰.

از ج  دا ج  ردن م  ن  ح  ن  ی 𝐶۲دو 𝐶۱و ج  ردن، م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض .۲۸ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن  گ  اه اس  ت. 𝐶۲ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝐶۱و ،𝐶روی 𝑓(𝑧) ت  اب  ع ه  م  چ  ن  ی  ن داخ  ل𝐶ه  س  ت  ن  د. در ه  م


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 

𝐶۱
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 +

𝐶۲
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

ب  اش  د. ه  م ت  ا دو از ب  ی  ش  ت  ر داخ  ل𝐶م  ی ت  وان  د م  ن  ح  ن  ی ه  ای ت  ع  داد ت  ذک  ر.

𝑧۰ ج  ردن، م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض ک  ش  ی). ان  ت  گ  رال (ف  رم  ول ۲۹ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن  گ  اه اس  ت. داخ  ل𝐶ت  ح  ل  ی  ل  ی روی𝐶و 𝑓(𝑧) ت  اب  ع داخ  ل𝐶و


𝐶

𝑓(𝑧)
𝑧 − 𝑧۰

𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖𝑓(𝑧۰).

۲۹ . ۴ خ  اص  ی  ت م  ان  ن  د 𝑓 و 𝑧۰ ،𝐶 ک  ن  ی  د ف  رض م  ش  ت  ق). (ف  رم  ول ۳۰ . ۴ خ  اص  ی  ت
داری  م: 𝑛ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر ب  رای آن  گ  اه ب  اش  ن  د.


𝐶

𝑓(𝑧)
(𝑧 − 𝑧۰)𝑛+۱

𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖𝑓
(𝑛)(𝑧۰)
𝑛!
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ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال و م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ب  ی  ن ارت  ب  اط :۳ م  رح  ل  ه
ب  ه ص  ورت م  ث  ل  ث  ات  ی ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه ب  رای


۲𝜋

۰
𝑄(cos 𝜃, sin 𝜃) 𝑑𝜃

و 𝑑𝜃 = ۱
𝑖𝑧𝑑𝑧 ی  ا 𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃درای  ن ص  ورت .𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 م  ی گ  ی  ری  م


۲𝜋

۰
𝑄(cos 𝜃, sin 𝜃) 𝑑𝜃 = 

|𝑧|=۱
𝑄
𝑧 + ۱

𝑧
۲

,
𝑧 − ۱

𝑧
۲𝑖 

۱
𝑖𝑧 𝑑𝑧.

م  ی ش  ود. ت  ب  دی  ل م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ب  ه ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال  ب  ه ای  ن ص  ورت

م  ن  ح  ن  ی ،𝑎 ≥ ۰ ب  رای
∞

−∞
𝑓(𝑥)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
cos 𝑎𝑥
sin 𝑎𝑥

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
𝑑𝑥 ن  وع از ان  ت  گ  رال ه  ای  ی م  ح  اس  ب  ه ب  رای

م  ی گ  ی  ری  م: ،۸ . ۴ ش  ک  ل ی  ع  ن  ی زی  ر، ب  ه ص  ورت 𝐶را

𝐶 = 𝐶𝑅 ∪ [−𝑅, +𝑅]م  ن  ح  ن  ی :۸ . ۴ ش  ک  ل

پ  س


𝐶
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧 𝑑𝑧 = 

𝑅

−𝑅
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑎𝑥 𝑑𝑥 +

𝐶𝑅
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑎𝑧 𝑑𝑧.
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م  ق  دار ،𝑅 → ∞ دادن م  ی  ل و ب  زرگ 𝑅ب  رای چ  پ س  م  ت ان  ت  گ  رال م  ق  دار م  ح  اس  ب  ه ب  ا
م  ط  ل  وب ان  ت  گ  رال ه  ای زی  ر ت  س  اوی ه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  ود. م  ی ∞∫م  ح  اس  ب  ه

−∞
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑎𝑥 𝑑𝑥

م  ی آی  ن  د. ب  ه دس  ت


∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 

∞

−∞
𝑓(𝑥) cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥 + 𝑖

∞

−∞
𝑓(𝑥) sin 𝑎𝑥 𝑑𝑥

م  ان  ده و ل  ران س  ری :۴ م  رح  ل  ه

و 𝑓(𝑧)ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ی  ک 𝑧۰ ک  ن  ی  د ف  رض ل  ران). ب  س  ط ی  ا (س  ری ۳۱ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن  گ  اه ب  اش  د. ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑧۰ از غ  ی  ر آن داخ  ل 𝐶و ∶ |𝑧 − 𝑧۰| = 𝑟 دای  ره روی 𝑓(𝑧)

𝑓(𝑧) =
∞

𝑛=−∞

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧۰)𝑛, 𝑎𝑛 =
۱

۲𝜋𝑖 
𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧۰)𝑛+۱
𝑑𝑧.

𝑧۰ در 𝑓 م  ان  ده را 𝑎−۱ دل  ی  ل ای  ن ب  ه .۲𝜋𝑖𝑎−۱ = ∮𝐶 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 داری  م 𝑛 = −۱ ب  رای ت  ذک  ر.
م  ی ده  ن  د. ن  م  ای  ش Res (𝑓, 𝑧۰) ب  ا و م  ی گ  وی  ن  د

ل  ورن م  ک س  ری ه  ای و ت  وان  ی س  ری خ  واص از م  ی ب  ای  س  ت  ی ل  ران س  ری م  ح  اس  ب  ه ب  رای ت  ذک  ر.
ک  رد. اس  ت  ف  اده ت  واب  ع

ق  ط  ب ی  ک را 𝑧۰ ب  اش  د، 𝑚ت  ا ل  ران ب  س  ط در م  ن  ف  ی ت  وان ب  ا ج  م  لات ت  ع  داد اگ  ر .۲ . ۴ ت  ع  ری  ف
گ  وی  ن  د. س  اده ق  ط  ب را اول م  رت  ب  ه از ق  ط  ب 𝑚م  ی گ  وی  ن  د. م  رت  ب  ه از

ب  اش  ن  د ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑞 و 𝑝 ت  واب  ع و 𝑓(𝑧) = 𝑝(𝑧)
𝑞(𝑧) اگ  ر :𝑚 م  رت  ب  ه از ق  ط  ب ت  ش  خ  ی  ص

از ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ آن  گ  اه ب  اش  د، 𝑞(𝑧) 𝑚ت  اب  ع م  رت  ب  ه از ری  ش  ه ی  ک 𝑧۰ و 𝑝(𝑧۰) ≠ ۰ ب  ه ط  وری ک  ه
اس  ت. 𝑓(𝑧) 𝑚ت  اب  ع م  رت  ب  ه
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روی𝐶و 𝑓(𝑧) ت  اب  ع و ج  ردن م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک اگ  ر م  ان  ده). (ق  ض  ی  ه ۳۲ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن  گ  اه ب  اش  د، ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑧𝑛 ت  ا 𝑧۱ ن  ق  اط از داخ  ل𝐶غ  ی  ر


𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘).

م  ان  ده م  ح  اس  ب  ه م  س  ت  ق  ی  م روش :۵ م  رح  ل  ه

𝑓(𝑧) ت  اب  ع س  اده ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ ک  ن  ی  د ف  رض (۱ م  ان  ده). (م  ح  اس  ب  ه ۳۳ . ۴ خ  اص  ی  ت
اس  ت.

.Res (𝑓, 𝑧۰) = lim𝑧→𝑧۰(𝑧 − 𝑧۰)𝑓(𝑧) ال  ف)

و ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑞(𝑧) ت  اب  ع ب  ه ط  وری ک  ه 𝑓(𝑧) = 𝑝(𝑧)
𝑞(𝑧) و 𝑓 ت  اب  ع س  اده ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ اگ  ر ب)

.Res (𝑓, 𝑧۰) =
𝑝(𝑧۰)
𝑞′ (𝑧۰)

آن  گ  اه ،𝑝(𝑧۰) ≠ ۰

آن  گ  اه ب  اش  د، 𝑓 𝑚ت  اب  ع م  رت  ب  ه از ق  ط  ب ی  ک 𝑧۰ اگ  ر (۲

Res (𝑓, 𝑧۰) =
۱

(𝑚 − ۱)! lim𝑧→𝑧۰

𝑑𝑚−۱
𝑑𝑧𝑚−۱ (𝑧 − 𝑧۰)

𝑚𝑓(𝑧).

م  ان  ده از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای م  ح  اس  ب  ه :۶ م  رح  ل  ه

ف  رض م  ث  ل  ث  ات  ی). ح  ق  ی  ق  ی ان  ت  گ  رال ه  ای (م  ح  اس  ب  ه ۳۴ . ۴ خ  اص  ی  ت
دارای ،𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱ ب  س  ت  ه دی  س  ک روی ح  ق  ی  ق  ی دوم  ت  غ  ی  ره ,𝑄(𝑥ت  اب  ع 𝑦) ک  ن  ی  د
اگ  ر آن  گ  اه ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱ دای  ره روی و پ  ی  وس  ت  ه اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات

آن  گ  اه ب  اش  د، 𝑓(𝑧) = ۱
𝑖𝑧𝑄

۱
۲ (𝑧 +

۱
𝑧 ),

۱
۲𝑖 (𝑧 −

۱
𝑧 )


۲𝜋

۰
𝑄(cos 𝜃, sin 𝜃) 𝑑𝜃 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘)

اس  ت. واح  د دای  ره داخ  ل در 𝑓 ت  اب  ع ت  ک  ی  ن ن  ق  اط 𝑧𝑛 ت  ا 𝑧۱ آن در ک  ه



م  خ  ت  ل  ط۲۷۰ ان  ت  گ  رال . ۴ ف  ص  ل

م  ی گ  وی  ن  د. اس  اس  ی ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه را ق  ط  ب غ  ی  ر ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ت  ذک  ر.

ک  ن  ی  د ف  رض .(ℝروی ن  اس  ره ان  ت  گ  رال ه  ای (م  ح  اس  ب  ه ۳۵ . ۴ خ  اص  ی  ت
ب  ی  ش  ت  ر ت  ا دو ح  داق  ل 𝑞(𝑥) درج  ه ب  ه ط  وری ک  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای دو 𝑞(𝑥) و 𝑝(𝑥) ،𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
آن  گ  اه ب  اش  د. ح  ق  ی  ق  ی ری  ش  ه ف  اق  د 𝑞(𝑥) و 𝑝(𝑥) درج  ه از


∞

−∞
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓, 𝑧𝑘)

اس  ت. ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑓 ت  اب  ع ق  ط  ب ه  ای 𝑧𝑛 ت  ا 𝑧۱ آن در ک  ه

ت  واب  ع رویℝح  اوی ن  اس  ره ان  ت  گ  رال ه  ای (م  ح  اس  ب  ه ۳۶ . ۴ خ  اص  ی  ت
آن  گ  اه ب  اش  د. ث  اب  ت ع  ددی 𝑎 > ۰ و ۳۴ . ۴ خ  اص  ی  ت م  ان  ن  د 𝑓(𝑥) ک  ن  ی  د ف  رض م  ث  ل  ث  ات  ی).


∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑎𝑥 𝑑𝑥 = ۲𝜋𝑖

𝑛

𝑘=۱

Res (𝑓𝑒𝑖𝑎𝑧, 𝑧𝑘)

اس  ت. ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑓 ت  اب  ع ق  ط  ب ه  ای 𝑧𝑛 ت  ا 𝑧۱ آن در ک  ه

اس  ت. ص  ادق ن  ی  ز 𝑝(𝑧) درج  ه از ب  ی  ش  ت  ر ی  ک  ی 𝑞(𝑥) درج  ه ح  ال  ت ب  رای ۳۵ . ۴ ح  ال  ت ت  ذک  ر.

ظ  اه  ر |𝑑�̄�| ی  ا |𝑑𝑧| ی  ا 𝑑|𝑧| ی  ا 𝑑�̄� ی  ا �̄� ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع در ان  ت  گ  رال ه  ا از ب  ع  ض  ی در ت  ذک  ر.
دای  ره ب  ه ص  ورت م  ع  م  ولاً ک  ه اس  ت م  ن  ح  ن  ی𝐶ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روی ب  رای م  ق  ادی  ر ای  ن م  ی ش  ود.
م  ق  دار ،|𝑧 − 𝑧۰|۲ = (𝑧 − 𝑧۰)(�̄� − �̄�۰)ت  س  اوی روی از ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اس  ت. |𝑧 − 𝑧۰| = 𝑅

اس  ت. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل �̄�

.(۲۵ . ۴ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۲۶ . ۴ م  ث  ال


|𝑧|=𝑅>۱

𝑧۲
۱ + 𝑧۲ 𝑑𝑧 ≤

𝑅۲

𝑅۲ − ۱
۲𝜋𝑅.

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال .(۲۶ . ۴ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۲۷ . ۴ م  ث  ال
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ح  ل.


۲−۳𝑖

۱+𝑖
cosh 𝑧 𝑑𝑧 = sinh 𝑧

۲−۳𝑖

۱+𝑖
= sinh(۲ − ۳𝑖) − sinh(۱ + 𝑖).

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال .(۲۷ . ۴ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۲۸ . ۴ م  ث  ال

𝐼 = 
|𝑧|=۱

𝑧۲ cos 𝑧
(𝑧۴ + ۴)(𝑧۲ + ۶) 𝑑𝑧

.𝐼 = ۰ پ  س اس  ت، ت  ح  ل  ی  ل  ی |𝑧| ≤ ۱ در ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع چ  ون ح  ل.
𝐶۲ب  ه ط  وری ک  ه 𝐶۱و ،𝐶م  ن  ح  ن  ی ه  ای ب  رای .(۲۸ . ۴ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۲۹ . ۴ م  ث  ال

𝐶۲ 𝐶۱و ،𝐶م  ن  ح  ن  ی ه  ای :۹ . ۴ ش  ک  ل

𝐶 ∶ |𝑧| = ۴, 𝐶۱ ∶ |𝑧 − 𝑖| =
۱
۴
, 𝐶۲ ∶ |𝑧 − ۲𝑖| = ۱

۴
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آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ان  ت  گ  رال ح  اص  ل ب  ب  ی  ن  ی  د.) را ۹ . ۴ (ش  ک  ل

𝐼 = 
𝐶

𝑧۲ + 𝑧 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧

ح  ل.

𝐼 = 
𝐶۱

𝑧۲ + 𝑧 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧 +𝐶۲

𝑧۲ + 𝑧 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧.

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال .(۲۹ . ۴ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۳۰ . ۴ م  ث  ال

𝐼 = 
|𝑧−۲𝑖|= ۱

۴

𝑧۲ + 𝑧 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧

ح  ل.

𝐼 = 
|𝑧−۲𝑖|= ۱

۴

𝑧۲+𝑧+۱
(𝑧۲+۱)۲(𝑧+۲𝑖)
𝑧 − ۲𝑖 𝑑𝑧

= ۲𝜋𝑖 𝑧۲ + 𝑧 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧 + ۲𝑖) 

𝑧=۲𝑖

= ۲𝜋−۳ + ۲𝑖
۳۶

.

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال .(۳۰ . ۴ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۳۱ . ۴ م  ث  ال

𝐼 = 
|𝑧−𝑖|= ۱

۴

𝑧۲ + 𝑧 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧
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ح  ل.

𝐼 = 
|𝑧−𝑖|= ۱

۴

𝑧۲+𝑧+۱
(𝑧+𝑖)۲(𝑧۲+۴)
(𝑧 − 𝑖)۲ 𝑑𝑧

= ۲𝜋𝑖 𝑑𝑑𝑧
𝑧۲ + 𝑧 + ۱

(𝑧 + 𝑖)۲(𝑧۲ + ۴) 
𝑧=𝑖

= ۲𝜋𝑖
(۲𝑧 + ۱)(𝑧 + 𝑖)۲(𝑧 + ۴) − ۲(𝑧 + 𝑖)(𝑧۲ + ۴) + ۲𝑧(𝑧 + 𝑖)۲(𝑧۲ + 𝑧 + ۱)

(𝑧 + 𝑖)۲(𝑧۲ + ۴)
۲ 

𝑧=𝑖

= ۲𝜋𝑖−۶𝑖 − ۲
۳۶

= ۲𝜋۶ − ۲𝑖
۳۶

.

.𝐼 = ∫𝜋
−𝜋
𝑒۲  𝜃 𝑑𝜃 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .(۳ م  رح  ل  ه (ب  رای ۳۲ . ۴ م  ث  ال

داش  ت خ  واه  ی  م ۳ م  رح  ل  ه م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ل.

𝐼 = 
|𝑧|=۱

𝑒۲
𝑧− ۱
𝑧

۲𝑖
𝑑𝑧
𝑖𝑧

= 
|𝑧|=۱

𝑒
𝑖
𝑧 𝑒−𝑖𝑧 𝑑𝑧𝑖𝑧

=
∞

𝑛=۰

𝑖𝑛−۱
𝑛! |𝑧|=۱

𝑒−𝑖𝑧
𝑧𝑛+۱ 𝑑𝑧

=
∞

𝑛=۰

𝑖𝑛−۱
𝑛!

۲𝜋𝑖
𝑛! (−𝑖)

𝑛 = ۲𝜋
∞

𝑛=۰

۱
(𝑛!)۲ .

.𝐼 = 
∞

−∞

𝑥۲ + 𝑥 + ۱
(𝑥۲ + ۱)۲(𝑥۲ + ۴) 𝑑𝑥 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .۳۳ . ۴ م  ث  ال

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ۱۰ . ۴ ش  ک  ل ب  ه ص  ورت را ج  ردن م  ن  ح  ن  ی ح  ل.
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𝐶۲ 𝐶۱و ،𝐶م  ن  ح  ن  ی ه  ای :۱۰ . ۴ ش  ک  ل

م  ث  ال ه  ای ط  ب  ق ک  ه م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در ف  وق م  ن  ح  ن  ی روی را زی  ر م  خ  ت  ل  ط ان  ت  گ  رال ه  م  چ  ن  ی  ن
م  ی ن  وی  س  ی  م ۳۱ . ۴ و ۳۰ . ۴ ،۲۹ . ۴


𝐶

𝑧۲ + 𝑧 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧

= 
𝐶۱

𝑧۲ + 𝑥 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧 +𝐶۲

𝑧۲ + 𝑥 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧

۲۹ . ۴ م  ث  ال

= ۲𝜋۶ − ۲𝑖
۳۶

۳۱ . ۴ م  ث  ال

+ ۲𝜋−۳ + ۲𝑖
۳۶

۳۰ . ۴ م  ث  ال

= ۲𝜋 ۳
۳۶

= 𝜋
۶
.

داری  م ۲۵ . ۴ خ  اص  ی  ت از ح  ال


𝐶𝑅

𝑧۲ + 𝑧 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧 ≤ 𝜋𝑅

𝑅۲ + 𝑅 + ۱
(𝑅۲ − ۱)(𝑅۲ − ۴)۲ .

.𝐼 = 𝜋
۶ درن  ت  ی  ج  ه .𝑅 → وق  ت  ی∞ 𝑅۲+𝑅+۱

(𝑅۲−۱)(𝑅۲−۴)۲ ⟶ ۰ ط  رف  ی از
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م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .(۳۱ . ۴ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۳۴ . ۴ م  ث  ال

𝐼 = 
|𝑧|=۱

𝑧۶ sin ۱
𝑧 𝑑𝑧.

ل  ورن م  ک  ب  س  ط        از ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. 𝑧 = ۰ ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع ت  ک  ی  ن ن  ق  ط  ه ت  ن  ه  ا ح  ل.
داری  م س  ی  ن  وس  ی

sin𝑤 =
∞

𝑛=۰

(−۱)𝑛
(۲𝑛 + ۱)!𝑤

۲𝑛+۱, 𝑤 ∈ ℂ.

پ  س . ۱𝑧 م  ی ده  ی  م ج  ای𝑤ق  رار ب  ه  ح  ال

𝑧۶ sin ۱
𝑧 = 𝑧

۶
∞

𝑛=۰

(−۱)𝑛
(۲𝑛 + ۱)!

۱
𝑧۲𝑛+۱ =

∞

𝑛=۰

(−۱)𝑛
(۲𝑛 + ۱)!𝑧

−۲𝑛+۵.

م  ان  ده ج  م  ل  ه ب  رای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ف  وق ب  س  ط در 𝑧−۱ ض  ری  ب ب  ا ب  راب  ر 𝑧 = ۰ ن  ق  ط  ه در م  ان  ده
درن  ت  ی  ج  ه .𝑛 = ۳ ۲𝑛−ی  ا + ۵ = −۱ ب  ای  د

Res 𝑧۶ sin ۱
𝑧, ۰
 = 𝑎−۱ =

(−۱)𝑛
(۲𝑛 + ۱)! 

𝑛=۳
= − ۱

۷! .

پ  س

𝐼 = ۲𝜋𝑖(− ۱
۷! ) =

−۲𝜋𝑖
۷! .

م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .(۳۳ . ۴ و ۳۲ . ۴ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۳۵ . ۴ م  ث  ال

𝐼 = 
𝐶

𝑧۲ + 𝑧 + ۱
(𝑧۲ + ۱)۲(𝑧۲ + ۴) 𝑑𝑧

اس  ت. ۳۳ . ۴ م  ث  ال ج  ردن م  ن  ح  ن  ی 𝐶ه  م  ان آن در ک  ه



م  خ  ت  ل  ط۲۷۶ ان  ت  گ  رال . ۴ ف  ص  ل

ق  ط  ب ک  ه 𝑧۲ = 𝑖 و س  اده ق  ط  ب ک  ه 𝑧۱ = ۲𝑖 از داخ  ل𝐶ع  ب  ارت ان  د در ت  ک  ی  ن ن  ق  اط ح  ل.
پ  س اس  ت. ۲ م  رت  ب  ه

𝐼 = ۲𝜋𝑖Res (𝑓, ۲𝑖) + Res (𝑓, 𝑖)

= ۲𝜋𝑖 𝑧۲ + 𝑧 + ۱
۴𝑧(𝑧۲ + ۱)(𝑧۲ + ۴) + ۲𝑧(𝑧۲ + ۱)۲


𝑧=۲𝑖

+ ۱
۱!
𝑑
𝑑𝑧

𝑧۲ + 𝑧 + ۱
(𝑧 + 𝑖)۲(𝑧۲ + ۴) 

𝑧=𝑖

= ۲𝜋𝑖−۳ + ۲𝑖
۳۶𝑖 + ۶ − ۲𝑖

۳۶𝑖


= 𝜋
۶
.

زی  ر ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .(۳۴ . ۴ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۳۶ . ۴ م  ث  ال

𝐼 = 
𝜋

−𝜋

sin 𝜃
sin 𝜃 + ۲

𝑑𝜃.

داش  ت خ  واه  ی  م ۳۴ . ۴ خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ل.

𝑓(𝑧) =
𝑧− ۱

𝑧
۲𝑖

𝑧− ۱
𝑧

۲𝑖 + ۲

۱
𝑖𝑧 =

𝑧۲ − ۱
𝑧۲ − ۱ + ۴𝑖𝑧

۱
𝑖𝑧 =

۱
𝑖

𝑧۲ − ۱
𝑧(𝑧۲ + ۴𝑖𝑧 − ۱) .

ای  ن ری  ش  ه ه  ای .𝑧۲ + ۴𝑖𝑧 − ۱ = ۰ ری  ش  ه ه  ای و ،𝑧۱ = ۰ از ع  ب  ارت ان  د ت  ک  ی  ن ن  ق  اط
اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت دوم درج  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای

𝑧 = −۲𝑖 ± √−۴ + ۱ = −۲𝑖 ± √۳𝑖 = (−۲ ± √۳)𝑖.

ق  ط  ب دو ه  ر و ه  س  ت  ن  د واح  د دای  ره داخ  ل 𝑧۲ = −(۲ − √۳)𝑖 و 𝑧۱ = ۰ ت  ک  ی  ن ن  ق  اط
س  اده ان  د.

Res (𝑓, ۰) = lim
𝑧→۰

۱
𝑖

𝑧۲ − ۱
𝑧۲ + ۴𝑖𝑧 − ۱

= ۱
𝑖 = −𝑖

Res 𝑓, −(۲ − √۳)𝑖 =
۱
𝑖

𝑧۲ − ۱
۳𝑧۲ + ۸𝑖𝑧 − ۱ 

𝑧=−(۲−√۳)𝑖

= ۱
𝑖 (−

۲

√۳
) = ۲

√۳
𝑖.
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پ  س
𝐼 = ۲𝜋𝑖 ۲

√۳
𝑖 − 𝑖 = ۲𝜋۱ − ۲

√۳
.

م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت .(۳۶ . ۴ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۳۷ . ۴ م  ث  ال

𝐼 = 
∞

۰

𝑥۳ sin 𝑥
𝑥۴ + ۱

𝑑𝑥.

ک  ه م  ی دان  ی  م اب  ت  دا در ح  ل.

𝐼 = ۱
۲

∞

−∞

𝑥۳ sin 𝑥
𝑥۴ + ۱

𝑑𝑥.

پ  س .𝑧۴ = −۱ ری  ش  ه ه  ای از ع  ب  ارت ان  د ت  ک  ی  ن ن  ق  اط ۳۶ . ۴ خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا

𝑧۴ = −۱ = 𝑒۲𝑘𝜋𝑖+𝜋𝑖 = 𝑒(۲𝑘+۱)𝜋𝑖 ⇒ 𝑧 = 𝑒(۲𝑘+۱)
𝜋
۴ 𝑖, 𝑘 = ۰, ۱, ۲,۳

⇒ 𝑧۱ = 𝑒
𝜋
۴ 𝑖, 𝑧۲ = 𝑒

۳𝜋
۴ 𝑖, 𝑧۳ = 𝑒

۵𝜋
۴ 𝑖, 𝑧۴ = 𝑒

۷𝜋
۴ 𝑖.

ه  س  ت  ن  د. ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑧۲ و 𝑧۱ ت  ک  ی  ن ن  ق  اط
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت 𝑧۲ و 𝑧۱ ت  ک  ی  ن ن  ق  اط در را 𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑧 = 𝑧۳𝑒𝑖𝑧

𝑧۴+۱ ت  اب  ع م  ان  ده ح  ال

Res (𝑓, 𝑧۱) =
𝑧۳𝑒𝑖𝑧
۴𝑧۳ 

𝑧۱=𝑒
𝜋
۴ 𝑖
= 𝑒

( ۱
√۲
+𝑖 ۱
√۲
)𝑖

۴

Res (𝑓, 𝑧۲) =
𝑧۳𝑒𝑖𝑧
۴𝑧۳ 

𝑧۱=𝑒
۳𝜋
۴ 𝑖
= 𝑒

(− ۱
√۲
+𝑖 ۱
√۲
)𝑖

۴

درن  ت  ی  ج  ه


∞

−∞

𝑥۳ sin 𝑥
𝑥۴ + ۱

𝑑𝑥 = ℑ۲𝜋𝑖𝑒
( ۱
√۲
+𝑖 ۱
√۲
)𝑖

۴
+ 𝑒

(− ۱
√۲
+𝑖 ۱
√۲
)𝑖

۴


= ۲𝜋𝑒
− ۱
√۲

۲
𝑒

۱
√۲
𝑖
+ 𝑒

− ۱
√۲
𝑖

۲

= 𝜋𝑒
− ۱
√۲ cos ۱

√۲
.
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ب  ن  اب  رای  ن

𝐼 = 𝜋
۲

cos ۱
√۲

𝑒
۱
√۲

.

۵ . ۴ ت  م  ری  ن

ب  ن  وی  س  ی  د. م  خ  ت  ص  ات م  ب  دأ ح  ول را زی  ر ت  واب  ع ل  ران ب  س  ط . ۱

𝑓(𝑧) = 𝑧+۲
𝑧۶(𝑧−𝑖)۲ ال  ف)

𝑓(𝑧) = ۲𝑧+۳𝑖
𝑧۵(𝑧−۱)۲ ب)

𝑓(𝑧) = ۵𝑧+۱
𝑧۴(𝑧+۱)۲ ج)

𝑓(𝑧) = 𝑧−۲
𝑧۴(𝑧+𝑖)۲ د)

آوری  د. دس  ت ب  ه آن ه  ا ت  ک  ی  ن ن  ق  اط در را زی  ر ت  واب  ع م  ان  ده . ۲

𝑓(𝑧) = 𝑧+۳
𝑧۳(𝑧+۲) ال  ف)

𝑓(𝑧) = ۳𝑧+۲𝑖
𝑧(𝑧+𝑖)۳ ب)

𝑓(𝑧) = ۲𝑧−۴𝑖
(𝑧+۱)(𝑧−𝑖)۳ ج)

𝑓(𝑧) = 𝑧+۳𝑖
(𝑧+۱)۳(𝑧−۲𝑖) د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه آن ه  ا ت  ک  ی  ن ن  ق  اط در را زی  ر ت  واب  ع م  ان  ده . ۳

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧−
۱
𝑖𝑧 ال  ف)

𝑓(𝑧) = sin 𝑧 𝑒
۱
𝑧 ب)

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 cos ۱
𝑧 ج)

𝑓(𝑧) = sin ۱
𝑧 cos 𝑧 د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۴
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∮
|𝑧|=۱

�̄�۵ cos 𝑧 𝑑�̄� ال  ف)

∮
|𝑧|=۱

�̄� tan 𝑧 𝑑�̄� ب)

∮
|𝑧|=۲

�̄�۲ cot �̄� 𝑑𝑧 ج)

∮
|𝑧|=۲

𝑧۶ sin ۱
𝑧 𝑑�̄� د)

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای ح  اص  ل . ۵

∫𝜋
−𝜋

 𝜃
۴−۳  𝜃 𝑑𝜃 ال  ف)

∫۲𝜋

۰
 ۲𝜃
۲−𝜃 𝑑𝜃 ب)

∫۲𝜋

۰
 ۲𝜃

۵−۴  ۲𝜃 𝑑𝜃 ج)

∫𝜋
−𝜋

 ۲𝜃
۳−۲  𝜃 𝑑𝜃 د)

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال ه  ای . ۶

∫∞
۰

𝑥۲  ۲𝑥
۱+𝑥۴ 𝑑𝑥 ال  ف)

∫∞
۰

𝑥  𝑥
(𝑥۲+۱)۲(𝑥۲+۴) 𝑑𝑥 ب)

∫∞
۰

 𝑥
۱۶+𝑥۴ 𝑑𝑥 ج)

∫∞
۰

𝑥۳  𝑥
(𝑥۲+۱)(𝑥۲+۴)۲ 𝑑𝑥 د)





۵ ف  ص  ل

ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای

ت  ب  دی  ل ب  رای آن از اس  ت  ف  اده و ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع ه  ن  دس  ی خ  واص ب  ررس  ی ف  ص  ل ای  ن از ه  دف
اس  ت م  ی  دان  ی «خ  وب» م  ی  دان از م  ق  ص  ود اس  ت. «خ  وب» م  ی  دان ه  ای ب  ه «ب  د» م  ی  دان ه  ای
ع  م  ل  ی  ات ان  ج  ام ک  ه اس  ت م  ی  دان  ی «ب  د» م  ی  دان و م  م  ک  ن آن در م  ط  ل  وب ع  م  ل  ی  ات ان  ج  ام ک  ه
م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل و ط  رح ب  رای م  ث  ل  ث ی  ک م  ث  ال ع  ن  وان ب  ه اس  ت. غ  ی  رم  م  ک  ن آن در م  ط  ل  وب
در اس  ت. «خ  وب» م  ی  دان ی  ک م  س  ت  ط  ی  ل م  رب  ع ی  ک و «ب  د» م  ی  دان ی  ک پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل
ب  ا ب  ود 𝑐 < 𝑦 < 𝑑 و 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 وق  ت  ی ک  ه پ  اره ای م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ح  ل دی  دی  م اوّل ف  ص  ل
م  ث  ل  ث ی  ک داخ  ل در (𝑥, 𝑦) ک  ه ن  ش  د ط  رح م  س  ئ  ل  ه ای ل  ی  ک  ن ب  ود م  ق  دور ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده
م  ط  رح ن  ی  ز ش  ک  ل م  ث  ل  ث  ی م  ی  دان روی پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات از م  س  ائ  ل  ی ل  ی  ک  ن ب  اش  د.
ک  م  ک م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ح  ل ب  ه ف  ص  ل ای  ن م  ط  ال  ب ن  ش  دن  د. م  ط  رح اوّل ف  ص  ل در ک  ه اس  ت
از اس  ت  ف  اده ب  ا «خ  وب» م  ی  دان ه  ای ب  ه را «ب  د» م  ی  دان ه  ای ب  ت  وان  ی  م ای  ن ک  ه ب  رای م  ی ک  ن  ن  د.
و ک  ل  ی  ت در ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع از خ  وب  ی ش  ن  اخ  ت م  ی ب  ای  س  ت  ی ک  ن  ی  م ت  ب  دی  ل ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع
ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای م  ع  رف  ی ب  ه ۱ . ۵ ب  خ  ش در ب  اش  ی  م. داش  ت  ه را آن از خ  اص ت  واب  ع  ی خ  واص
۳ . ۵ ب  خ  ش در م  ی پ  ردازی  م. خ  اص ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع چ  ن  د ب  ررس  ی ب  ه ۲ . ۵ ب  خ  ش در م  ی پ  ردازی  م.

داری  م. را آن  ه  ا ک  ارب  رد



ه  م  دی  س۲۸۲ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ۱ . ۵
ت  اب  ع ب  رای م  ی ب  اش  د. ک  ل  ی  ت در ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع ه  ن  دس  ی خ  واص ب  ررس  ی ب  خ  ش ای  ن از ه  دف
م  ن  ح  ن  ی، ط  ول م  ن  ح  ن  ی، ب  ر م  م  اس ه  ن  دس  ی خ  واص 𝑦 = 𝑓(𝑥) م  ان  ن  د ح  ق  ی  ق  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک
م  ط  ال  ب ن  ی  ز ح  ق  ی  ق  ی م  ت  غ  ی  ر دو ت  واب  ع ب  رای م  ط  رح، دوار روی  ه و دوار ح  ج  م م  ن  ح  ن  ی، زی  ر م  س  اح  ت
ب  رای اس  ت. ب  ررس  ی ق  اب  ل و م  ط  رح روی  ه ب  ر م  م  اس و روی  ه س  ط  ح روی  ه، زی  ر ح  ج  م م  ان  ن  د م  ش  اب  ه
دام  ن  ه ن  ق  اط ن  م  ای  ش ب  رای چ  ون اس  ت. ت  ص  ور ق  اب  ل غ  ی  ر ه  ن  دس  ی م  ف  اه  ی  م چ  ن  ی  ن ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع
م  ج  زا ص  ف  ح  ه دو در ع  م  ل  ی  ات ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. ن  ی  از م  ح  ور دو ن  ی  ز ت  اب  ع ب  رد ن  ق  اط و م  ح  ور دو ت  اب  ع
ه  ن  دس  ی ک  ار ل  ذا ن  ی  س  ت. م  ق  دور ب  ع  دی س  ه ف  ض  ای در ن  ق  اط ارت  ب  اط ن  م  ای  ش ل  ذا م  ی ش  ود. ان  ج  ام
و ه  ن  دس  ی خ  اص اش  ک  ال ی  ا و م  ن  ح  ن  ی خ  ط، ق  ب  ی  ل از ن  ق  اط، م  ج  م  وع  ه ت  ص  وی  ر ت  ع  ی  ی  ن م  م  ک  ن
ای  ن ب  ه ه  م  دی  س  ی خ  اص  ی  ت اس  ت. ت  ص  وی  ر اج  زا ب  ه دام  ن  ه از ه  ن  دس  ی اج  زا ب  ی  ن ارت  ب  اط ان  ت  ق  ال

اس  ت. زی  ر م  ق  دم  ات ب  ه ن  ی  از ه  م  دی  س  ی م  ف  اه  ی  م ب  ی  ان ب  رای م  ی ک  ن  د. ک  م  ک م  ط  ل  ب
م  ی ده  ی  م: ن  م  ای  ش زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ه 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℂم  ن  ح  ن  ی ب  رای

𝛾(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]

اگ  ر گ  وی  ی  م ه  م  وار را م  ن  ح  ن  ی م  ی گ  ی  ری  م. م  ن  ح  ن  ی ج  ه  ت م  ن  ح  ن  ی، روی را 𝑡اف  زای  ش ج  ه  ت
م  ن  ح  ن  ی ب  ر م  م  اس ب  ردار ج  ه  ت ن  ی  ز را م  ن  ح  ن  ی ج  ه  ت ب  اش  د. م  وج  ود ن  ق  ط  ه ه  ر در آن ب  ر م  م  اس

م  ی گ  ی  ری  م.

اس  ت. ۱ . ۵ ش  ک  ل ن  م  ای  ش دارای 𝛾(𝑡) = 𝑡 + 𝑖𝑡۲, −۱ ≤ 𝑡 ≤ ۱ م  ن  ح  ن  ی .۱ . ۵ م  ث  ال
ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در آن  ه  ا م  م  اس ه  ای ب  ی  ن زاوی  ه را ه  م  وار م  ن  ح  ن  ی دو ب  ی  ن زاوی  ه

گ  وی  ی  م. ن  گ  اش  ت ی  ک 𝑤را ب  ه 𝑧 ص  ف  ح  ه از پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع ه  ر

ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ی  ک 𝑧۰ ن  ق  ط  ه در 𝑤را ص  ف  ح  ه ب  ه 𝑧 ص  ف  ح  ه از 𝑓ن  گ  اش  ت ه  م  دی  س: ن  گ  اش  ت
از ه  م م  ی گ  ذرن  د 𝑧۰ ن  ق  ط  ه از ک  ه ه  م  واری م  ن  ح  ن  ی دو ب  ی  ن زاوی  ه ن  گ  اش  ت ای  ن اگ  ر گ  وی  ی  م
𝑧۰ ن  ق  ط  ه از 𝐶۲ک  ه 𝐶۱و م  ن  ح  ن  ی دو اگ  ر ی  ع  ن  ی ن  م  ای  د. ح  ف  ظ ج  ه  ت ن  ظ  ر از ه  م و م  ق  دار ن  ظ  ر
𝑓(𝑧۰) ن  ق  ط  ه از ک  ه م  ن  ح  ن  ی دو ای  ن ت  ص  وی  ر ب  اش  ن  د 𝛼 زاوی  ه دارای ن  ق  ط  ه ای  ن در م  ی گ  ذرن  د
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۱ . ۵ ش  ک  ل

ب  ر 𝑧۰ ح  ول م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت 𝐶۱در ب  ر م  م  اس اگ  ر ب  ه ع  لاوه و ب  اش  ن  د 𝛼 زاوی  ه دارای ن  ی  ز م  ی گ  ذرن  د
ح  ول م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت در چ  رخ  ش 𝐶′۱ب  ا ب  ر م  م  اس ن  ی  ز ت  ص  وی  ر ص  ف  ح  ه در ش  ود 𝐶۲م  ن  ط  ب  ق

گ  ردد. 𝐶′۲م  ن  ط  ب  ق = 𝑓(𝐶۲) ب  ر م  م  اس ب  ر 𝑓(𝑧۰)
𝑧۰ در 𝑓 واب  س  ت  ه ن  گ  اش  ت ،𝑓′(𝑧۰) ≠ ۰ ب  ا 𝑓(𝑧)ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ب  رای م  ی ده  ی  م ن  ش  ان ح  ال

اس  ت. ه  م  دی  س
𝛾′(𝑡۰) ≠ ۰ ،𝑡۰ ∈ (𝑎, 𝑏)ب  رای و م  ی گ  ذرد 𝑧۰ ن  ق  ط  ه از 𝛾(𝑡) ه  م  وار م  ن  ح  ن  ی ک  ن  ی  د ف  رض

از ع  ب  ارت  س  ت 𝑧۰ در 𝛾 ب  ر م  م  اس ب  ردار ای  ن ص  ورت در .𝛾(𝑡۰) = 𝑧۰ و

lim
𝑡→۰

𝑧 − 𝑧۰
Δ𝑡 = lim

𝑡→۰

𝛾(𝑡۰ + Δ𝑡) − 𝛾(𝑡۰)
Δ𝑡 = 𝛾′(𝑡۰) (Δ𝑡 > ۰).

ت  ص  وی  ر Arg𝛾′(𝑡۰)اس  ت. ب  ا ب  راب  ر م  ی س  ازد 𝑥ه  ا م  ح  ور ب  ا م  م  اس ب  ردار ای  ن ک  ه زاوی  ه ای
ت  وج  ه ب  ا م  ی گ  ذرد. 𝑓(𝑧۰) ن  ق  ط  ه از ک  ه اس  ت �̃�(𝑡)م  ن  ح  ن  ی 𝑓(𝑧)ن  گ  اش  ت ت  ح  ت 𝛾(𝑡)م  ن  ح  ن  ی

از ع  ب  ارت  س  ت 𝑓(𝑧۰) ن  ق  ط  ه در �̃�(𝑡) ب  ر م  م  اس ب  ردار ف  وق م  ط  ال  ب ب  ه

�̃�′(𝑡۰) = 𝑓′(𝛾(𝑡۰))𝛾′(𝑡۰) = 𝑓′(𝑧۰)𝛾′(𝑡۰).

𝑓(𝑧۰) ن  ق  ط  ه در �̃�(𝑡) ب  ر م  م  اس ی  ع  ن  ی .�̃�′(𝑡۰) ≠ ۰ ای  ن ص  ورت در 𝑓′(𝑧۰) ≠ ۰ اگ  ر ح  ال
ل  ی  ک  ن م  ی س  ازد. Argرا �̃�′(𝑡۰) زاوی  ه 𝑢 م  ح  ور ب  ا و م  وج  ود

Arg �̃�′(𝑡۰) = Arg𝛾′(𝑡۰) + arg 𝑓′(𝑧۰).
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Arg𝑓′(𝑧۰) ان  دازه ب  ه 𝑧۰ ن  ق  ط  ه در 𝛾(𝑡)م  ن  ح  ن  ی ب  ر 𝛾′(𝑡۰)م  م  اس ب  ردار دوران ب  ا ی  ع  ن  ی
ک  ه ه  م  واری م  ن  ح  ن  ی ه  ای ت  م  ام ب  رای م  ط  ل  ب ای  ن چ  ون م  ی آی  د. ب  ه دس  ت �̃�′(𝑡۰)م  م  اس ب  ردار
ب  اش  د 𝛼 ب  ا ب  راب  ر 𝛾۲(𝑡) و 𝛾۱(𝑡)م  ن  ح  ن  ی دو ب  ی  ن زاوی  ه اگ  ر پ  س اس  ت، ب  رق  رار م  ی گ  ذرن  د 𝑧۰ از
ب  ه آن چ  رخ  ش ب  ا 𝛾۱(𝑡) ب  ر م  م  اس اگ  ر و اس  ت 𝛼 ب  راب  ر ن  ی  ز 𝑓(𝛾۲(𝑡)) و 𝑓(𝛾۱(𝑡))ب  ی  ن زاوی  ه
𝛼 ان  دازه ب  ه اگ  ر ه  م 𝑓(𝛾۱(𝑡)) ب  ر م  م  اس گ  ردد م  ن  ط  ب  ق 𝛾۲(𝑡) ب  ر م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت در 𝛼 ان  دازه
زی  ر خ  اص  ی  ت پ  س م  ی گ  ردد. م  ن  ط  ب  ق 𝑓(𝛾۲(𝑡)) ب  ر م  م  اس ب  ر ن  م  ای  د دوران م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت در

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۲ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه اس  ت. ب  رق  رار

𝑓′(𝑧۰) ≠ ۰ و ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑧۰ ن  ق  ط  ه در 𝑓 ت  اب  ع اگ  ر ه  م  دی  س). (ن  گ  اش  ت ۱ . ۵ خ  اص  ی  ت
اس  ت. ه  م  دی  س 𝑧۰ در 𝑓 آن گ  اه ب  اش  د،

۲ . ۵ ش  ک  ل

ب  اش  د 𝑓′(𝑧۰) = ۰ اگ  ر چ  ون اس  ت. اس  اس  ی ف  وق خ  اص  ی  ت در 𝑓′(𝑧۰) ≠ ۰ ش  رط ت  ذک  ر.
Arg𝛾′(𝑡۰)ارائ  ه Argو �̃�′(𝑡۰)ب  ی  ن ارت  ب  اط  ی ف  وق روش و اس  ت ن  ام  ش  خ  ص arg 𝑓′(𝑧۰)

ن  م  ی ده  د.

اس  ت 𝑓′(𝑧) = 𝑛𝑧𝑛−۱ م  ش  ت  ق دارای 𝑛ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ب  رای 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑛 ت  اب  ع .۲ . ۵ م  ث  ال
ل  ی  ک  ن اس  ت. ه  م  دی  س 𝑧۰ ≠ ۰ ب  رای آن ن  گ  اش  ت پ  س .𝑓′(𝑧۰) ≠ ۰ داری  م 𝑧۰ ≠ ۰ ب  رای ک  ه
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ی  ع  ن  ی .�̃�(𝑟) = 𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃۰ ش  ع  اع م  ی ش  ود ن  گ  اش  ت ای  ن ت  ح  ت 𝛾(𝑟)𝑒𝑖𝜃۰ , 𝑟 > ۰ ش  ع  اع ت  ص  وی  ر
𝜃۰ب  ه آون  د ب  ا ش  ع  اع ن  گ  اش  ت ای  ن ب  رای ی  ع  ن  ی .Arg �̃�′(𝑟) = 𝑛𝜃۰ Arg𝛾′(𝑟)ل  ی  ک  ن = 𝜃۰
م  ی ش  ود. ب  راب  ر 𝑛 ت  ص  وی  ر در ن  ی  ز ش  ع  اع دو ب  ی  ن زاوی  ه پ  س م  ی ش  ود. ت  ص  وی  ر 𝑛𝜃۰ آون  د ب  ا ش  ع  اع

اس  ت. ب  رق  رار م  ی گ  ذرن  د م  ب  دأ از ک  ه م  ن  ح  ن  ی ه  ای  ی ب  رای خ  اص  ی  ت ه  م  ی  ن ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑤در = 𝑓(𝑧) م  ان  ن  د م  ع  ی  ن ن  گ  اش  ت ی  ک ت  ح  ت 𝑧 ص  ف  ح  ه از ن  اح  ی  ه ی  ک ت  ص  وی  ر ت  ع  ی  ی  ن
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را م  س  ئ  ل  ه ن  ب  اش  د. آس  ان اس  ت م  م  ک  ن ک  ه اس  ت م  ق  دم  ات  ی 𝑤ک  ار ص  ف  ح  ه

و 𝑔(𝑥, 𝑦) = ۰ ب  ه ص  ورت ض  م  ن  ی م  ع  ادل  ه ب  ا 𝑧 ص  ف  ح  ه م  ن  ح  ن  ی𝐶در ک  ن  ی  د ف  رض م  س  ئ  ل  ه:
ب  اش  د. ش  ده داده 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦)ب  ه ص  ورت𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑢 + 𝑖𝑣ن  گ  اش  ت

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه س  ه ای  ن ج  ا در پ  س

𝑔(𝑥, 𝑦) = ۰ , 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) , 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦).

ب  ر م  ع  ادل  ه ی  ک ت  ا ن  م  ای  ی  م ح  ذف را 𝑦 و 𝑥 م  ع  ادل  ه س  ه ای  ن ب  ی  ن م  ی ب  ای  س  ت  ی ت  ص  وی  ر ت  ع  ی  ی  ن ب  رای
آی  د. ,𝐺(𝑢ب  ه دس  ت 𝑣) = ۰ ب  ه ص  ورت 𝑣 و 𝑢ح  س  ب

𝜃ن  ی  ز و 𝑟ح  س  ب ب  ر ی  ا 𝑧 و 𝑧ح  س  ب ب  ر اس  ت م  م  ک  ن 𝑔(𝑥, 𝑦) = ۰ م  ع  ادل  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ت  ذک  ر.
ب  اش  د. ش  ده داده 𝜃 و 𝑟ح  س  ب ب  ر اس  ت 𝑤م  م  ک  ن = 𝑓(𝑧) ت  اب  ع ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. ش  ده داده
ب  ه ص  ورت اس  ت م  م  ک  ن ت  ص  وی  ر م  ن  ح  ن  ی ه  م  چ  ن  ی  ن .𝑢 = 𝑢(𝑟, 𝜃) و 𝑣 = 𝑣(𝑟, 𝜃)ی  ع  ن  ی
ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات 𝜙م  ت  غ  ی  ی  ره  ای 𝑅و از م  ن  ظ  ور آن در ک  ه ب  اش  د ح  ص  ول ,𝐺(𝑅ق  اب  ل 𝜙) = ۰
ب  ا 𝑧 ص  ف  ح  ه م  ت  غ  ی  ی  ره  ای ح  ذف ب  ه ای  ن ک  ه ب  س  ت  ه .𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑅𝑒𝑖𝜙 ی  ع  ن  ی م  ی ب  اش  ن  د، ت  ص  وی  ر

م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده م  ت  غ  ی  ی  ره  ا ن  وع آن از ب  اش  د آس  ان ت  ر م  ت  غ  ی  ی  ره  ا ای  ن از ن  وع ک  دام از اس  ت  ف  اده

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = ۱
𝑧 ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را |𝑧 − 𝑖| = ۲ دای  ره ت  ص  وی  ر .۳ . ۵ م  ث  ال

ک  ن  ی  م ح  ذف را 𝑧 م  ع  ادل  ه دو ای  ن ب  ی  ن اگ  ر .𝑤 = ۱
𝑧 و |𝑧 − 𝑖| = ۲ داری  م اوّل: روش ح  ل.

ده  ی  م ق  رار دای  ره م  ع  ادل  ه در را آن .𝑧 = ۱
𝑤 داری  م ن  گ  اش  ت از م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ت  ص  وی  ر م  ج  م  وع  ه

گ  ردد. م  ش  خ  ص ت  ص  وی  ر ت  ا ک  ن  ی  م س  اده را آن م  ی ب  ای  س  ت  ی ح  ال . ۱𝑤 − 𝑖 = ۲ م  ی ش  ود

 ۱𝑤 − 𝑖 = ۲ ⟺  ۱
𝑤 − 𝑖 ۱𝑤 + 𝑖 = ۴
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ی  ا
۱
𝑤𝑤 + 𝑖

𝑤 − 𝑖
𝑤 + ۱ = ۴ ⟺ ۱ + 𝑖𝑤 − 𝑖𝑤 = ۳(𝑢۲ + 𝑣۲)

ی  ا
۱ + 𝑣 + 𝑣 = ۳(𝑢۲ + 𝑣۲) ⟺ 𝑢۲ + 𝑣۲ − ۲

۳
𝑣 = ۱

۳
ی  ا

𝑢۲ + (𝑣 − ۱
۳
)۲ = ۴

۹
⟺ 𝑤 − 𝑖

۳
 = ۲

۳
.

𝑤۰اس  ت. =
𝑖
۳ ب  ه م  رک  ز و ۲

۳ ب  ه ش  ع  اع دای  ره ت  ص  وی  ر پ  س

ب  ن  وی  س  ی  م: دک  ارت  ی م  خ  ت  ص  ات در را م  ع  ادلات دوم: روش

|𝑧 − 𝑖| = ۲ ⟺ 𝑥۲ + (𝑦 − ۱)۲ = ۴

𝑤 = ۱
𝑧 ⟺ 𝑢 = 𝑥

𝑥۲ + 𝑦۲ , 𝑣 = − 𝑦
𝑥۲ + 𝑦۲ .

ب  ر آخ  ر م  ع  ادل  ه دو از اگ  ر را 𝑦 و 𝑥پ  س ک  ن  ی  م. ح  ذف را 𝑦 و 𝑥م  ی ب  ای  س  ت  ی م  ع  ادل  ه س  ه ای  ن ب  ی  ن
م  ی ش  ود. م  م  ک  ن ح  ل آوری  م ب  ه دس  ت 𝑣 و 𝑢ح  س  ب

𝑤 = ۱
𝑧 ⟺ 𝑧 = ۱

𝑤 ⟺ 𝑥+ 𝑖𝑦 = ۱
𝑢 + 𝑖𝑣 =

𝑢 − 𝑖𝑣
𝑢۲ + 𝑣۲ .

پ  س
𝑥 = 𝑢

𝑢۲ + 𝑣۲ , 𝑦 = − 𝑣
𝑢۲ + 𝑣۲ .

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ن  ح  ن  ی م  ع  ادل  ه در آن  ه  ا دادن ق  رار از

 𝑢
𝑢۲ + 𝑣۲


۲
+  − 𝑣

𝑢۲ + 𝑣۲ − ۱
۲
= ۴

ی  ا
𝑢۲ + (−𝑣 − 𝑢۲ − 𝑣۲)۲ = ۴(𝑢۲ + 𝑣۲)۲

ی  ا
𝑢۲ + 𝑣۲ + ۲𝑣(𝑢۲ + 𝑣۲) + (𝑢۲ + 𝑣۲)۲ = ۴(𝑢۲ + 𝑣۲)
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ی  ا
(𝑢۲ + 𝑣۲)(۳𝑢۲ + ۳𝑣۲ − ۲𝑣 − ۱) = ۰.

پ  س: −۱ ≤ 𝑦 ≤ ۳ و 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۳ + ۲𝑦 ،|𝑧 − 𝑖| = ۲ دای  ره روی چ  ون

𝑢۲ + 𝑣۲ =  𝑥
𝑥۲ + 𝑦۲


۲
+  − 𝑦

𝑥۲ + 𝑦۲

۲
= ۱
𝑥۲ + 𝑦۲ =

۱
۳ + ۲𝑦 ≥

۱
۹
.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت و 𝑢۲ + 𝑣۲ ≠ ۰ ن  ت  ی  ج  ه در

۳𝑢۲ + ۳𝑣۲ = ۲𝑣 + ۱ ⟺ 𝑢۲ + (𝑣 − ۱
۳
)۲ = ۴

۹
.

و 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ب  ه ص  ورت ب  ه ت  رت  ی  ب را ق  ط  ب  ی 𝑤م  خ  ت  ص  ات ص  ف  ح  ه و 𝑧 ص  ف  ح  ه در س  وم: روش
پ  س ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر 𝑤در = 𝑅𝑒𝑖𝜙

𝑤 = 𝑅𝑒𝑖𝜙 = ۱
𝑟𝑒
−𝑖𝜃 = ۱

𝑧 .

ه  م  چ  ن  ی  ن .𝜙 = −𝜃 𝑅و = ۱
𝑟 ی  ا

|𝑧 − 𝑖| = ۲ ⟺ |𝑟𝑒𝑖𝜃 − 𝑖| = ۲.

ک  ن  ی  م. ح  ذف 𝜃را و 𝑟 زی  ر م  ع  ادل  ه س  ه ب  ی  ن ب  ای  د ح  ال

𝜙 = −𝜃 , 𝑅 = ۱
𝑟 , |𝑟𝑒𝑖𝜃 − 𝑖| = ۲.

ده  ی  م. 𝑅ق  رار ح  س  ب𝜙و 𝜃ب  ر و 𝑟ب  ه ج  ای م  ن  ح  ن  ی م  ع  ادل  ه در ک  اف  ی  س  ت پ  س

|𝑟𝑒𝑖𝜃 − 𝑖| = ۲ ⟹  ۱𝑅𝑒
−𝑖𝜙 − 𝑖 = ۲

ب  ن  وی  س  ی  م. ب  ه  ت  ر ب  ه ص  ورت را آن م  ی ب  ای  س  ت  ی ت  ص  وی  ر م  ش  اه  ده ب  رای

 ۱𝑅𝑒
−𝑖𝜙 − 𝑖 = ۲ ⟺  ۱

𝑅𝑒
−𝑖𝜙 − 𝑖 ۱𝑅𝑒

𝑖𝜙 + 𝑖 = ۴



ه  م  دی  س۲۸۸ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

ی  ا
۱
𝑅۲ + 𝑖

۱
𝑅𝑒

−𝑖𝜙 − 𝑖 ۱𝑅𝑒
𝑖𝜙 + ۱ = ۴ ⟺ ۱

𝑅۲ +
۲
𝑅 sin𝜙 = ۳

ی  ا
۳𝑅۲ − ۲𝑅 sin𝜙 = ۱ ⟺ ۳(𝑢۲ + 𝑣۲) − ۲𝑣 = ۱

ی  ا
𝑢۲ + (𝑣 − ۱

۳
)۲ = ۴

۹
.

از ی  ک ک  دام ح  س  ب ب  ر 𝑧 ص  ف  ح  ه م  خ  ت  ص  ات از ی  ک ک  دام م  ح  اس  ب  ه ب  ه ای  ن ک  ه ب  س  ت  ه ت  ذک  ر.
ب  اش  د داش  ت  ه ت  وج  ه م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده م  خ  ت  ص  ات آن از ب  اش  د 𝑤آس  ان ت  ر ص  ف  ح  ه م  خ  ت  ص  ات
(𝑟, 𝜃) و (𝑥, 𝑦) ،𝑧م  خ  ت  ص  ات ن  وع س  ه ه  ر ح  س  ب ب  ر 𝑧 ص  ف  ح  ه در را م  ن  ح  ن  ی م  ع  ادل  ه ه  م  ی  ش  ه

ن  وش  ت. م  ی ت  وان

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑧۲ ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑥 + 𝑦 = ۱ خ  ط ت  ص  وی  ر .۴ . ۵ م  ث  ال

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را ن  گ  اش  ت م  ع  ادل  ه ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در اوّل: روش ح  ل.

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 , 𝑤 = 𝑅𝑒𝑖𝜙 , 𝑅𝑒𝑖𝜙 = 𝑟۲𝑒۲𝑖𝜃.

م  خ  ت  ص  ات در را م  ن  ح  ن  ی م  ع  ادل  ه ح  ال .𝜃 = 𝜙
۲ و 𝑟 = √𝑅 𝜙ی  ا = ۲𝜃 𝑅و = 𝑟۲ پ  س

ب  ن  وی  س  ی  م: ق  ط  ب  ی

𝑥 + 𝑦 = ۱ ⟹ 𝑟cos𝜃 + 𝑟 sin 𝜃 = ۱, −𝜋
۴
≤ 𝜃 ≤ ۳𝜋

۴
.

م  ی ش  ود: ت  ص  وی  ر پ  س
√𝑅 cos

𝜙
۲
+ sin

𝜙
۲
 = ۱

ی  ا
𝑅 cos

𝜙
۲
+ sin

𝜙
۲

۲
= ۱



ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای . ۱ . ۵۲۸۹

ی  ا
𝑅 = ۱

۱ + sin𝜙 − 𝜋
۲
≤ 𝜙 ≤ ۳𝜋

۲
.

اس  ت. س  ه  م  ی ی  ک ک  ه داری  م ۳ . ۵ ش  ک  ل ب  ه ص  ورت را م  ن  ح  ن  ی ای  ن ن  م  ودار

۳ . ۵ ش  ک  ل

داری  م: دک  ارت  ی م  خ  ت  ص  ات در دوم: روش

𝑢 = 𝑥۲ − 𝑦۲ , 𝑣 = ۲𝑥𝑦 , 𝑥 + 𝑦 = ۱.

پ  س: .𝑦 = ۱ − 𝑥 داری  م خ  ط م  ع  ادل  ه از ک  ن  ی  م. ح  ذف آن  ه  ا ب  ی  ن را 𝑦 و 𝑥 ح  ال

𝑢 = 𝑥۲ − (۱ − 𝑥)۲ = 𝑥۲ − ۱ + ۲𝑥 − 𝑥۲ = −۱ + 𝑥۲

𝑣 = ۲𝑥(۱ − 𝑥).

ده  ی  م. ق  رار 𝑣 م  ع  ادل  ه در را آن .𝑥 = 𝑢+۱
۲ اوّل م  ع  ادل  ه از

𝑣 = (𝑢 + ۱)۱ − 𝑢 + ۱
۲
 = ۱

۲
(−𝑢۲ + ۱).

اس  ت. ۳ . ۵ ش  ک  ل س  ه  م  ی ه  م  ان ک  ه 𝑣 = − ۱
۲𝑢

۲ + ۱
۲ ی  ا



ه  م  دی  س۲۹۰ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

دی  گ  ر ۲𝑥 + 𝑦 = ۱ خ  ط ب  رای م  ث  لاً ک  ن  د ت  غ  ی  ی  ر خ  ط م  ع  ادل  ه ف  وق م  ث  ال در چ  ن  ان چ  ه ت  ذک  ر.
ب  اش  د 𝑛 ≠ ۲ ،𝑤 = 𝑧𝑛 ب  ه ص  ورت ن  گ  اش  ت اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن ک  رد. ن  خ  واه  د ک  ار ب  ه س  ادگ  ی روش
ت  م  ام در ح  ل اوّل روش ل  ی  ک  ن ب  ود ن  خ  واه  د م  ف  ی  د دوم روش 𝑥 + 𝑦 = ۱ خ  ط ب  رای ح  ت  ی ن  ی  ز

اس  ت. 𝑤م  ف  ی  د = 𝑧𝑛 ت  اب  ع ب  رای ح  الات

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑧۲ ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑥 = 𝑦۲, 𝑦 ≥ ۰ س  ه  م  ی ت  ص  وی  ر .۵ . ۵ م  ث  ال

ق  ط  ب  ی 𝑤م  خ  ت  ص  ات ص  ف  ح  ه در و 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦دک  ارت  ی م  خ  ت  ص  ات 𝑧 ص  ف  ح  ه در اگ  ر ح  ل.
م  ی ش  ود. ان  ج  ام 𝜙ب  ه س  ادگ  ی ح  س  ب𝑅و ب  ر 𝑦 و 𝑥 م  ح  اس  ب  ه ب  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در 𝑤را = 𝑅𝑒𝑖𝜙

𝑤 = 𝑒𝑧 ⟹ 𝑅𝑒𝑖𝜙 = 𝑒𝑥 ⋅ 𝑒𝑖𝑦.

م  ی ش  ود: م  ط  ل  وب م  ع  ادل  ه س  ه پ  س

𝑅 = 𝑒𝑥 , 𝜙 = 𝑦 , 𝑦۲ = 𝑥, 𝑦 ≥ ۰.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت س  ه  م  ی م  ع  ادل  ه در آن  ه  ا دادن ق  رار از .𝑦 = 𝜙 و 𝑥 = ln𝑅پ  س

𝜙۲ = ln𝑅 𝜙 ≥ ۰.

اس  ت. ۴ . ۵ ش  ک  ل ب  ه م  ب  دأ ح  ول م  ارپ  ی  چ ی  ک آن ت  ص  وی  ر ک  ه ،𝑅 = 𝑒𝜙۲ ی  ا

ی  ک ه  م ب  ا ک  ه م  ی ش  ود داده م  ن  ح  ن  ی چ  ن  د ب  ه وس  ی  ل  ه ص  ف  ح  ه در ن  واح  ی م  رز م  ع  م  ولاً ت  ذک  ر.
ی  ک ه  ر ت  ص  وی  ر ک  ه ک  اف  ی  س  ت ن  اح  ی  ه ای  ن ت  ص  وی  ر ت  ع  ی  ی  ن ب  رای م  ی ده  ن  د. ت  ش  ک  ی  ل ج  ردن م  ن  ح  ن  ی
و م  ی ده  ن  د ب  ه دس  ت 𝑤را ص  ف  ح  ه از م  ن  ح  ن  ی ای  ن ای  ن ص  ورت در و آوری  م ب  ه دس  ت را م  ن  ح  ن  ی ه  ا از

ب  اش  د. م  ط  ل  وب ج  واب م  ی ت  وان  د ن  واح  ی ای  ن از ی  ک  ی

را ،۵ . ۵ ش  ک  ل ،𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰ 𝑥 + 𝑦 < ۱} م  ی  دان ت  ص  وی  ر .۶ . ۵ م  ث  ال
𝑤ب  ی  اب  ی  د. = 𝑒𝑧 ن  گ  اش  ت ت  ح  ت

ق  ب  ل م  ث  ال ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ی  اب  ی  م. را 𝑥 + 𝑦 = ۱ خ  ط ت  ص  وی  ر اب  ت  دا ح  ل.

𝑅 = 𝑒𝑥 , 𝜙 = 𝑦 , 𝑥 + 𝑦 = ۱ ⟹ 𝑥 = ln𝑅 , 𝑦 = 𝜙.



ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای . ۱ . ۵۲۹۱

۴ . ۵ ش  ک  ل

ی  ا ln 𝑅 = ۱ − 𝜙 م  ی ش  ود ت  ص  وی  ر پ  س

𝑅 = 𝑒۱−𝜙 ۰ ≤ 𝜙 ≤ ۱.

ی  ا ۰ ≤ 𝜙 ≤ ۱ و ln 𝑅 = ۰ م  ی ش  ود 𝑥 = ۰, ۰ ≤ 𝑦 ≤ ۱ پ  اره خ  ط ت  ص  وی  ر

𝑅 = ۱ , ۰ ≤ 𝜙 ≤ ۱.

ی  ا ۰ ≤ ln𝑅 ≤ ۱ 𝜙و = ۰ م  ی ش  ود 𝑦 = ۰, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱ پ  اره خ  ط ت  ص  وی  ر و

𝜙 = ۰ , ۱ ≤ 𝑅 ≤ 𝑒.

اس  ت. ۶ . ۵ ش  ک  ل 𝑤ت  ص  وی  ر = 𝑒𝑧 𝐷ت  ح  ت ت  ص  وی  ر پ  س

داری  م. را زی  ر م  س  ئ  ل  ه ن  وع س  ه ن  گ  اش  ت ه  ا ب  رای

م  ط  ل  وب و م  ی ش  ود 𝑤داده = 𝑓(𝑧)ن  گ  اش  ت و 𝑧 ص  ف  ح  ه 𝐷در ن  اح  ی  ه اوّل: ن  وع م  س  ئ  ل  ه



ه  م  دی  س۲۹۲ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۵ . ۵ ش  ک  ل

۶ . ۵ ش  ک  ل



ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای . ۱ . ۵۲۹۳

اس  ت. ان  ج  ام ق  اب  ل ف  وق م  ث  ال ه  ای ب  ا م  ش  اب  ه م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ح  ل اس  ت. 𝑓(𝐷)

م  ی ش  ود. 𝑤داده ص  ف  ح  ه ′𝐷در = 𝑓(𝐷) ن  اح  ی  ه 𝑤و = 𝑓(𝐷)ن  گ  اش  ت دوم: ن  وع م  س  ئ  ل  ه
ح  ل ل  ی  ک  ن اس  ت. اوّل ن  وع م  س  ائ  ل ش  ب  ه ه  م م  س  ائ  ل ن  وع ای  ن ت  ع  ی  ی  ن𝐷اس  ت. م  ط  ل  وب
م  ان  ن  د م  ن  ح  ن  ی ه  ای  ی ′𝐷ب  ه وس  ی  ل  ه = 𝑓(𝐷) م  ی  دان م  رز چ  ون اس  ت آس  ان ب  س  ی  ار آن
ق  رار از .𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) 𝑤داری  م = 𝑓(𝑧) از و م  ی ش  ود ,𝐺(𝑢داده 𝑣) = ۰

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ,𝐺(𝑢ف  وراً 𝑣) = ۰ در آن  ه  ا دادن

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑧۲ ت  ح  ت را 𝑣 = 𝑢۲ م  ن  ح  ن  ی م  ع  ک  وس ت  ص  وی  ر .۷ . ۵ م  ث  ال

داری  م: ح  ل.

𝑢 = 𝑥۲ − 𝑦۲ , 𝑣 = ۲𝑥𝑦 , 𝑣 = 𝑢۲.

م  ی ش  ود: ت  ص  وی  ر پ  س

(𝑥۲ − 𝑦۲)۲ = ۲𝑥𝑦 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰.

۷ . ۵ ش  ک  ل در ت  ص  وی  ر م  ی ن  وی  س  ی  م. ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در را آن ت  ص  وی  ر ش  دن م  ش  خ  ص ب  رای
اس  ت. ش  ده ت  رس  ی  م

𝑟۲ = sin ۲𝜃
cos۲ ۲𝜃 ⟹ 𝑟 = √sin ۲𝜃

cos ۲𝜃 , ۰ < 𝜃 < 𝜋
۲
.

م  ط  ل  وب م  ی ش  ود. 𝑤داده ص  ف  ح  ه ′𝐷در م  ی  دان و 𝑧 ص  ف  ح  ه 𝐷در م  ی  دان س  وم: ن  وع م  س  ئ  ل  ه
ب  اش  د. پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک و ت  ح  ل  ی  ل  ی 𝑓 ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝑓 ∶ 𝐷 → 𝐷′ ت  ع  ی  ی  ن

ع  ن  وان ب  ه 𝐷را اس  ت. م  س  ائ  ل ن  وع ای  ن از «خ  وب» م  ی  دان ب  ه «ب  د» م  ی  دان ت  ب  دی  ل (۱ ت  ذک  ر.
«خ  وب». م  ی  دان ع  ن  وان ب  ه ′𝐷را و م  ی گ  ی  ری  م «ب  د» م  ی  دان

اس  ت. غ  ی  رم  م  ک  ن ب  ل  ک  ه ن  ی  س  ت س  اده ک  ه چ  ن  دان ن  ه ف  ع  ل  ی م  ع  ل  وم  ات ب  ا م  س  ئ  ل  ه ن  وع ای  ن ح  ل (۲



ه  م  دی  س۲۹۴ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۷ . ۵ ش  ک  ل

۸ . ۵ ش  ک  ل



ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای . ۱ . ۵۲۹۵

ب  ه ص  ورت ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک ب  ا را |𝑧 − ۱| = ۱ و |𝑧| = ۱ دای  ره دو ب  ی  ن ن  اح  ی  ه .۸ . ۵ م  ث  ال
ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۸ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه ب  ن  گ  اری  د. واح  د دی  س  ک ب  ر پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک

ه  ن  دس  ی رف  ت  ار از ش  ن  اخ  ت  ی م  ی ب  ای  س  ت  ی م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ح  ل ب  رای
آن  ه  ا از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ا ب  اش  ی  م داش  ت  ه ش  ده ش  ن  اخ  ت  ه ن  گ  اش  ت ه  ای

م  ی ش  ود. داده ۲ . ۵ ب  خ  ش در ش  ن  اخ  ت ای  ن ک  ن  ی  د. ح  ل را م  س  ئ  ل  ه

۱ . ۵ ت  م  ری  ن

اس  ت. ه  م  دی  س ن  ق  اط ک  دام در زی  ر ت  واب  ع از ی  ک ه  ر ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن . ۱

𝑓(𝑧) = 𝑧۴ + 𝑧۲ آ)

𝑓(𝑧) = sin 𝑧 ب)

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧۳ ج)

𝑓(𝑧) = tan 𝑧 د)

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = (۱ − 𝑖)𝑧 + ۲ − 𝑖ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را زی  ر ن  واح  ی از ی  ک ه  ر ت  ص  وی  ر . ۲

.𝑦 = −۱ خ  ط آ)

.|𝑧 − ۳| < ۲ دی  س  ک ب)

.𝑦 = ۱ − 𝑥۲ س  ه  م  ی ج)

.{𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰, 𝑥 + ۲𝑦 > ۳} د)

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = ۱
𝑧 ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را زی  ر ن  واح  ی از ی  ک ه  ر ت  ص  وی  ر . ۳

.𝑥۲ − 𝑦۲ = ۱ ه  ذل  ول  ی آ)

.𝑥 = 𝑦۲ س  ه  م  ی ب)

.{−۲ < 𝑥 < −۱, |𝑦| < ۱} ج)

.{𝑦 < ۱ − 𝑥۲, 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰} د)

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑧۲ ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را زی  ر ن  واح  ی ت  ص  وی  ر . ۴
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.𝑦 = ۳ و 𝑥 = ۲ خ  ط آ)

.۲𝑥 + ۳𝑦 = ۱ خ  ط ب)

.|Arg 𝑧| < 𝜋
۴ و |𝑧| > ۱ م  ی  دان ج)

.{𝑦 > 𝑥۲, 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰} د)

ک  ن  ی  د. 𝑤ت  ع  ی  ی  ن = 𝑧۳ ت  ح  ت را زی  ر ن  واح  ی ت  ص  وی  ر . ۵

.𝑦 = −۱ و 𝑥 = ۱ خ  ط آ)

.𝑥 + 𝑦 = ۱ خ  ط ب)

.|Arg 𝑧| < 𝜋
۶ و |𝑧| < ۱ م  ی  دان ج)

.{𝑦 > 𝑥۲, 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰} د)

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑒𝑧 ت  ح  ت را زی  ر ن  واح  ی ت  ص  وی  ر . ۶

.𝑥 + 𝑦 = ۱ خ  ط آ)

.𝑥۲ − 𝑦۲ = ۱ م  ن  ح  ن  ی ب)

.{𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰, 𝑥 < ۱ − 𝑦۲} ج)

.{۰ < 𝑦 < 𝜋
۲ , 𝑥 > ۰} د)

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = √𝑧ن  گ  اش  ت اص  ل  ی ش  اخ  ه ت  ح  ت را زی  ر ن  واح  ی ت  ص  وی  ر . ۷

.𝑥 − 𝑦 = ۱ خ  ط آ)

.𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱, 𝑦 > ۰ ن  ی  م دای  ره ب)

.{𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰, 𝑥 + 𝑦 < ۱} ج)

.{𝑦 > ۰, 𝑦 < ۱ − 𝑥۲} د)

ک  ن  ی  د. 𝑤ت  ع  ی  ی  ن = ۴√𝑧ن  گ  اش  ت اص  ل  ی ش  اخ  ه ت  ح  ت را زی  ر ن  واح  ی ت  ص  وی  ر . ۸

.𝑦 = ۱ و 𝑥 = ۱ خ  ط آ)

.𝑥 + 𝑦 = ۱ خ  ط ب)

.{𝑥 > ۰, 𝑦 = ۱ − 𝑥۲} ج)

.{𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰, 𝑥 + 𝑦 < ۱} د)

𝑤ب  ی  اب  ی  د. = sin 𝑧ت  ح  ت را زی  ر م  ی  دان ه  ای از ی  ک ه  ر ت  ص  وی  ر . ۹

.𝑦 = ۱ و 𝑥 = 𝜋
۴ خ  ط آ)

.𝑦 = ۰ و 𝑥 = 𝜋
۲ خ  ط ب)

.{𝑦 > ۰, |𝑥| < 𝜋
۲ } ج)

.{۱ < 𝑦 < ۲, |𝑥| < 𝜋
۴ } د)



م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل . ۲ . ۵۲۹۷

م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل ۲ . ۵
ح  ل در اس  اس  ی رک  ن ک  ه اس  ت م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل ه  ن  دس  ی خ  واص ب  ررس  ی ب  خ  ش ای  ن از ه  دف

م  ی ب  اش  د. ،۱ . ۵ ب  خ  ش در ش  ده اش  اره ن  گ  اش  ت ه  ا، س  وم ن  وع م  س  ای  ل

ی  ا م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ث  اب  ت ان  د. اع  داد 𝑑 و 𝑐 و 𝑏 و 𝑎 آن در ک  ه را زی  ر ن  گ  اش  ت م  ب  ی  وس: ت  ب  دی  ل
گ  وی  ن  د. دوخ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ا م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل

𝑤 = 𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ ۰.

ت  ب  دی  ل ث  اب  ت ت  اب  ع 𝑤ی  ع  ن  ی = 𝑎
𝑐 ب  ه ن  گ  اش  ت ای  ن ای  ن ص  ورت در 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = ۰ اگ  ر ک  ن  ی  د ت  وج  ه

ب  ا م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را آن خ  اص ح  ال  ت دو اب  ت  دا ن  گ  اش  ت ای  ن ه  ن  دس  ی ب  ررس  ی ب  رای م  ی گ  ردد.
م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را ک  ل  ی ح  ال  ت م  ی آی  د ب  ه دس  ت ح  ال  ت دو ای  ن از ک  ه ن  ت  ای  ج  ی از اس  ت  ف  اده

.𝑤 = 𝑎𝑧 + 𝑏خ  ط  ی ن  گ  اش  ت :۱ خ  اص ح  ال  ت
ت  ش  ری  ح را گ  ون  اگ  ون  ی ه  ن  دس  ی اع  م  ال ن  گ  اش  ت ای  ن ب  اش  د چ  ه 𝑏 و 𝑎 م  ق  ادی  ر ب  ه ای  ن ک  ه ب  س  ت  ه

م  ی ک  ن  د.

.𝑤 = 𝑧 + 𝑏ی  ع  ن  ی 𝑏 ≠ ۰ و 𝑎 = ۱ ال  ف:
را ت  ص  وی  ر ن  ق  ط  ه ت  ا م  ی ی  اب  د ان  ت  ق  ال 𝑏 ب  ردار ان  دازه ب  ه دام  ن  ه ص  ف  ح  ه از 𝑧 م  ان  ن  د ن  ق  ط  ه ه  ر

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۹ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه داری  م. ان  ت  ق  ال ی  ک ح  ال  ت ای  ن در پ  س ده  د. ب  ه دس  ت

.𝑤 = 𝑒𝑖𝜃۰𝑧ی  ع  ن  ی 𝑏 = ۰ و 𝑎 = 𝑒𝑖𝜃۰ ب:
ب  ه 𝑧 ص  ف  ح  ه از ن  ق  ط  ه ه  ر ی  ع  ن  ی .arg𝑤 = arg 𝑧 + 𝜃۰ و |𝑤| = |𝑧|ح  ال  ت ای  ن در
در پ  س آی  د. 𝑤ب  ه دس  ت ص  ف  ح  ه در ت  ص  وی  ر ن  ق  ط  ه ت  ا م  ی ک  ن  د دوران م  ب  دأ ح  ول 𝜃۰ زاوی  ه ان  دازه

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۱۰ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه داری  م. دوران ی  ک ح  ال  ت ای  ن

.𝑤 = 𝑟۰𝑧ی  ع  ن  ی 𝑏 = ۰ و 𝑎 = 𝑟۰ > ۰ ج:
ض  رب 𝑟۰ در ن  ق  ط  ه ه  ر ف  اص  ل  ه ی  ع  ن  ی .|𝑤| = 𝑟۰|𝑧| و arg𝑤 = arg 𝑧ح  ال  ت ای  ن در
آی  د. 𝑤ب  ه دس  ت ص  ف  ح  ه در ت  ص  وی  ر ن  ق  ط  ه ت  ا م  ی ش  ود ج  اب  ه ج  ا خ  ود ش  ع  اع ام  ت  داد در و م  ی ش  ود



ه  م  دی  س۲۹۸ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

.𝑧 → 𝑧 + ۱ + 𝑖 ان  ت  ق  ال ن  گ  اش  ت :۹ . ۵ ش  ک  ل

.𝜋۴ زاوی  ه ان  دازه ب  ه دوران ن  گ  اش  ت :۱۰ . ۵ ش  ک  ل

اگ  ر اس  ت. ان  ب  س  اط  ی ن  گ  اش  ت م  ی گ  وی  ی  م ح  ال  ت ای  ن در داری  م. ط  ول اف  زای  ش ب  اش  د 𝑟۰ > ۱ اگ  ر
(ب  ه اس  ت. ان  ق  ب  اض  ی ن  گ  اش  ت م  ی گ  وی  ن  د ح  ال  ت ای  ن در داری  م. ط  ول ک  اه  ش ب  اش  د ۰ < 𝑟۰ < ۱

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۱۱ . ۵ ش  ک  ل



م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل . ۲ . ۵۲۹۹

۳
۲ ض  ری  ب ب  ا ت  ج  ان  س ن  گ  اش  ت :۱۱ . ۵ ش  ک  ل

.𝑎 ≠ ۰ 𝑤و = 𝑎𝑧 + 𝑏 د:
𝑤۱ک  ه = 𝑒𝑖𝜃۰𝑧 ب  گ  ی  ری  د ح  ال .𝑤 = 𝑟۰𝑒𝑖𝜃۰𝑧 + 𝑏 و اس  ت 𝑎 = 𝑟۰𝑒𝑖𝜃۰ ح  ال  ت ای  ن در
و 𝑟۰ ان  دازه ب  ه ان  ق  ب  اض ی  ا ان  ب  س  اط ی  ک 𝑤۲ک  ه = 𝑟۰𝑤۱ اس  ت. 𝜃۰ ان  دازه ب  ه دوران ی  ک

اس  ت. ان  ت  ق  ال ی  ک 𝑤ک  ه = 𝑤۲ + 𝑏 س  ران  ج  ام

𝑤 = (۱ + 𝑖)𝑧 + ۲ − 𝑖ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را واح  د دای  ره ب  الائ  ی ن  ی  م دای  ره ت  ص  وی  ر .۹ . ۵ م  ث  ال
آوری  د. ب  ه دس  ت

ن  وش  ت. م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت را ن  گ  اش  ت ای  ن اوّل: روش ح  ل.

𝑤 = √۲𝑒𝑖
𝜋
۴ 𝑧 + ۲ − 𝑖.

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۱۲ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه م  ی ک  ن  ی  م. اع  م  ال ن  ی  م دای  ره ای  ن روی م  ت  وال  ی  اً را آن ح  ال
چ  پ س  م  ت در ک  ه اس  ت |√۲𝑒𝑖

𝜋
۴ | = √۲ ش  ع  اع و ۲ − 𝑖 ب  ه م  رک  ز ن  ی  م دای  ره ای ت  ص  وی  ر پ  س

م  ی ش  ود: ت  ص  وی  ر پ  س دارد. ق  رار 𝑣 > 𝑢 − ۳ ن  اح  ی  ه ی  ا 𝑣 = 𝑢 − ۳ خ  ط

𝑤 ∶ |𝑤 − ۲ + 𝑖| < √۲, 𝑣 > 𝑢 − ۳.



ه  م  دی  س۳۰۰ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

.𝑧 → (۱ + 𝑖)𝑧 + ۲ − 𝑖ن  گ  اش  ت :۱۲ . ۵ ش  ک  ل

ام  ک  ان پ  ذی  ر ب  ردی  م ب  ه ک  ار گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش در ک  ه ج  ب  ری روش ب  ا ت  ص  وی  ر ت  ع  ی  ی  ن ال  ب  ت  ه ت  ذک  ر.
س  وم ن  وع م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  ه ن  ت  ی  ج  ه در و ن  دارد ب  ر در را ه  ن  دس  ی م  ف  اه  ی  م روش آن ل  ی  ک  ن اس  ت.

ن  م  ی ک  ن  د. ک  م  ک  ی ن  گ  اش  ت ه  ا



م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل . ۲ . ۵۳۰۱

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت دوم روش ج  ب  ری: روش

𝑤 = (۱ + 𝑖)𝑧 + ۲ − 𝑖 ⟹ 𝑧 = ۱
۱ + 𝑖(𝑤 − ۲ + 𝑖)

و
𝑢 + 𝑖𝑣 = (۱ + 𝑖)(𝑥 + 𝑖𝑦) + ۲ − 𝑖.

پ  س:
𝑢 = 𝑥 − 𝑦 + ۲ , 𝑣 = 𝑦 + 𝑥 − ۱.

پ  س: .𝑦 = ۱
۲ (𝑣 − 𝑢 − ۳) م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه دو ای  ن از

|𝑧| < ۱ ⟹ 𝑤 − ۲ + 𝑖
۱ + 𝑖  < ۱ ⟹ |𝑤 − ۲ + 𝑖| < √۲.

و
𝑦 > ۰ ⟹ ۱

۲
(𝑣 − 𝑢 − ۳) > ۰ ⟹ 𝑣 > 𝑢 − ۳.

پ  س م  ی ن  گ  ارد. آن م  ش  اب  ه ه  ن  دس  ی ش  ک  ل ب  ه را ه  ن  دس  ی ش  ک  ل ه  ر خ  ط  ی ن  گ  اش  ت ن  ک  ت  ه.
اس  ت. ب  رق  رار زی  ر خ  اص  ی  ت

م  ی ن  گ  ارد. دای  ره ب  ه را دای  ره و خ  ط ب  ه را خ  ط خ  ط  ی، ن  گ  اش  ت .۲ . ۵ خ  اص  ی  ت

.𝑤 = ۱
𝑧 م  ع  ک  وس ن  گ  اش  ت :۲ خ  اص ح  ال  ت

داری  م: ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در

𝑤 = 𝑅𝑒𝑖𝜙 = ۱
𝑟𝑒𝑖𝜃 =

۱
𝑧 .

و 𝑧 ش  ع  اع ام  ت  داد در 𝑧 ن  ق  ط  ه ت  ص  وی  ر ی  ع  ن  ی .𝜙 = −𝜃 𝑅و = ۱
𝑟 م  ع  ک  وس ن  گ  اش  ت ت  ح  ت پ  س

و واح  د دای  ره داخ  ل ب  ه واح  د دای  ره خ  ارج ن  ق  اط ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب دارد. ق  رار م  ب  دأ ت  ا ۱
𝑟 ف  اص  ل  ه ب  ه



ه  م  دی  س۳۰۲ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

و پ  ای  ی  ن  ی ص  ف  ج  ه ن  ی  م ب  ه ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ن  ق  اط واح  د، دای  ره خ  ارح ب  ه واح  د دای  ره داخ  ل ن  ق  اط
م  ی ش  ود. ن  گ  اش  ت  ه ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  ه پ  ای  ی  ن  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه

𝑧 ن  ق  ط  ه روی از اب  ت  دا اس  ت. وص  ول ق  اب  ل ذی  ل ب  ه ص  ورت ت  ص  وی  ر ن  ق  اط ه  ن  دس  ی ب  ه ص  ورت
ک  ن  ی  د. رس  م را م  م  اس خ  ط واح  د دای  ره ب  ر ن  ق  ط  ه ای  ن از و م  ش  خ  ص 𝑧 ص  ف  ح  ه در را 𝑧 ش  ده داده
ای  ن ت  لاق  ی ن  ق  ط  ه ک  ن  ی  د. رس  م را م  ی گ  ذرد 𝑧 از ک  ه ش  ع  اع  ی ام  ت  داد ب  ر ع  م  ود خ  ط ت  م  اس ن  ق  ط  ه از

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۱۳ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه 𝑤اس  ت. = ۱
𝑧 ه  م  ان خ  ط دو

.𝑧 → 𝑤 = ۱
𝑧 ن  گ  اش  ت :۱۳ . ۵ ش  ک  ل

اس  ت. زی  ر خ  اص  ی  ت ن  گ  اش  ت، ای  ن ارزش ب  ا خ  اص  ی  ت ی  ک

م  ی ن  گ  ارد. دای  ره ی  ا خ  ط ب  ه را دای  ره و 𝑤خ  ط = ۱
𝑧 م  ع  ک  وس ن  گ  اش  ت .۳ . ۵ خ  اص  ی  ت

اس  ت. زی  ر ب  ه ش  ک  ل دای  ره و خ  ط م  ع  ادل  ه ک  ل  ی ص  ورت ع  ل  ت.

𝐴(𝑥۲ + 𝑦۲) + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑦 + 𝐷 = ۰.



م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل . ۲ . ۵۳۰۳

ب  رای و داری  م 𝐴دای  ره  ≠ ۰ ب  رای ه  س  ت  ن  د. ث  اب  ت و ح  ق  ی  ق  ی 𝐷اع  دادی 𝐶و ،𝐵 ،𝐴 آن در ک  ه
م  ی آی  د. در زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑧 و 𝑧ح  س  ب ب  ر م  ع  ادل  ه ای  ن داری  م. 𝐴خ  ط = ۰

𝐴𝑧𝑧 + 𝐵𝑧 + 𝑧
۲

+ 𝐶𝑧 − 𝑧
۲𝑖 + 𝐷 = ۰.

ت  ا ک  ن  ی  م ج  ای  گ  زی  ن ۱
𝑤 ب  ا را 𝑧 و ۱

𝑤 ب  ا را 𝑧 م  ع  ادل  ه ای  ن در ک  اف  ی  س  ت ت  ص  وی  ر آوردن ب  ه دس  ت ب  رای
آوری  م. ب  ه دس  ت

𝐴 ۱
𝑤 ⋅ ۱𝑤 + 𝐵

۱
𝑤 +

۱
𝑤

۲
+ 𝐶

۱
𝑤 −

۱
𝑤

۲𝑖 + 𝐷 = ۰

ی  ا
𝐴 + 𝐵𝑤 + 𝑤

۲
− 𝐶𝑤 − 𝑤

۲𝑖 + 𝐷𝑤𝑤 = ۰

ی  ا
𝐷(𝑢۲ + 𝑣۲) + 𝐵𝑢 − 𝐶𝑣 + 𝐴 = ۰

𝑤اس  ت. ص  ف  ح  ه در دای  ره ی  ا خ  ط م  ع  ادل  ه ک  ه

در و م  ی گ  ذرد م  ب  دأ از ک  ه داری  م دای  ره ی  ک 𝑧 ص  ف  ح  ه 𝐴در ≠ ۰ 𝐷و = ۰ اگ  ر (۱ ت  ذک  ر.
ن  م  ی گ  ذرد. م  ب  دأ از ک  ه اس  ت خ  ط ی  ک 𝑤ت  ص  وی  ر ص  ف  ح  ه

در م  ی گ  ذرد. م  ب  دأ از ک  ه داری  م خ  ط ی  ک 𝑧 ص  ف  ح  ه در ح  ال  ت ای  ن در .𝐴 = ۰ 𝐷و = ۰ (۲
م  ی گ  ذرد. م  ب  دأ از ک  ه اس  ت خ  ط ی  ک ن  ی  ز 𝑤ت  ص  وی  ر ص  ف  ح  ه

ل  ی  ک  ن ن  م  ی گ  ذرد م  ب  دأ از ک  ه داری  م خ  ط ی  ک 𝑧 ص  ف  ح  ه در ح  ال  ت ای  ن در .𝐴 = ۰ 𝐷و ≠ ۰ (۳
م  ی گ  ذرد. م  ب  دأ از ک  ه اس  ت دای  ره ی  ک ت  ص  وی  ر

در ن  م  ی گ  ذرد. م  ب  دأ از ک  ه داری  م دای  ره ی  ک 𝑧 ص  ف  ح  ه در ح  ال  ت ای  ن در .𝐴 ≠ ۰ 𝐷و ≠ ۰ (۴
ن  م  ی گ  ذرد. م  ب  دأ از ک  ه اس  ت دای  ره ی  ک ن  ی  ز 𝑤ت  ص  وی  ر ص  ف  ح  ه

از ع  ب  ارت  س  ت م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل ک  ل  ی ص  ورت م  ب  ی  وس: ن  گ  اش  ت ک  ل  ی ح  ال  ت

𝑤 = 𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ ۰.



ه  م  دی  س۳۰۴ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

اس  ت. خ  ط  ی ن  گ  اش  ت ه  م  ان 𝑤ک  ه = 𝑎
𝑑𝑧 +

𝑏
𝑑 و 𝑎𝑑 ≠ ۰ ای  ن ص  ورت در 𝑐 = ۰ اگ  ر . ۱

ن  وش  ت. م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت را آن 𝑐 ≠ ۰ اگ  ر . ۲

𝑤 = 𝑎
𝑐 +

𝑏𝑐 − 𝑎𝑑
𝑐 ⋅ ۱

𝑐𝑧 + 𝑑 .

ی  ک 𝑐 ≠ ۰ ب  رای پ  س .𝑤 = 𝑎
𝑐 +

𝑏𝑐−𝑎𝑑
𝑐 𝑤۲ 𝑤۲و =

۱
𝑤۱

𝑤۱و = 𝑐𝑧 + 𝑑 ب  گ  ی  ری  د ح  ال
زی  ر خ  اص  ی  ت پ  س اس  ت. م  ع  ک  وس ن  گ  اش  ت ی  ک و خ  ط  ی ن  گ  اش  ت دو از ت  رک  ی  ب  ی م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل

داری  م. را

م  ی ن  گ  ارد. دای  ره ی  ا خ  ط ب  ر را دای  ره و خ  ط م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل ی  ک .۴ . ۵ خ  اص  ی  ت

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را آن م  ش  ت  ق . ۳
𝑑𝑤
𝑑𝑧 =

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
(𝑐𝑧 + 𝑑)۲ .

اس  ت. ه  م  دی  س ،𝑧 ∈ ℂ ⧵ {−𝑑𝑐 ب  رای{ ن  گ  اش  ت ای  ن پ  س

ن  وش  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت 𝑐𝑧 + 𝑑 ≠ ۰ ب  رای . ۴

𝐴𝑧𝑤 + 𝐵𝑧 + 𝑐𝑤 + 𝐷 = ۰.

گ  وی  ن  د. ن  ی  ز دوخ  ط  ی را آن ب  ه ای  ن دل  ی  ل اس  ت. 𝑤خ  ط  ی ب  ه ن  س  ب  ت ه  م و 𝑧 ب  ه ن  س  ب  ت ه  م ک  ه

اس  ت. م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ی  ک خ  ود م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ی  ک م  ع  ک  وس ن  گ  اش  ت . ۵

ℂ ∪ {∞} دام  ن  ه ب  ه م  ی ت  وان زی  ر ℂب  ه ص  ورت ⧵ {−𝑑𝑐 } دام  ن  ه از را م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت . ۶
داد. گ  س  ت  رش

𝑇(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑, 𝑧 ∈ ℂ ⧵ {−𝑑𝑐 }

𝑇(−𝑑𝑐 ) = ∞

𝑇(∞) = 𝑎
𝑐 .



م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل . ۲ . ۵۳۰۵

اس  ت. پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ،𝑇 ∶ ℂ ∪ {∞} → ℂ ∪ {∞} ک  ن  ی  د ت  وج  ه
داری  م. را زی  ر م  ف  ه  وم م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت از دی  گ  ری خ  اص  ی  ت ب  ی  ان ب  رای

.𝑓(𝑧۰) = 𝑧۰ ه  رگ  اه گ  وی  ی  م 𝑓(𝑧) ت  اب  ع ث  اب  ت ن  ق  ط  ه ی  ک را 𝑧۰ ن  ق  ط  ه ث  اب  ت: ن  ق  ط  ه

ن  گ  اش  ت ای  ن ک  ه م  گ  ر دارد. ث  اب  ت ن  ق  ط  ه دو ح  داک  ث  ر م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ه  ر .۵ . ۵ خ  اص  ی  ت
𝑤ب  اش  د. = 𝑧 ی  ک  س  ان

ای  ن ص  ورت در ب  اش  د 𝑧۰ ث  اب  ت ن  ق  ط  ه 𝑇(𝑧)دارای = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑 ن  گ  اش  ت اگ  ر ع  ل  ت.

𝑎𝑧۰ + 𝑏
𝑐𝑧۰ + 𝑑

= 𝑧۰

ی  ا
𝑐𝑧۲۰ − (𝑎 − 𝑑)𝑧۰ − 𝑏 = ۰.

ث  اب  ت ن  ق  ط  ه ی  ک 𝑎 − 𝑑 ≠ ۰ و 𝑐 = ۰ اگ  ر داری  م. ث  اب  ت ن  ق  ط  ه دو ح  ال  ت ای  ن در 𝑐 ≠ ۰ اگ  ر
ث  اب  ت ن  ق  ط  ه و اس  ت ان  ت  ق  ال ی  ک ن  گ  اش  ت ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  د 𝑎 − 𝑑 = ۰ و 𝑐 = ۰ اگ  ر داری  م.
ی  ک  س  ان ن  گ  اش  ت 𝑤ی  ا = 𝑧ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  د 𝑏 = ۰ و 𝑎 − 𝑑 = ۰ ،𝑐 = ۰ اگ  ر ن  دارد.

ن  ق  اطℂث  اب  ت ان  د. ت  م  ام ح  ال  ت ای  ن در داری  م.

ب  ی  اب  ی  د. 𝑤را = 𝑧+𝑖
𝑧−۱ م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ث  اب  ت ن  ق  اط .۱۰ . ۵ م  ث  ال

ک  ن  ی  م. ح  ل 𝑧ب  رای را 𝑧+𝑖𝑧−۱ = 𝑧 م  ع  ادل  ه ب  ای  د ح  ل.
𝑧 + 𝑖
𝑧 − ۱

= 𝑧 ⟹ 𝑧۲ − ۲𝑧 − 𝑖 = ۰ ⟹ 𝑧 = ۱ ± √۱ + 𝑖.

اس  ت. ث  اب  ت ن  ق  ط  ه دو 𝑧 = ۱ ± ۴√۲𝑒𝑖
𝜋
۸ پ  س

،𝑧۱ م  ت  م  ای  ز ن  ق  ط  ه س  ه ک  ن  ی  د ف  رض ت  ص  وی  ر). س  ه و ن  ق  ط  ه س  ه (ق  ض  ی  ه ۶ . ۵ خ  اص  ی  ت
𝑤۳ 𝑤۲و ،𝑤۱ م  ت  م  ای  ز ن  ق  ط  ه س  ه ∪ℂو ی  ع  ن  ی{∞} ،𝑧 ی  اف  ت  ه ت  وس  ع  ه م  خ  ت  ل  ط ص  ف  ح  ه در 𝑧۳و 𝑧۲
ی  گ  ان  ه م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ش  ده 𝑤داده ی  اف  ت  ه ت  وس  ع  ه م  خ  ت  ل  ط ص  ف  ح  ه در



ه  م  دی  س۳۰۶ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

ن  گ  اش  ت ای  ن .𝑘 = ۱, ۲,۳ ب  رای 𝑇(𝑧𝑘) = 𝑤𝑘 ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝑤م  وج  ود = 𝑇(𝑧) م  ان  ن  د
اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل زی  ر ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا

𝑤 − 𝑤۱
𝑤 − 𝑤۳

⋅ 𝑤۲ − 𝑤۳
𝑤۲ − 𝑤۱

= 𝑧 − 𝑧۱
𝑧 − 𝑧۳

⋅ 𝑧۲ − 𝑧۳𝑧۲ − 𝑧۱
.

م  ی گ  ردد. ح  ذف آن ب  ه م  رب  وط ک  س  ر ∞ب  اش  د داده ه  ا از ی  ک  ی اگ  ر آن در ک  ه

گ  وی  ن  د. ص  ل  ی  ب  ی ن  س  ب  ت را ف  وق ف  رم  ول ن  ک  ت  ه.

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را زی  ر م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت دو ع  ل  ت.

𝐹(𝑤) = 𝑤 − 𝑤۱
𝑤 − 𝑤۳

⋅ 𝑤۲ − 𝑤۳
𝑤۲ − 𝑤۱

, 𝐺(𝑧) = 𝑧 − 𝑧۱
𝑧 − 𝑧۳

⋅ 𝑧۲ − 𝑧۳𝑧۲ − 𝑧۱
.

داری  م. آن  ه  ا ب  رای
𝐹(𝑤۱) = 𝐺(𝑧۱) = ۰

𝐹(𝑤۲) = 𝐺(𝑧۲) = ۰

𝐹(𝑤۳) = 𝐺(𝑧۳) = ∞.

م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ی  ک 𝑇(𝑧) ف  وق ۵ وی  ژگ  ی ط  ب  ق ای  ن ص  ورت در .𝑇 = 𝐹−۱𝐺 ب  گ  ی  ری  د ح  ال
𝑤۳ 𝑤۲و ،𝑤۱ ن  ق  ط  ه س  ه ب  ر را آن  ه  ا ب  ه ت  رت  ی  ب ک  ه دارد 𝑧۳ و 𝑧۲ ،𝑧۱ ث  اب  ت ن  ق  ط  ه 𝑇(𝑧)س  ه اس  ت.

.𝑘 = ۱, ۲,۳ 𝑇(𝑧𝑘)ب  رای = 𝑤𝑘 ی  ع  ن  ی م  ی ن  گ  ارد.
م  ش  خ  ص  ات ب  ا 𝑇۲(𝑧) و 𝑇۱(𝑧)ن  گ  اش  ت دو ک  ن  ی  د ف  رض ن  گ  اش  ت ای  ن ی  گ  ان  گ  ی ب  رای
ن  ق  ط  ه س  ه ب  ا م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ی  ک 𝑇(𝑧) = 𝑇−۱۱ 𝑇۲(𝑧)ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. م  وج  ود ف  وق
ی  ع  ن  ی اس  ت. ی  ک  س  ان ت  اب  ع ۵ . ۵ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق پ  س اس  ت. 𝑧۳ و 𝑧۲ ،𝑧۱ م  ت  م  ای  ز ث  اب  ت

.𝑇۱(𝑧) = 𝑇۲(𝑧) 𝑇۱𝑇−۱۲ی  ا (𝑧) = 𝑧

∞ب  ن  گ  ارد. ۲−و ،𝑖 ن  ق  ط  ه س  ه ب  ر را 𝑖 و ۱ ،۰ ک  ه ب  ی  اب  ی  د را م  ب  ی  وس  ی ن  گ  اش  ت .۱۱ . ۵ م  ث  ال

ص  ل  ی  ب  ی ن  س  ب  ت پ  س م  ی گ  ردد. ح  ذف آن ب  ه م  رب  وط ک  س  ر پ  س 𝑤۳اس  ت = ∞ چ  ون ح  ل.
م  ی ش  ود:

𝑤 − 𝑤۱
𝑤۲ − 𝑤۱

= 𝑧 − 𝑧۱
𝑧 − 𝑧۳

⋅ 𝑧۲ − 𝑧۳𝑧۲ − 𝑧۱
.
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ی  ا
𝑤 − 𝑖
−۲ − 𝑖 =

𝑧 − ۰
𝑧 − 𝑖 ⋅

۱ − 𝑖
۱ − ۰

⟹ 𝑤 = −(۱ − 𝑖)(۲ − 𝑖) 𝑧
𝑧 − 𝑖 + 𝑖

ی  ا
𝑤 = (۴𝑖 − ۱)𝑧 + ۱

𝑧 − 𝑖 .

اخ  ت  ی  اری ث  اب  ت 𝑤چ  ه  ار = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑 م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت در ب  رس  د ب  ه ن  ظ  ر اس  ت م  م  ک  ن ت  ذک  ر.

چ  ه  ار ب  ا م  ع  ادل  ه س  ه آن، در (𝑧۳, 𝑤۳) و (𝑧۲, 𝑤۲) ،(𝑧۱, 𝑤۱)ن  ق  اط دادن ق  رار از داری  م.
ت  اب  ع در اولاً گ  ف  ت  ن ب  ای  د م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑑 و 𝑐 ،𝑏 ،𝑎 آن  ه  ا ح  ل از و م  ی آی  د ب  ه دس  ت م  ج  ه  ول
س  ه 𝑑 ب  ر م  خ  رج و ص  ورت ت  ق  س  ی  م از ب  اش  د 𝑑 ≠ ۰ اگ  ر چ  ون داری  م ان  ت  خ  اب  ی ث  اب  ت س  ه ف  ق  ط ف  وق
ک  ل  ی  ت در م  ج  ه  ول س  ه و م  ع  ادل  ه س  ه دس  ت  گ  اه آن ح  ل ث  ان  ی  اً م  ی ش  ود. ظ  اه  ر اخ  ت  ی  اری ث  اب  ت

∞ب  اش  د. داده ه  ا از ی  ک  ی ک  ه وق  ت  ی ب  ه خ  ص  وص ن  ی  س  ت آس  ان

م  ط  ل  وب و ش  ده ′𝐷داده ی  ع  ن  ی𝐷و س  وم، ن  وع م  س  ائ  ل ح  ل در زی  ر ن  گ  اش  ت دو
م  ی گ  ردد. اس  ت  ف  اده زی  اد پ  وش  ا، و ی  ک ب  ه ی  ک ت  ح  ل  ی  ل  ی، 𝑓 ∶ 𝐷 → 𝐷′

زی  ر ن  گ  اش  ت آن گ  اه ℑ𝑧۰ب  اش  د > ۰ اگ  ر واح  د: دی  س  ک ب  ه ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ن  گ  اش  ت
را 𝑧۰ و م  ی ن  گ  ارد واح  د دی  س  ک ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه

م  ی ب  رد. م  ب  دأ ب  ه
𝑤 = 𝑧 − 𝑧۰

𝑧 − 𝑧۰
.

ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑧ب  رای پ  س .|𝑧 − 𝑧۰| < |𝑧 − 𝑧۰| ب  اش  د، ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑧 اگ  ر ع  ل  ت.
.|𝑧 − 𝑧۰| = |𝑧 − 𝑧۰|ای  ن ص  ورت در ب  اش  د ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور روی 𝑧 اگ  ر .|𝑤| < ۱ داری  م ب  الائ  ی
پ  س |𝑧 − 𝑧۰| > |𝑧 − 𝑧۰|ای  ن ص  ورت در ب  اش  د پ  ای  ی  ن  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑧 اگ  ر .|𝑤| = ۱ پ  س
از ن  ق  ط  ه ه  ر و واح  د دی  س  ک داخ  ل ب  ه ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه از ن  ق  ط  ه ه  ر ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب .|𝑤| > ۱
ن  ی  م ص  ف  ح  ه از ن  ق  ط  ه ی  ک ب  ر پ  ای  ی  ن  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه از ن  ق  ط  ه ه  ر و ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور ب  ر ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور
ت  ص  وی  ر پ  س اس  ت پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت چ  ون م  ی ش  ود. ن  گ  اش  ت  ه پ  ای  ی  ن  ی

اس  ت. واح  د دی  س  ک داخ  ل ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه
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ب  ه  ت  ری  ن اس  ت. ک  ن  ن  ده اس  ت  ف  اده ع  ه  ده ب  ر 𝑧۰ ان  ت  خ  اب ف  وق ن  گ  اش  ت از اس  ت  ف  اده در ن  ک  ت  ه.
ی  ع  ن  ی م  ی ش  ود. ان  ج  ام س  اده ت  ر ب  ع  دی م  ح  اس  ب  ه ه  ای چ  ون اس  ت 𝑧۰ = 𝑖 ،𝑧۰ ب  رای ان  ت  خ  اب

𝑤اس  ت. = 𝑧−𝑖
𝑧+𝑖 م  ط  ل  وب ن  گ  اش  ت

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را دوم ن  گ  اش  ت

ن  گ  اش  ت آن گ  اه ب  اش  د واح  د دی  س  ک داخ  ل در 𝑧۰ اگ  ر واح  د: دی  س  ک ب  ر واح  د دی  س  ک

𝑤 = 𝑧 − 𝑧۰
𝑧۰𝑧 − ۱

م  ی ن  گ  ارد. ۰ ب  ر را 𝑧۰ ن  ق  ط  ه و واح  د دی  س  ک ب  ر را واح  د دی  س  ک پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت

داری  م: ن  ق  ط  ه ای  ن ب  رای پ  س .𝑧𝑧 = ۱ آن گ  اه ب  اش  د واح  د دای  ره روی ب  ر ن  ق  ط  ه ی  ک 𝑧 اگ  ر ع  ل  ت.

|𝑤| = 
𝑧 − 𝑧۰
𝑧۰𝑧 − ۱  = 

𝑧 − 𝑧۰
𝑧۰𝑧 − 𝑧𝑧

 =
|𝑧 − 𝑧۰|

|𝑧| ⋅ |𝑧۰ − 𝑧|
= ۱
|𝑧| = ۱.

چ  ون 𝑤اس  ت. ص  ف  ح  ه در واح  د دای  ره از ن  ق  ط  ه ی  ک واح  د، دای  ره از ن  ق  ط  ه ه  ر ت  ص  وی  ر پ  س
ی  ک واح  د دای  ره از ن  ق  ط  ه ه  ر م  ع  ک  وس ت  ص  وی  ر پ  س اس  ت آن خ  ود ب  ه ش  ک  ل ای  ن ن  گ  اش  ت م  ع  ک  وس
ن  گ  اش  ت  ه پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت واح  د دای  ره ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. واح  د دای  ره از ن  ق  ط  ه
ش  ود. ن  گ  اش  ت  ه آن خ  ارج ی  ا واح  د دای  ره داخ  ل ب  ر م  ی ب  ای  س  ت  ی واح  د دای  ره داخ  ل پ  س م  ی ش  ود.
داخ  ل ب  ر پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت واح  د دای  ره داخ  ل پ  س م  ی ش  ود ن  گ  اش  ت  ه ۰ ب  ر 𝑧۰ چ  ون

م  ی ش  ود. ن  گ  اش  ت  ه واح  د دای  ره

م  ف  ی  دت  ران  د. س  وم ن  وع م  س  ئ  ل  ه ح  ل در زی  ر ن  گ  اش  ت دو ن  گ  اش  ت ه  ا س  ای  ر از

اس  ت  ف  اده ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات از آن  ه  ا ت  ص  وی  ر و ن  ق  اط ب  ی  ن ارت  ب  اط ب  رای :𝑤 = 𝑧𝑛 ن  گ  اش  ت
داری  م. ،−𝜋 < 𝜃,𝜙 ≤ 𝜋 و 𝑟, 𝑅 ≥ ۰ آن در ک  ه ،𝑤 = 𝑅𝑒𝑖𝜙 و 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ب  رای م  ی ک  ن  ی  م.

𝑤 = 𝑧𝑛 ⟹ 𝑅𝑒𝑖𝜙 = 𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 ⟹ 𝑅 = 𝑟𝑛 , 𝜙 = 𝑛𝜃.

𝜃 = 𝜃۰ ش  ع  اع ت  ص  وی  ر پ  س م  ی رس  د. 𝑛 ب  ه ت  وان آن ط  ول و ب  راب  ر 𝑛 ن  ق  ط  ه ه  ر ت  ص  وی  ر آون  د ی  ع  ن  ی
م  ی  دان 𝜃۰ب  ر < 𝜃 < 𝜃۱ م  ی  دان ن  ت  ی  ج  ه در 𝑤اس  ت. ص  ف  ح  ه 𝜙در = 𝑛𝜃 ش  ع  اع 𝑧 ص  ف  ح  ه در

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۱۴ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه م  ی ش  ود. ن  گ  اش  ت  ه 𝑛𝜃۰ < 𝜃 < 𝑛𝜃۱



م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل . ۲ . ۵۳۰۹

.𝑧 → 𝑧۲ ن  گ  اش  ت :۱۴ . ۵ ش  ک  ل

اس  ت. درس  ت 𝑤ن  ی  ز = 𝑧
۱
𝑛 اص  ل  ی ش  اخ  ه ب  رای ف  وق م  ط  ال  ب ن  ک  ت  ه.

م  ی گ  ی  ری  م: ن  گ  اش  ت ای  ن ب  ررس  ی ب  رای :𝑤 = 𝑒𝑧 ن  گ  اش  ت

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 , 𝑤 = 𝑅𝑒𝑖𝜙

𝑤 = 𝑒𝑧 ⟹ 𝑅𝑒𝑖𝜙 = 𝑒𝑥 ⋅ 𝑒𝑖𝑦 ⟹ 𝑅 = 𝑒𝑥 , 𝜙 = 𝑦.

پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت ۰ < 𝑦 < 𝜋 و −∞ < 𝑥 < ∞ م  ی  دان ن  گ  اش  ت ای  ن ت  ح  ت پ  س
ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۱۵ . ۵ ش  ک  ل م  ی ش  ود.(ب  ه ن  گ  اش  ت  ه ۰ < 𝜙 < 𝜋 𝑅و > ۰ ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  ر

و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را |𝑧 − 𝑖| = ۱ و |𝑧 − ۱| = ۱ دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان .۱۲ . ۵ م  ث  ال
ب  ن  گ  اری  د. واح  د دی  س  ک ب  ر پ  وش  ا

و |𝑧 − ۱| = ۱ دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی ش  ک  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا را ح  ل راه  ح  ل.
م  ی ب  اش  د. ۱۶ . ۵ ش  ک  ل ب  ه ص  ورت |𝑧 − 𝑖| = ۱

و ۰ ⟼∞ اگ  ر م  ی ک  ن  د. ت  ب  دی  ل دای  ره ی  ا خ  ط ب  ه را دای  ره م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل م  ی دان  ی  م
𝑤۱ =

𝑧−۱−𝑖
𝑧 پ  س ش  د. خ  واه  د زاوی  ه ی  ک ۱۶ . ۵ ش  ک  ل م  ی  دان ت  ص  وی  ر ب  ب  ری  م ۱ + 𝑖 ⟼ ۰

م  ی ن  گ  ارد. ۱۷ . ۵ ش  ک  ل ت  ص  وی  ر ب  ه را ش  ده داده م  ی  دان
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.𝑧 → 𝑒𝑧 ن  گ  اش  ت :۱۵ . ۵ ش  ک  ل

.|𝑧 − 𝑖| = ۱ و |𝑧 − ۱| = ۱ دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان :۱۶ . ۵ ش  ک  ل

ب  ه را آن ت  وان  ی ن  گ  اش  ت ب  اش  د ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور م  ث  ب  ت ق  س  م  ت آن ض  ل  ع ی  ک زاوی  ه ای  ن اگ  ر
ن  گ  اش  ت ت  وس  ط م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت خ  لاف در ۳𝜋

۴ دوران ب  ا م  ی ک  ن  د. ت  ب  دی  ل ن  ی  م ص  ف  ح  ه
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ۱۸ . ۵ ش  ک  ل ت  ص  وی  ر ،𝑤۲ = 𝑒

−۳
۴𝜋𝑖𝑤۱

م  ی ش  ود. ح  اص  ل ۱۹ . ۵ ش  ک  ل ت  ص  وی  ر ی  ع  ن  ی ب  الائ  ی، 𝑤۳ن  ی  م ص  ف  ح  ه = 𝑤۲
۲ ب  ا ح  ال
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۱۷ . ۵ ش  ک  ل

۱۸ . ۵ ش  ک  ل
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۱۹ . ۵ ش  ک  ل

ش  ک  ل ت  ص  وی  ر ی  ع  ن  ی واح  د، دی  س  ک ب  ر را ب  الائ  ی 𝑤ن  ی  م ص  ف  ح  ه = 𝑤۳−𝑖
𝑤۳+𝑖

ن  گ  اش  ت ب  ا ب  الاخ  ره
م  ی ن  گ  اری  م. ۲۰ . ۵

۲۰ . ۵ ش  ک  ل
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اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ه اس  ت م  ط  ل  وب ن  گ  اش  ت ن  گ  اش  ت ه  ا ای  ن ت  رک  ی  ب

𝑤 = (𝑧 − ۱ − 𝑖)۲ − 𝑧۲
(𝑧 − ۱ − 𝑖)۲ + 𝑧۲ .

ب  ا ص  ف  ر م  رزی ش  رط ب  ا واح  د دی  س  ک روی لاپ  لاس م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل ک  ن  ی  د ت  وج  ه ن  ک  ت  ه.
روی ل  ی  ک  ن اس  ت. ان  ج  ام ق  اب  ل ۱ ف  ص  ل روش ه  ای و لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ق  ط  ب  ی ص  ورت از اس  ت  ف  اده

ن  ی  س  ت. ح  ل ق  اب  ل ۱ ف  ص  ل م  ط  ال  ب ت  وس  ط ق  ب  ل م  ث  ال دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان

و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را واح  د ن  ی  م دای  ره ب  الائ  ی ق  س  م  ت از غ  ی  ر 𝑧 ص  ف  ح  ه ت  م  ام .۱۳ . ۵ م  ث  ال
ب  ن  گ  اری  د. واح  د دی  س  ک ب  ر پ  وش  ا

و ب  ن  گ  اری  م ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  ه را اول  ی  ه م  ی  دان م  ی ب  ای  س  ت  ی م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ح  ل ب  رای ت  ذک  ر.
زاوی  ه ت  ش  ک  ی  ل ب  رای و ب  اش  ی  م داش  ت  ه م  ب  دأ راس ب  ه زاوی  ه ی  ک م  ی ب  ای  س  ت  ی ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  رای
ت  ب  دی  ل ش  ع  اع ب  ه را دای  ره از ق  وس  ی ی  ا پ  اره خ  ط و ک  رد اس  ت  ف  اده م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل از م  ی ب  ای  س  ت  ی

ک  رد.

داری  م. ۲۱ . ۵ ش  ک  ل ب  ه ص  ورت را دام  ن  ه م  ج  م  وع  ه ح  ل.
م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ب  ا م  ی ک  ن  ی  م. ت  ب  دی  ل ش  ع  اع ی  ک ب  ه را ق  وس ای  ن اب  ت  دا

𝑤۱ =
𝑧 − ۱
𝑧 + ۱

۲۲ . ۵ ش  ک  ل ب  ه ص  ورت ت  ص  وی  ر و م  ی ش  ود م  وه  وم  ی م  ح  ور م  ث  ب  ت ق  س  م  ت ق  وس، ت  ص  وی  ر
ب  ا م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ۲۳ . ۵ ش  ک  ل 𝑤۲ت  ص  وی  ر = 𝑒𝑖

𝜋
۲𝑤۱ دوران ت  ح  ت م  ی گ  ردد. ح  اص  ل

ت  ب  دی  ل ۲۴ . ۵ ش  ک  ل ی  ع  ن  ی چ  پ، س  م  ت ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  ه را آن رادی  ک  ال اص  ل  ی ش  اخ  ه از اس  ت  ف  اده
ن  گ  اش  ت ح  ال م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ب  الای  ی 𝑤۴ن  ی  م ص  ف  ح  ه = 𝑒

𝑖𝜋۲𝑤۳ دوران ت  ح  ت م  ی ک  ن  ی  م.
اس  ت. زی  ر ن  گ  اش  ت ج  واب پ  س م  ی ده  د. ن  ت  ی  ج  ه را ۲۰ . ۵ واح  د 𝑤دی  س  ک = 𝑤۴−𝑖

𝑤۴+𝑖

𝑤 =
𝑒𝑖

۳𝜋
۴


𝑧−۱
𝑧+۱ − 𝑖

𝑒𝑖۳
𝜋
۴


𝑧−۱
𝑧+۱ + 𝑖

.



ه  م  دی  س۳۱۴ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۲۱ . ۵ ش  ک  ل

۲۲ . ۵ ش  ک  ل



م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل . ۲ . ۵۳۱۵

۲۳ . ۵ ش  ک  ل

۲۴ . ۵ ش  ک  ل



ه  م  دی  س۳۱۶ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

ب  ا ه  م م  رک  ز دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان روی پ  وآس  ن م  ع  ادل  ه م  س  ائ  ل ک  ه دی  دی  م ۱ ف  ص  ل در ت  ذک  ر.
دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان ی  ک م  ی  دان ای  ن اگ  ر ل  ی  ک  ن اس  ت. ح  ل ق  اب  ل ق  ط  ب  ی ص  ورت از اس  ت  ف  اده
ب  ا دی  گ  ر ب  اش  د، غ  ی  رم  ت  ق  اط  ع دای  ره ی  ک و خ  ط ی  ک ب  ی  ن م  ی  دان ی  ا غ  ی  رم  ت  ق  اط  ع ه  م م  رک  ز غ  ی  ر
م  ی  س  ر زی  ر م  ط  ال  ب از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه ح  ل ن  ی  س  ت. ح  ل ق  اب  ل ۱ ف  ص  ل روش ه  ای

م  ی پ  ردازی  م. دای  ره و خ  ط ب  ه ن  س  ب  ت م  ع  ک  وس ن  ق  ط  ه دو م  ف  ه  وم ب  ی  ان ب  ه اب  ت  دا در م  ی گ  ردد.

م  ع  ک  وس ه  س  ت  ن  د، ی  ک  دی  گ  ر خ  ط𝐶ق  ری  ن  ه ب  ه ن  س  ب  ت ک  ه را 𝑧۲ و 𝑧۱ ن  ق  ط  ه دو .۱ . ۵ ت  ع  ری  ف
ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۲۵ . ۵ ش  ک  ل خ  ط𝐶م  ی گ  وی  ن  د. ب  ه ن  س  ب  ت ی  ک  دی  گ  ر

۲۵ . ۵ ش  ک  ل

م  ی گ  وی  ی  م 𝐶م  ع  ک  وس ∶ |𝑧 − 𝑧۰| = 𝑅 دای  ره ب  ه ن  س  ب  ت را 𝑧۲ و 𝑧۱ ن  ق  ط  ه دو .۲ . ۵ ت  ع  ری  ف
.|𝑧۱ − 𝑧۰| ⋅ |𝑧۲ − 𝑧۰| = 𝑅۲ ب  ع  لاوه ب  اش  ن  د، دای  ره ای  ن ش  ع  اع ی  ک ام  ت  داد در ن  ق  ط  ه دو ه  ر اگ  ر

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۲۶ . ۵ ش  ک  ل

∞را دل  ی  ل ای  ن ب  ه م  ی ش  ود. ∞ن  زدی  ک ب  ه 𝑧۱ ش  ود، ن  زدی  ک 𝑧۰ ب  ه 𝑧۲ چ  ن  ان  چ  ه ت  ذک  ر.
م  ی ش  ن  اس  ی  م. دای  ره، م  رک  ز ی  ع  ن  ی ،𝑧۰ م  ع  ک  وس



م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل . ۲ . ۵۳۱۷

۲۶ . ۵ ش  ک  ل

داری  م: را زی  ر خ  اص  ی  ت م  ع  ک  وس ن  ق  اط و م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ب  ا ارت  ب  اط در

(ی  ا دای  ره 𝑤ب  ه = 𝑇(𝑧)م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت 𝐶ت  ح  ت خ  ط) (ی  ا دای  ره اگ  ر .۷ . ۵ خ  اص  ی  ت
𝑇(𝑧۲) 𝑇(𝑧۱)و آن  گ  اه 𝐶ب  اش  ن  د، ب  ه ن  س  ب  ت ی  ک  دی  گ  ر م  ع  ک  وس 𝑧۲ و 𝑧۱ و ش  ود ′𝐶ن  گ  اش  ت  ه خ  ط)

′𝐶ه  س  ت  ن  د. ب  ه ن  س  ب  ت ی  ک  دی  گ  ر م  ع  ک  وس

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [۲] ب  ه خ  اص  ی  ت ع  ل  ت دی  دن ب  رای ع  ل  ت.

و پ  وش  ا و ۱ − ۱ ب  ه ص  ورت را |𝑧 − ۵| = ۲ و |𝑧| = ۲ دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان .۱۴ . ۵ م  ث  ال
ب  ن  گ  اری  د. |𝑧| = 𝑅 > ۱ و |𝑧| = ۱ ه  م م  رک  ز دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان ب  ه ه  م  دی  س

اس  ت  ف  اده ف  وق خ  اص  ی  ت و زی  ر اس  اس  ی ن  ک  ت  ه دو از م  س  ائ  ل ای  ن  گ  ون  ه ح  ل ب  رای ح  ل.
م  ی ک  ن  ی  م.

م  ع  ک  وس دای  ره دو ه  ر ب  ه ن  س  ب  ت ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝑧۲ و 𝑧۱ م  ان  ن  د ی  گ  ان  ه ن  ق  ط  ه دو ت  ذک  ر.
ب  اش  ن  د. ی  ک  دی  گ  ر



ه  م  دی  س۳۱۸ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

ی  ک  دی  گ  ر ان  د. ∞م  ع  ک  وس و دای  ره م  رک  ز ت  ذک  ر.

ی  ک  دی  گ  ر م  ع  ک  وس دای  ره دو ه  ر ب  ه ن  س  ب  ت ت  ا م  ی آوری  م ب  ه دس  ت را 𝑧۲ و 𝑧۱ ن  ق  ط  ه دو اب  ت  دا ح  ل.
و ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ن  ی  ز 𝑧۲ و 𝑧۱ پ  س اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی اع  داد م  ح  ور روی دای  ره دو ه  ر م  رک  ز ب  اش  ن  د.

ب  گ  ی  ری  د. 𝑥۲ و 𝑥۱ را ن  ق  اط ای  ن ه  س  ت  ن  د. م  ث  ب  ت
داش  ت  ه ب  اش  ی  م: ب  ای  د |𝑧| = ۱ ب  ه ن  س  ب  ت ب  ودن م  ع  ک  وس ب  رای

𝑥۱𝑥۲ = ۴

داش  ت  ه ب  اش  ی  م: ب  ای  د |𝑧 − ۳| = ۱ ب  ه ن  س  ب  ت ب  ودن م  ع  ک  وس ب  رای

(۵ − 𝑥۱)(۵ − 𝑥۲) = ۴

𝑥۲ − ۵𝑥 + ۴ = ۰ م  ع  ادل  ه ج  واب ه  ای 𝑥۲ و 𝑥۱ ی  ع  ن  ی .𝑥۱ + 𝑥۲ = ۵ و 𝑥۱𝑥۲ = ۴ پ  س
۴ و ۰ ب  ه را ۱ ک  ه ب  ن  وی  س  ی  م را م  ب  ی  وس  ی ن  گ  اش  ت اگ  ر ح  ال .𝑥۲ = ۴ و 𝑥۱ = ۱ درن  ت  ی  ج  ه ه  س  ت  ن  د.
ش  ع  اع ب  رق  راری ب  رای م  ی ش  ود. م  ب  دأ م  رک  ز ب  ه دای  ره دو م  ذک  ور دای  ره دو ت  ص  وی  ر ∞ب  ب  رد، ب  ه را
م  ط  ل  وب ت  ب  دی  ل ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  ی  م. ت  ص  وی  ر ۱ ب  ر ه  م را ۲ م  ی ت  وان  ی  م ۱ ب  ا ب  رای  ر ک  وچ  ک ت  ر دای  ره

ک  ه اس  ت م  ب  ی  وس  ی ن  گ  اش  ت

۱→ ۰, ۲→ ۱, ۴→∞

پ  س
𝑤 − ۰
۱ − ۰

= 𝑧 − ۱
𝑧 − ۴

.
۲ − ۴
۲ − ۱

⇒ 𝑤 = ۲ − ۲𝑧
𝑧 − ۴

.

|𝑧| = ۱ دای  ره دو ب  ی  ن ط  وق  ه ت  ص  وی  ر، م  ی  دان پ  س اس  ت. ۴ ن  ق  ط  ه ۳ ن  ق  ط  ه ت  ص  وی  ر ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۲۷ . ۵ ش  ک  ل ب  ه اس  ت. |𝑧| = ۴ و

۲ . ۵ ت  م  ری  ن

𝑤ب  ا = (۱ −√۳𝑖)𝑧 + ۳ − ۲𝑖خ  ط  ی ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را زی  ر م  ی  دان ه  ای از ی  ک ه  ر ت  ص  وی  ر . ۱
ب  ی  اب  ی  د. ه  ن  دس  ی روش



م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل . ۲ . ۵۳۱۹

۲۷ . ۵ ش  ک  ل

.{۰ < 𝑟 < ۱, 𝜋۳ < 𝜃 <
𝜋
۴ } آ)

.{𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰, 𝑥 + 𝑦 < ۰} ب)

.{۱ < 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۲, 𝑦 > ۰} ج)

.{𝑥 < ۰, ۰ < 𝑦 < 𝜋} د)

ب  ی  اب  ی  د. زی  ر ن  گ  اش  ت ه  ای از ی  ک ه  ر ب  ا را {𝑥 > ۰, ۲ < 𝑦 < ۱ + 𝑥} م  ی  دان  ت  ص  وی  ر . ۲

.𝑤 = ۱
𝑧 آ)

.𝑤 = (۱ + 𝑖)𝑧 + ۲ + ۲𝑖 ب)

.𝑤 = 𝑧−۱
𝑧+۱ ج)

.𝑤 = (𝑧 − ۲𝑖)۳ + ۲ − 𝑖 د)

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر ن  گ  اش  ت ه  ای ث  اب  ت ن  ق  اط . ۳

.𝑤 = ۲𝑧−𝑖
𝑧+۲𝑖 آ)

.𝑤 = (𝑧 − 𝑖)۲ + ۱ − 𝑖 ب)

.𝑤 = 𝑧۳ ج)

.𝑤 = (𝑧 + 𝑖)۳ − 𝑖 د)

ک  ه ب  ی  اب  ی  د را م  ب  ی  وس  ی ن  گ  اش ه  ای ت  م  ام . ۴



ه  م  دی  س۳۲۰ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

ث  اب  ت ان  د. ن  ق  ط  ه ف  اق  د آ)

دارن  د. ث  اب  ت ن  ق  ط  ه ی  ک ب)

دارن  د. ث  اب  ت ن  ق  ط  ه دو ج)

دارن  د. م  ت  م  ای  ز ث  اب  ت ن  ق  ط  ه دو د)

ب  ی  اب  ی  د. زی  ر ن  گ  اش  ت ه  ای از ی  ک ه  ر ت  ح  ت را |𝑧 − ۱| < ۱ م  ی  دان ت  ص  وی  ر ه  ن  دس  ی روش ب  ا . ۵

.𝑤 = (۱ − 𝑖)𝑧 + ۲ − 𝑖 آ)

.𝑤 = ۱
𝑧 ب)

.𝑤 = 𝑧−۲
𝑧 ج)

.𝑤 = 𝑧−𝑖
𝑧+۱ د)

ب  ن  گ  ارد. ش  ده داده ن  ق  اط ب  ر را ش  ده داده ن  ق  اط ک  ه ب  ی  اب  ی  د را م  ب  ی  وس  ی ن  گ  اش  ت . ۶

.۰ و ۱ ،∞ ب  ر را 𝑖 و ۱،۰ آ)

.۱ + 𝑖 و ۰ ،−𝑖 ب  ر را ۱ و ۰،𝑖 ب)

.۲ و 𝑖 ،۰ ب  ر 𝑖−را 𝑖،∞و ج)

.۲ و ۱ ،۰ ب  ر را ۳ 𝑖،𝑖−و د)

𝑖 ب  ر را ۱ ن  ق  ط  ه و ۰ ب  ه را ۱
۲ ن  ق  ط  ه و |𝑤| < ۱ ب  ر را |𝑧| < ۱ ک  ه ب  ی  اب  ی  د را م  ب  ی  وس  ی ن  گ  اش  ت . ۷

ب  ن  گ  ارد.

ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑥 > ۰, ۱ < 𝑦 < 𝑥} م  ی  دان . ۸
ب  ن  گ  اری  د. واح  د دای  ره

ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑥 < ۱, 𝜋۳ < 𝑦 <
𝜋
۲ } م  ی  دان . ۹

ب  ن  گ  اری  د. واح  د دی  س  ک

𝑤ب  ی  اب  ی  د. = 𝑒𝑧۲ ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰, 𝑥𝑦 < 𝜋
۲ } ت  ص  وی  ر . ۱۰

ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰, 𝑟 < ۱} م  ی  دان . ۱۱
ب  ن  گ  اری  د. ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه

دی  س  ک ب  ر پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را {𝑧 ∶ 𝑦 > ۰} ⧵ {𝑥 = ۰, ۰ < 𝑦 < ۱} م  ی  دان . ۱۲
ب  ن  گ  اری  د. واح  د



پ  اره ای م  ع  ادلات ح  ل در ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ک  ارب  رد . ۳ . ۵۳۲۱

ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را |𝑧| = ۱ و |𝑧 − ۱| = ۱ دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان . ۱۳
ب  ن  گ  اری  د. ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه

اوّل رب  ع ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑦 > ۰, 𝑟 < ۱} م  ی  دان . ۱۴
ب  ن  گ  اری  د.

واح  د دی  س  ک ب  ر پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < ۲, 𝑦 > −۱} م  ی  دان . ۱۵
ب  ن  گ  اری  د.

م  ی  دان ب  ر پ  وش  ا و ۱ − ۱ ب  ه ص  ورت را 𝑥 + 𝑦 = ۵√۲ خ  ط و |𝑧| = ۳ دای  ره ب  ی  ن م  ی  دان . ۱۶
ب  ن  گ  اری  د. |𝑧| = 𝑅 > ۱ و |𝑧| = ۱ دای  ره دو ب  ی  ن

دو ب  ی  ن م  ی  دان ب  ر پ  وش  ا و ۱ − ۱ ب  ه ص  ورت را |𝑧 − ۵| = ۲ و |𝑧| = ۲ دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان . ۱۷
ب  ن  گ  اری  د. |𝑧| = 𝑅 > ۱ و |𝑧| = ۱ دای  ره

م  ی  دان ب  ر را |𝑧 − ۱
۴ | =

۱
۴ و |𝑧| = ۱ دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان ک  ه ب  ی  ای  د را م  ب  ی  وس  ی ن  گ  اش  ت . ۱۸

ب  ن  گ  ارد. |𝑧| = 𝑅 > ۱ و |𝑧| = ۱ دای  ره دو ب  ی  ن

م  ع  ادلات ح  ل در ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ک  ارب  رد ۳ . ۵
پ  اره ای

از: ع  ب  ارت  ن  د ب  ع  دی دو ح  رارت و م  وج م  ع  ادل  ه ص  ورت

𝑢𝑡 = 𝑐۲(𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦) + 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐۲(𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦) + 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡).

ب  ه ص  ورت م  ع  ادلات ای  ن ن  دارد 𝑢 م  ق  دار در اث  ری زم  ان ت  غ  ی  ی  ر وق  ت  ی ک  ه ی  ع  ن  ی م  ان  دگ  ار ح  ال  ت در
م  ی گ  ردن  د. س  اده زی  ر

𝑐۲(𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦) + 𝑔۱(𝑥, 𝑦) = ۰.



ه  م  دی  س۳۲۲ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

لاپ  لاس م  ع  ادل  ه را آن ب  اش  د 𝑔۱(𝑥, 𝑦) = ۰ ح  ال  ت  ی ک  ه در و پ  وآس  ن م  ع  ادل  ه را م  ع  ادل  ه ای  ن
گ  وی  ن  د.

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = ۰.

م  ع  ادل  ه ای  ن ب  ی  ن ارت  ب  اط  ی ه  م  چ  ن  ی  ن ن  ام  ی  دی  م. ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک را م  ع  ادل  ه ای  ن ج  واب ه  ر ق  ب  لاً
داش  ت  ی  م. زی  ر ب  ه ص  ورت ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع و

م  ع  ادل  ه ج  واب ی  ا ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ه  ر م  وه  وم  ی ق  س  م  ت و ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت . ۱
اس  ت. لاپ  لاس

اس  ت. ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک و ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  رک  ی  ب . ۲

لاپ  لاس م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه خ  اص  ی  ت، دو ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ه  س  ت  ی  م ای  ن ب  ه دن  ب  ال ب  خ  ش ای  ن در
م  ع  ادل  ه از م  س  ائ  ل  ی ه  م  چ  ن  ی  ن ک  ن  ی  م. ح  ل «ب  د» م  ی  دان ه  ای روی م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را
ن  ش  ود ح  ل ق  ب  ل  ی روش ه  ای ب  ا اس  ت م  م  ک  ن «خ  وب» م  ی  دان ه  ای روی م  رزی ش  رای  ط ب  ا لاپ  لاس

ب  اش  د. ح  ل ق  اب  ل ب  خ  ش ای  ن روش ه  ای ب  ا ول  ی
ب  ه ای  ن از م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت ب  رای 𝑢ح  رف از ب  ه ای  ن ک  ه ن  ظ  ر

م  ی ده  ی  م. 𝑇ن  ش  ان ب  ا را لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ج  واب ب  ع  د

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه لاپ  لاس م  ع  ادل  ه .۱۵ . ۵ م  ث  ال

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰, 𝑦 > ۰, −∞ < 𝑥 < +∞

𝑇(𝑥, ۰) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑇۱ 𝑥 < ۰

𝑇۰ 𝑥 > ۰

اس  ت. ف  وق م  ع  ادل  ه ج  واب ی  ک ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ه  ر م  وه  وم  ی ی  ا ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت م  ی دان  ی  م ح  ل.
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت Logرا 𝑧 ت  اب  ع

Log 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃, 𝑟 > ۰, −𝜋 < 𝜃 < 𝜋.

م  ع  ادل  ه ای  ن خ  ط  ی خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. ف  وق م  ع  ادل  ه ج  واب ی  ک 𝜃پ  س
را 𝐵 𝐴و اع  داد ک  اف  ی  س  ت پ  س اس  ت. م  ع  ادل  ه ای  ن ج  واب ی  ک ن  ی  ز 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝐴 + 𝐵𝜃
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ش  ود. ب  رق  رار م  رزی ش  رای  ط ت  ا ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب ط  وری

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝐴 = 𝑇۰ 𝜃 = ۰
𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝐴 + 𝐵𝜋 = 𝑇۱ 𝜃 = 𝜋.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇۱ − 𝑇۰
𝜋 𝜃 + 𝑇۰

ی  ا

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇۱ − 𝑇۰
𝜋 tan−۱ 𝑦𝑥 + 𝑇۰ 𝑦 > ۰, −∞ < 𝑥 < +∞

ب  اش  د. ۰ ≤ tan−۱ 𝑡 ≤ 𝜋 ک  ه دارد اش  اره ش  اخ  ه ای ب  ه tan−۱ 𝑡 آن در ک  ه

ی  ک ج  واب ای  ن ب  ه ای  ن ک  ه م  ض  اف  اً ن  ی  س  ت. آس  ان م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ۲ ف  ص  ل روش ه  ای ب  ا ت  ذک  ر.
اس  ت. ک  ران  ه دار ی  ع  ن  ی اس  ت. ف  ی  زی  ک  ی ج  واب

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۶ . ۵ م  ث  ال

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰, 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

𝑇(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑇۱ 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱, 𝑦 < ۰

𝑇۰ 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱, 𝑦 > ۰

روی ۲۸ . ۵ ش  ک  ل در م  رزی ش  رای  ط داری  م. واح  د دی  س  ک م  ی  دان روی را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل.
اس  ت. ش  ده م  ش  خ  ص دی  س  ک م  رز

ب  رای م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده ۱۵ . ۵ م  ث  ال ح  ل و ف  وق دوم خ  اص  ی  ت از م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای
م  ی ن  گ  اری  م. ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را ف  وق م  ی  دان ک  ار ای  ن

ن  گ  اش  ت پ  س ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۲۹ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه

𝑤 = −𝑖𝑧 − ۱
𝑧 + ۱
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۲۸ . ۵ ش  ک  ل

دای  ره ب  الائ  ی ل  ب  ه م  ی ن  گ  ارد. ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  ر پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را واح  د دی  س  ک
𝑢 < ۰ ی  ع  ن  ی ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور م  ن  ف  ی ق  س  م  ت ب  ر پ  ای  ی  ن  ی ل  ب  ه و 𝑢 > ۰ و ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور ب  ر واح  د

م  س  ئ  ل  ه ج  واب ۱۵ . ۵ م  ث  ال ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ش  ود. ت  ص  وی  ر

𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣 = ۰

𝑇(𝑢, ۰) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑇۰ 𝑢 > ۰

𝑇۱ 𝑢 < ۰

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را

𝑇(𝑢, 𝑣) = 𝑇۱ − 𝑇۰
𝜋 tan−۱ 𝑣𝑢 + 𝑇۰.

ف  وق دوم خ  اص  ی  ت ط  ب  ق ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑇(𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) = 𝐻(𝑥, 𝑦)
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۲۹ . ۵ ش  ک  ل

ن  گ  اش  ت م  وه  وم  ی و ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢(𝑥, 𝑦) آن در ک  ه اس  ت زی  ر م  س  ئ  ل  ه ج  واب
𝑤م  ی ب  اش  د. = −𝑖 𝑧−۱𝑧+۱

𝐻𝑥𝑥 + 𝐻𝑦𝑦 = (𝑢۲𝑥 + 𝑣۲𝑥)(𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣) = ۰

𝐻(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑇۱ 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱, 𝑦 < ۰

𝑇۰ 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱, 𝑦 > ۰

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ف  وق م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب
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م  ی پ  ردازی  م. 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢(𝑥, 𝑦) م  ح  اس  ب  ه ب  ه ح  ال

𝑤 = 𝑖 − 𝑖𝑧
۱ + 𝑧 = 𝑖

[(۱ − 𝑥) − 𝑖𝑦] ⋅ [(۱ + 𝑥) − 𝑖𝑦]
(۱ + 𝑥)۲ + 𝑦۲

𝑤 = ۲𝑦
(۱ + 𝑥)۲ + 𝑦۲ + 𝑖

۱ − 𝑥۲ − 𝑦۲
(۱ + 𝑥)۲ + 𝑦۲ = 𝑢 + 𝑖𝑣.

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را ن  ه  ای  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇۱ − 𝑇۰
𝜋 tan−۱ ۱ − 𝑥

۲ − 𝑦۲
۲𝑦 + 𝑇۰.

ل  ی  ک  ن اس  ت ح  ل ق  اب  ل ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در و ف  وری  ه س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ف  وق م  س  ئ  ل  ه ت  ذک  ر.
ب  ود. ن  خ  واه  د ش  ف  اف  ی ای  ن ب  ه ج  واب

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۷ . ۵ م  ث  ال

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰, 𝑦 > ۰, −∞ < 𝑥 < +∞
𝑇(𝑥, ۰) = 𝑥

۱ + 𝑥۲

م  ن  ت  ق  ل واح  د دی  س  ک ب  ه ن  ی  م ص  ف  ح  ه 𝑤از = 𝑧−𝑖
𝑧+𝑖 ن  گ  اش  ت ب  ه ک  م  ک را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل.

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۳۰ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه م  ی ک  ن  ی  م.
ای  ن ص  ورت در

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥۲ + 𝑦۲ − ۱
𝑥۲ + (𝑦 + ۱)۲ , 𝑣(𝑥, 𝑦) = −۲𝑥

𝑥۲ + (𝑦 + ۱)۲ .

م  ی گ  ردد. ت  ب  دی  ل زی  ر م  س  ئ  ل  ه ب  ه ف  وق م  س  ئ  ل  ه م  ت  غ  ی  ره  ا ت  غ  ی  ی  ر ای  ن ب  ا

(𝑢۲𝑥 + 𝑣۲𝑥)(𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣) = ۰

ی  ا
𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣 = ۰.
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۳۰ . ۵ ش  ک  ل

𝑣 و 𝑢ح  س  ب ب  ر را 𝑥 ک  ه اس  ت 𝑤لازم ص  ف  ح  ه ب  ه 𝑧 ص  ف  ح  ه از م  رزی ش  رای  ط ت  ب  دی  ل ب  رای
ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه

𝑤 = 𝑧 − 𝑖
𝑧 + 𝑖 ⟹ 𝑤𝑧 + 𝑖𝑤 = 𝑧 − 𝑖 ⟹ 𝑧 = 𝑖 ۱ + 𝑤

۱ − 𝑤
⟹ 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑖 ۱ + 𝑢 + 𝑖𝑣

۱ − 𝑢 − 𝑖𝑣 =
(۱ + 𝑢 + 𝑖𝑣)(۱ − 𝑢 + 𝑖𝑣)

(۱ − 𝑢)۲ + 𝑣۲

= 𝑖 ۱ − 𝑢
۲ − 𝑣۲ + ۲𝑖𝑣

(۱ − 𝑢)۲ + 𝑣۲ .

⟹ 𝑥 = −۲𝑣
(۱ − 𝑢)۲ + 𝑣۲ =

−۲𝑣
۱ − ۲𝑢 + 𝑢۲ + 𝑣۲ =

−𝑣
۱ − 𝑢 .

⟹ 𝑥
۱ + 𝑥۲ =

−𝑣
۱−𝑢

۱ + 𝑣۲
(۱−𝑢)۲

=
𝑣
𝑢−۱

۲(۱−𝑢)
(۱−𝑢)۲

= −𝑣
۲
.

م  ی آی  د. در زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑣 و 𝑢 ص  ف  ح  ه در م  س  ئ  ل  ه پ  س

𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣 = ۰, 𝑢۲ + 𝑣۲ ≤ ۱,
𝑇

𝑢۲+𝑣۲=۱

= −𝑣
۲
.
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داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را م  س  ئ  ل  ه ،𝑤 = 𝜌𝑒𝑖𝜙 ب  گ  ی  ری  م اگ  ر ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در

𝑇𝜌𝜌 +
۱
𝜌𝑇𝜌 +

۱
𝜌۲𝑇𝜙𝜙 = ۰, 𝜌 < ۱, −𝜋 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

ی  ا
𝜌۲𝑇𝜌𝜌 + 𝜌𝑇𝜌 + 𝑇𝜙𝜙 = ۰, 𝜌 < ۱, −𝜋 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

𝑇

𝜌=۱

= − ۱
۲
sin𝜙.

دادن ق  رار از .{𝑒𝑖𝑛𝜙}∞𝑛=−∞ ی  ع  ن  ی اس  ت ن  م  ائ  ی ح  ل م  ن  اس  ب پ  ای  ه

𝑇(𝜌, 𝜙) =
∞

𝑛=−∞

𝑅(𝜌)𝑒𝑖𝑛𝜙

داری  م. م  س  ئ  ل  ه در
𝜌۲𝑅″(𝜌) + 𝜌𝑅′(𝜌) − 𝑛۲𝑅(𝜌) = ۰.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت آن ع  م  وم  ی ج  واب ک  ه

𝑅(𝜌) = 𝐴𝑛𝜌𝑛 + 𝐵𝑛𝜌−𝑛.

ن  ت  ی  ج  ه در

𝑇(𝜌, 𝜙) =
∞

𝑛=−∞

𝐴𝑛𝜌𝑛 + 𝐵𝑛𝜌−𝑛𝑒𝑖𝑛𝜙.

در .𝑛 > ۰ 𝐵𝑛ب  رای = ۰ و 𝑛 < ۰ 𝐴𝑛ب  رای = ۰ پ  س اس  ت ک  ران  ه دار ج  واب 𝜌 = ۰ در چ  ون
ن  ت  ی  ج  ه

𝑇(𝜌, 𝜙) =
∞

𝑛=۰

𝐴𝑛𝜌𝑛𝑒𝑖𝑛𝜙 +
−۱

𝑛=−∞

𝐵𝑛𝜌−𝑛𝑒𝑖𝑛𝜙

𝑇(۱, 𝜙) =
∞

𝑛=۰

𝐴𝑛𝑒𝑖𝑛𝜙 +
۱

𝑛=−∞

𝐵𝑛𝑒𝑖𝑛𝜙 = −
۱
۲
sin𝜙 = − ۱

۲
𝑒𝑖𝜙 − 𝑒−𝑖𝜙

۲𝑖 .
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ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب ص  ف  ران  د. ب  راب  ر 𝐵𝑛ه  ا و 𝐴𝑛ه  ا س  ای  ر 𝐵−۱و =
۱
۴𝑖 𝐴۱و = −

۱
۴𝑖 پ  س

𝑇(𝜌, 𝜙) =  − ۱
۴𝑖 𝑒

𝑖𝜙 + ۱
۴𝑖 𝑒

−𝑖𝜙𝜌 = − ۱
۲
𝜌 sin𝜙.

ی  ا
𝑇(𝜌, 𝜙) = − ۱

۲
𝑣.

م  ی ش  ود. 𝑦 و 𝑥 ص  ف  ح  ه در م  س  ئ  ل  ه ج  واب پ  س

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑥
𝑥۲ + (𝑦 + ۱)۲ .

م  ث  ال ب  ه اس  ت. م  ق  دور ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت اب  زار از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  م غ  ی  ره  م  گ  ن م  س  ائ  ل ح  ل
ک  ن  ی  د. ت  وج  ه زی  ر

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۸ . ۵ م  ث  ال

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,
𝐷 = {𝑧 ∶ |𝑧 − 𝑖| < ۱, |𝑧 − ۱| < ۱},
𝑇

𝜕𝐷

= 𝑥 + 𝑦
𝑥۲ + 𝑦۲ .

م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ب  ا اب  ت  دا ح  ل.

𝑤 = 𝑓(𝑧) = √۲𝑒−
۳𝜋
۴ 𝑖 ⋅ 𝑧 − (۱ + 𝑖)𝑧

ت  غ  ی  ی  ر ای  ن ص  ورت در ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۳۱ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه م  ی ک  ن  ی  م. ت  ب  دی  ل اوّل رب  ع ب  ه 𝐷را م  ی  دان
داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۲𝑥 − 𝑥۲ − 𝑦۲
𝑥۲ + 𝑦۲ , 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑥۲ + 𝑦۲ + ۲𝑦

𝑥۲ + 𝑦۲ .



ه  م  دی  س۳۳۰ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۳۱ . ۵ ش  ک  ل

م  ی آی  د. در زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق م  س  ئ  ل  ه

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = |𝑓′(𝑧)|۲(𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣) =
𝑥 + 𝑦
𝑥۲ + 𝑦۲ , (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷′ = 𝑓(𝐷),

𝑇

𝜕𝐷′

= 𝑥𝑦

𝑥=𝑥(𝑢,𝑣) , 𝑦=𝑦(𝑢,𝑣)

.

م  ی ش  ود: ک  ردن س  اده از ب  ع  د

𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣 = 𝑥𝑦 = −
۲(𝑢 + 𝑣)

(𝑢 − ۱)۲ + (𝑣 + ۱)۲ , 𝑢 > ۰, 𝑣 > ۰,

𝑇

𝜕𝐷′

= ۴(𝑢 − ۱)(𝑣 + ۱)
(𝑢 − ۱)۲ + (𝑣 + ۱)۲ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−۴(𝑣 + ۱)
(𝑣 + ۱)۲ + ۱

𝑢 = ۰
۴(𝑢 + ۱)
(𝑢 − ۱)۲ + ۱

𝑣 = ۰
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اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده زی  ر م  ق  ادی  ر از ح  ق  ی  ق  ت در

|𝑓′(𝑧)|۲ = ۴
𝑥۲ + 𝑦۲ , 𝑥 = ۲(۱ − 𝑢)

(𝑢 − ۱)۲ + (𝑣 − ۱)۲ , 𝑦 = ۲(۱ − 𝑣)
(𝑢 − ۱)۲ + (𝑣 − ۱)۲ .

ت  ب  دی  ل 𝑢 م  ت  غ  ی  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت اب  ت  دا اس  ت. ح  ل ق  اب  ل س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل ب  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن
س  ادگ  ی ب  رای ℱ𝑠𝑢(𝑔)ی  ا ب  ا را 𝑔(𝑢) ت  اب  ع س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ی گ  ی  ری  م. س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه

م  ی گ  ی  ری  م. 𝜔درن  ظ  ر از ت  اب  ع  ی و م  ی ده  ی  م ن  م  ای  ش �̂� ب  ا

− 𝜔۲�̂� +


۲
𝜋𝜔 ⋅

−۴(𝑣 + ۱)
(𝑣 + ۱)۲ + ۱

+ �̂�𝑣𝑣 = −۲ℱ𝑠𝑢
𝑢 + 𝑣

(𝑢 − ۱)۲ + (𝑣 + ۱)۲ 

�̂�

𝑣=۰

= ℱ𝑠𝑢
۴(𝑢 − ۱)
(𝑢 − ۱)۲ + ۱

.

ن  ی  ز را 𝑔(𝑣) ت  اب  ع س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل م  ی گ  ی  ری  م. س  ی  ن  وس  ی ف  وری  ه ت  ب  دی  ل 𝑣 ب  ه ن  س  ب  ت ح  ال
م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در 𝛼 از ت  اب  ع  ی و م  ی ده  ی  م ن  م  ای  ش �̂� ب  ا س  ادگ  ی ب  رای ℱ𝑠𝑣(𝑔)ی  ا ب  ا

(𝛼۲ − 𝜔۲) ̂�̂� +


۲
𝜋𝛼 ⋅ ℱ𝑠𝑢

۴(𝑢 − ۱)
(𝑢 − ۱)۲ + ۱

−


۲
𝜋𝜔 ⋅ ℱ𝑠𝑣

−۴(𝑣 + ۱)
(𝑣 + ۱)۲ + ۱

= −۲ℱ𝑠𝑣ℱ𝑠𝑢
𝑢 + 𝑣

(𝑢 − ۱)۲ + (𝑣 + ۱)۲ .

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ت  ب  دی  لات ای  ن م  ح  اس  ب  ه از ب  ع  د

(−𝜔۲ − 𝛼۲) ̂�̂� = 𝑔(𝜔, 𝛼).

پ  س
𝑇(𝑢, 𝑣) = ۲

𝜋 
∞

۰


∞

۰

𝑔(𝜔, 𝛼)
−𝜔۲ − 𝛼۲ sin𝜔𝑢 sin 𝛼𝑣 𝑑𝜔𝑑𝛼

ن  ت  ی  ج  ه در

𝑇(𝑥, 𝑦) = ۲
𝜋 

∞

۰


∞

۰

𝑔(𝜔, 𝛼)
−𝜔۲ − 𝛼۲

⋅ sin 𝜔
۲𝑥 − 𝑥۲ − 𝑦۲
𝑥۲ + 𝑦۲  sin 𝛼

𝑥۲ + 𝑦۲ + ۲𝑦
𝑥۲ + 𝑦۲  𝑑𝜔𝑑𝛼.



ه  م  دی  س۳۳۲ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

داری  م. را زی  ر خ  اص  ی  ت لاپ  لاس م  ع  ادل  ه خ  ط  ی خ  اص  ی  ت و ۱۵ . ۵ م  ث  ال ب  ه ت  وج  ه ب  ا

م  س  ئ  ل  ه ج  واب .۸ . ۵ خ  اص  ی  ت
𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣 = ۰, −∞ < 𝑢 < +∞, 𝑣 > ۰,

𝑇

𝑣=۰

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇𝑖 𝑎𝑖+۱ < 𝑢 < 𝑎𝑖 𝑖 = ۰, ۱, ۲,⋯ , 𝑛 − ۱

𝑇۰ 𝑢 > 𝑎۰

𝑇𝑛+۱ 𝑢 < 𝑎𝑛.

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را

𝑇(𝑢, 𝑣) = 𝑇۰ +
𝑛

𝑖=۰

𝑇𝑖+۱ − 𝑇𝑖
𝜋 tan−۱ 𝑣

𝑢 − 𝑎𝑖
.

ک  ن  ی  د. ح  ل ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا واح  د دی  س  ک ب  رای را لاپ  لاس م  ع  ادل  ه .۱۹ . ۵ م  ث  ال
𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰, −∞ < 𝑥 < +∞, 𝑦 > ۰,

𝑇

𝑥۲+𝑦۲=۱

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

۱ 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰,

۲ 𝑥 < ۰, 𝑦 > ۰,

۳ 𝑥 < ۰, 𝑦 < ۰,

۴ 𝑥 > ۰, 𝑦 < ۰.

ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک 𝑤ب  ه ص  ورت = −𝑖 𝑧+۱𝑧−۱ ن  گ  اش  ت ب  ا را واح  د دی  س  ک ح  ل.
ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۳۲ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه م  ی ن  گ  اری  م. ب  الائ  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه

𝑇۳ = ۱ و 𝑇۲ = ۲ ،𝑇۱ = ۳ ،𝑇۰ = ۴ ،𝑎۲ = −۱ ،𝑎۱ = ۰ ،𝑎۰ = ۱ ب  گ  ی  ری  م اگ  ر پ  س
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ۸ . ۵ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق

𝑇(𝑢, 𝑣) = ۴ − ۱
𝜋
 tan−۱ 𝑣

𝑢 − ۱
+ tan−۱ 𝑣𝑢 + tan

−۱ 𝑣
𝑢 + ۱

.

از ک  اف  ی  س  ت ح  ال
𝑤 = −𝑖𝑧 + ۱

𝑧 − ۱
= 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)
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۳۲ . ۵ ش  ک  ل

م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب ت  ا ده  ی  م ق  رار ف  وق 𝑇(𝑢, 𝑣) ف  رم  ول در و ب  ی  اب  ی  م را 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢(𝑥, 𝑦)
ش  ود. ح  اص  ل ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا واح  د دی  س  ک ب  رای لاپ  لاس

م  س  ئ  ل  ه ج  واب ۱۵ . ۵ م  ث  ال در ت  ذک  ر.
𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰, 𝑦 > ۰, −∞ < 𝑥 < +∞

𝑇(𝑥, ۰) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑇۱ 𝑥 < ۰

𝑇۰ 𝑥 > ۰

آم  د. ب  ه دس  ت زی  ر ,𝑇(𝑥ب  ه ص  ورت 𝑦) = 𝐴 + 𝐵𝜃 از اس  ت  ف  اده ب  ا

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇۰ +
𝑇۱ − 𝑇۰
𝜋 tan−۱ 𝑦𝑥 .

ن  ی  م دای  ره از ن  ق  ط  ه ه  ر روی پ  س اس  ت 𝑟 ف  اق  د ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در ج  واب ای  ن چ  ون
ج  واب لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ج  واب ای  ن ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب .𝜕𝑇𝜕𝑟 = ۰ داری  م 𝑦 > ۰ ،𝑥۲ + 𝑦۲ = 𝑟۲۰
ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۳۳ . ۵ ش  ک  ل (ب  ه اس  ت. ن  ی  ز 𝑦 > ۰ و 𝑥۲ + 𝑦۲ < 𝑟۲۰ ن  ی  م دی  س  ک روی زی  ر م  س  ئ  ل  ه

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰, 𝑥۲ + 𝑦۲ < 𝑟۲۰ , 𝑦 > ۰

𝜕𝑇
𝜕𝑟 

𝑟۰

= ۰, 𝑇(𝑥, ۰) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑇۱ 𝑥 < ۰

𝑇۰ 𝑥 > ۰.
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۳۳ . ۵ ش  ک  ل

ح  ض  ور چ  ون ن  ی  س  ت. م  ف  ی  د م  وج ی  ا ح  رارت م  ع  ادلات ب  رای ب  خ  ش ای  ن روش ه  ای ت  ذک  ر.
ک  ه م  ی ک  ن  د م  ت  غ  ی  ی  ر ض  ری  ب ب  ا 𝑣 و 𝑢 ص  ف  ح  ه در را م  ع  ادل  ه لاپ  لاس  ی  ن ج  م  ل  ه در |𝑓′(𝑧)|۲ ض  ری  ب

اس  ت. ح  ل ق  اب  ل ع  ددی روش ه  ای ب  ا ل  ی  ک  ن ن  ی  س  ت ح  ل ق  اب  ل ک  ت  اب ای  ن روش ه  ای ب  ا

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در |𝑧 − ۵| = ۲ و |𝑧| = ۲ دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان 𝐷را م  ی  دان .۲۰ . ۵ م  ث  ال
:𝐷روی زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ب  وب  س  ت

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۳۶(𝑥 − ۴)۲ + 𝑦۲
−۱
, 𝑢𝜕𝐷 = ۰

𝑤م  ی  دان = ۲−۲𝑧
𝑧−۴ ن  گ  اش  ت ت  ح  ت ک  ه ک  ردی  م م  ش  اه  ده ق  ب  ل  ی ب  خ  ش ۱۴ . ۵ م  ث  ال در ح  ل.

م  س  ئ  ل  ه ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی ش  ود. ن  گ  اش  ت  ه |𝑤| = ۴ و |𝑤| = ۱ دای  ره دو ′𝐷ب  ی  ن م  ی  دان ب  ه ف  وق
م  ی گ  ردد: ت  ب  دی  ل م  ی  دان ای  ن روی زی  ر م  س  ئ  ل  ه ب  ه ف  وق

|𝑤′ |۲(𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣) = ۳۶(𝑥 − ۴)۲ + 𝑦۲
−۱
, 𝑇𝜕𝐷′ = ۰.

ل  ی  ک  ن
𝑤′ = ۶

(𝑧 − ۴)۲ ⇒ |𝑤′ |۲ = ۳۶
(𝑥 − ۴)۲ + 𝑦۲ .
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م  ی ش  ود: زی  ر م  س  ئ  ل  ه ب  ه 𝑤ت  ب  دی  ل ص  ف  ح  ه در م  س  ئ  ل  ه پ  س

𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣 = ۱,

𝑇𝐷′ = ۰.

داش  ت خ  واه  ی  م ،𝑤 = 𝑅𝑒𝑖𝜙 ب  ه ط  وری ک  ه ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در م  س  ئ  ل  ه در ن  ظ  ر گ  رف  ت  ن ب  ا

𝑇𝑅𝑅 +
۱
𝑅𝑇𝑅 +

۱
𝑅۲𝑇𝜙𝜙 = ۱, ۱ < 𝑅 < ۴, −𝜋 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋,

𝑖𝑇(𝑅, −𝜋) = 𝑇(𝑅, 𝜋), 𝑇𝜙(𝑅, −𝜋) = 𝑇𝜙(𝑅, 𝜋)

𝑇(𝜙, ۱) = ۰, 𝑇(𝜙, ۴) = ۰.

ی  ع  ن  ی اس  ت، 𝑝 = 𝜋 ب  ا (م  خ  ت  ل  ط) ن  م  ای  ی ب  رح  س  ب𝜙پ  ای  ه م  ن  اس  ب پ  ای  ه

𝑒𝑖𝑛𝜙
∞

𝑛=−∞
.

م  ی گ  ی  ری  م پ  س

𝑇(𝑅, 𝜙) =
∞

𝑛=−∞

𝑃𝑛(𝑅)𝑒𝑖𝑛𝜙.

داش  ت  ه ب  اش  ی  م ب  ای  د ب  ای  د درن  ت  ی  ج  ه

∞

𝑛=−∞

𝑅۲𝑃″𝑛(𝑅) + 𝑅𝑃
′
𝑛 − 𝑛۲𝑃𝑛(𝑅) 𝑒𝑖𝑛𝜙 =

∞

𝑛=−∞

𝑅۲𝑐𝑛𝑒𝑖𝑛𝜙,

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب .𝑐𝑛 =
۱
۲𝜋
∫𝜋
−𝜋
𝑒𝑖𝑛𝜙 𝑑𝜙 آن در ک  ه

𝑐۰ = ۱, 𝑐𝑛 = ۰, 𝑛 ≠ ۰.

م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب

𝑅۲𝑃″𝑛(𝑅) + 𝑅𝑃
′
𝑛(𝑅) − 𝑛۲𝑃𝑛(𝑅) = 𝑐𝑛𝑅۲



ه  م  دی  س۳۳۶ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه را

𝜆۲ − 𝑛۲ = ۰ ⇒ 𝜆 = ±𝑛

𝑃𝑛(𝑅) = 𝐴𝑛𝑅𝑛 + 𝐵𝑛𝑅−𝑛 𝑛 ≠ ۰

𝑃۰(𝑅) = 𝐴۰ ln 𝑅 + 𝐵۰ +
۱
۴
𝑅۲

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑇(۱, 𝜙) = 𝑇(۴, 𝜙) = ۰ م  رزی ش  رای  ط از ه  م  چ  ن  ی  ن
م  ی آوری  م 𝑃𝑛(𝑅)ب  ه دس  ت ب  ر ش  رای  ط ای  ن اع  م  ال ب  ا .𝑃𝑛(۴) = 𝑃𝑛(۱) = ۰

𝑃𝑛(۱) = 𝐴𝑛 + 𝐵𝑛 = ۰

⟹ 𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 = ۰, 𝑛 ≠ ۰

𝑃𝑛(۴) = 𝐴𝑛۴𝑛 + 𝐵𝑛۴−𝑛 = ۰

𝑃۰(۱) = 𝐵۰ +
۱
۴
= ۰

𝑃۰(۴) = 𝐴۰ ln۴ + 𝐵۰ + ۴ = ۰

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝐴۰ = −
۱۵

۱۶ ln۴ , 𝐵۰ = −
۱
۴
.

درن  ت  ی  ج  ه
𝑇(𝑅, 𝜙) = − ۱۵

۱۶ ln۴ ln 𝑅 −
۱
۴
+ ۱
۴
𝑅۲.

م  ی آوری  م 𝑤ب  ه دس  ت = ۲−۲𝑧
𝑧−۴ از ط  رف  ی از

𝑢 + 𝑖𝑣 =
۲ − ۲(𝑥 + 𝑖𝑦)
𝑥 + 𝑖𝑦 − ۴

=
(۲ − ۲𝑥) − ۲𝑖𝑦 [(𝑥 − ۴) − 𝑖𝑦]

(𝑥 − ۴)۲ + 𝑦۲
(۲ − ۲𝑥)(𝑥 − ۴) − ۲𝑦۲

(𝑥 − ۴)۲ + 𝑦۲ + 𝑖 −𝑦(۲ − ۲𝑥 + ۲𝑥 − ۸)
(𝑥 − ۴)۲ + 𝑦۲

پ  س

𝑢 = −۲(𝑥۲ + 𝑦۲) + ۱۰𝑥 − ۸
(𝑥 − ۴)۲ + 𝑦۲ , 𝑣 = ۶𝑦

(𝑥 − ۴)۲ + 𝑦۲ .



پ  اره ای م  ع  ادلات ح  ل در ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ک  ارب  رد . ۳ . ۵۳۳۷

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت زی  ر م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  ن  اب  رای  ن

𝑇(𝑥, 𝑦) = − ۱۵
۳۲ ln ۴ ln

(−۲(𝑥۲ + 𝑦۲) + ۱۰𝑥 − ۸)۲ + ۳۶𝑦۲
((𝑥 − ۴)۲ + 𝑦۲)۲ − ۱

۴

+ ۱
۴
(−۲(𝑥۲ + 𝑦۲) + ۱۰𝑥 − ۸)۲ + ۳۶𝑦۲

((𝑥 − ۴)۲ + 𝑦۲)۲

۳ . ۵ ت  م  ری  ن

ح  ل ش  ده داده 𝐷 م  ی  دان روی م  رزی ش  رای  ط ب  ا را زی  ر لاپ  لاس م  ع  ادلات
ک  ن  ی  د.

،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ ℑ𝑧 > ۰} . ۱

𝑇

{𝑦=۰, 𝑥>۵}

= ۱, 𝑇

{𝑦=۰, 𝑥<۵}

= ۲.

،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑦 > ۰} ⧵ {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑥 = ۰, ۰ < 𝑦 < ۲} . ۲

𝑇

{𝑦=۰, 𝑥>۰}

= ۱, 𝑇

{𝑦=۰, 𝑥<۰}

= ۲, 𝑇

{𝑥=۰, ۰<𝑦<۲}

= ۴.

،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ ۰ < 𝑦 < 𝜋, 𝑥 < ۰} . ۳

𝑇

{𝑦=۰, 𝑥<۰}

= ۵, 𝑇

{𝑦=𝜋, 𝑥<۰}

= ۸, 𝑇

{𝑥=۰, ۰<𝑦<𝜋}

= ۴.
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،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < ۱, |𝑧 − ۱| < ۱} . ۴

𝑇

|𝑧|=۱

= ۲, 𝑇

|𝑧−۱|=۱

= ۴.

آن ه  م  دی  س ب  ه ط  ور ت  ا ب  ی  اب  ی  د ط  وری 𝑤را = 𝑓(𝑧)ن  گ  اش  ت اب  ت  دا زی  ر م  س  ائ  ل از ی  ک ه  ر در
ای  ن روی م  س  ئ  ل  ه ج  واب از اس  ت  ف  اده ب  ا س  پ  س ب  ن  گ  ارد. واح  د ب  الائ  ی ن  ی  م دی  س  ک ب  ه را م  س  ئ  ل  ه

آوری  د. ب  ه دس  ت را اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب ن  ی  م دی  س  ک

،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑦 > ۰, |𝑧| > ۱} . ۵

𝑇

{𝑦=۰, 𝑥>۰}

= ۲, 𝑇

{𝑦=۰, 𝑥<۰}

= ۴, 𝜕𝑇
𝜕𝑟 

|𝑧|=۱

= ۰.

،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ ۰ < 𝑦 < 𝜋, 𝑥 < ۰} . ۶

𝑇

{𝑦=۰, 𝑥<۰}

= ۲, 𝑇

{۰<𝑦<𝜋, 𝑥=۰}

= ۴, 𝜕𝑇
𝜕𝑦 

{𝑦=𝜋, 𝑥<۰}

= ۰.

،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑦 > ۰} . ۷

𝑇

{𝑦=۰, 𝑥>۱}

= ۲, 𝑇

{𝑦=۰, |𝑥|<۱}

= ۴, 𝜕𝑇
𝜕𝑦 

{𝑦=۰, 𝑥<−۱}

= ۰.

،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ ۱ < 𝑦 < 𝑥, 𝑥 > ۰} . ۸

𝑇

{𝑦=𝑥, 𝑥>۰}

= ۱, 𝑇

{𝑦=۱, ۰<𝑥<۱}

= ۲, 𝜕𝑇
𝜕𝑦 

{𝑦=۱, 𝑥>۱}

= ۰.

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر م  س  ائ  ل ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک م  وه  وم  ی ی  ا ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا

،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ ۰ < 𝜃 < 𝜋
۲ , ۱ < 𝑟 < ۲} . ۹

𝑇

𝑟=۱

= ۴, 𝑇

𝑟=۲

= ۶, 𝜕𝑇
𝜕𝑦 

𝑦=۰

= ۰, 𝜕𝑇
𝜕𝑥 

𝑥=۰

= ۰.
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،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑥 > ۰} . ۱۰

𝑇

𝑦=۰

= ۰, 𝑇

𝑦=۱

= 𝑥, 𝜕𝑇
𝜕𝑥 

𝑥=۰

= 𝑦.

،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱} . ۱۱

𝑇

𝑥=۰

= ۵, 𝑇

𝑥=۱

= ۱۰, 𝜕𝑇
𝜕𝑦 

𝑦=۰

= ۰, 𝜕𝑇
𝜕𝑦 

𝑦=۱

= ۰.

،𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ ۰ < 𝑦 < 𝜋, 𝑥 < ۰} . ۱۲

𝑇

𝑦=۰

= 𝑥۲, 𝑇

𝑦=𝜋

= 𝑥۲ − 𝜋۲, 𝜕𝑇
𝜕𝑥 

𝑥=۰

= ۰.

ک  ن  ی  د. ح  ل را ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه پ  وآس  ن م  س  ائ  ل

. ۱۳
𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 =

𝑥𝑦
𝑥۲ + 𝑦۲ , 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰,

𝑇

𝑦=۰

= 𝑥
𝑥۲ + 𝑦۲ , 𝑇


𝑥=۰

= 𝑦
𝑥۲ + 𝑦۲ .

. ۱۴
𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = 𝑥𝑦,

𝐷 = {𝑧 ∶ ۱ − ۱
۴
𝑦۲ < 𝑥 < ۴ − ۱

۱۶
𝑦۲, ۱

۱۶
𝑦۲ − ۴ < 𝑥 < ۱

۴
𝑦۲ − ۱},

𝑇

𝜕𝐷

= 𝑥𝑦.

. ۱۵
𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 =

𝑥 + 𝑦
𝑥۲ + 𝑦۲ ,

𝐷 = {𝑧 ∶ |𝑧| < ۱, 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰},

𝑇

𝑥=۰

= 𝑦, 𝑇

𝑦=۰

= 𝑥, 𝜕𝑇
𝜕𝑟 

𝑟=۱

= ۰.
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. ۱۶

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = 𝑥 + 𝑦,

𝐷 = {𝑧 ∶ |𝑧 − ۱| < ۱, |𝑧 − 𝑖| < ۱},

𝑇

𝜕𝐷

= 𝑥𝑦.

م  س  ئ  ل  ه ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در |𝑧| = ۴ دای  ره و 𝑥 + 𝑦 = ۵√۲ خ  ط ب  ی  ن م  ی  دان 𝐷را م  ی  دان . ۱۷
ک  ن  ی  د: روی𝐷ح  ل را زی  ر پ  وآس  ن

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷

𝑇𝜕𝐷 = 𝑥𝑦.

ک  ن  ی  د: 𝐷ح  ل = {𝑧 ∶ |𝑧 − ۵| > ۲, |𝑧| > ۲} م  ی  دان روی را زی  ر پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه . ۱۸

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = 𝑥𝑦,

𝑇𝜕𝐷 = 𝑥 + 𝑦.

ک  ن  ی  د: 𝐷ح  ل = {𝑧 ∶ |𝑧| < ۱, |𝑧 − ۱
۴ | >

۱
۴} م  ی  دان روی را زی  ر پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه . ۱۹

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = 𝑥 + 𝑦,

𝑇𝜕𝐷 = 𝑥
۲ − 𝑦۲.

پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ف  رم  ول ه  ای ۴ . ۵
دو پ  وآس  ن م  ع  ادل  ه ب  رای م  ی ده  د ام  ک  ان م  ا ب  ه ک  ه م  ی پ  ردازی  م م  ط  ال  ب  ی ب  ررس  ی ب  ه ب  خ  ش ای  ن  در
ان  ت  گ  رال ه  ای ح  س  ب ب  ر ف  رم  ول ه  ای  ی گ  ون  اگ  ون م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  ع  روف م  ی  دان ه  ای در ب  ع  دی
ح  ل ی  ا دق  ی  ق م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل ب  ه س  ه  ول  ت ان  ت  گ  رال ه  ا ای  ن از ب  س  ی  اری ارای  ه ده  ی  م. ن  اس  ره و م  ع  ی  ن
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ه  س  ت  ن  د. ت  ق  ری  ب  ی

دی  س  ک ب  رای پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ف  رم  ول

روی و درون 𝑓 ت  اب  ع و |𝑧| = 𝑟۰ 𝐶۰م  ن  ح  ن  ی ک  ن  ی  د ف  رض دی  ری  ک  ل  ه: م  رزی ش  رط (۱ ح  ال  ت
ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول ب  اش  د. 𝐶۰ت  ح  ل  ی  ل  ی

𝑓(𝑧) = ۱
۲𝜋𝑖 𝐶۰

𝑓(𝑠)
𝑠 − 𝑧 𝑑𝑠

م  ی ک  ن  د. 𝐶۰ب  ی  ان روی 𝑠ن  ق  اط در 𝑓 م  ق  دار ح  س  ب ب  ر 𝐶۰را داخ  ل در 𝑧 ن  ق  ط  ه ه  ر در 𝑓 م  ق  دار
ب  ه دس  ت 𝑓 ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت ب  رای م  ت  ن  اظ  ری ف  رم  ول ب  الا، ف  رم  ول ب  ه ک  م  ک ب  خ  ش ای  ن در
ی  ک ارای  ه ب  ا را |𝑧| ≤ 𝑟۰ دی  س  ک ب  رای دی  ری  ک  ل  ه م  س  ئ  ل  ه آن از اس  ت  ف  اده ب  ا س  پ  س و م  ی آوری  م
ن  گ  اش  ت ق  ض  ی  ه ط  ب  ق م  ی دان  ی  م چ  ون ن  ه  ای  ت در م  ی ک  ن  ی  م. ح  ل ص  ری  ح ان  ت  گ  رال  ی ف  رم  ول
را ن  ب  اش  ن  د م  خ  ت  ل  ط ص  ف  ح  ه ک  ل ک  ه ج  ردن م  رز ب  ا ح  ف  ره ب  دون م  ی  دان ه  ای م  رز و درون ری  م  ان۱،
ب  ه ب  ه ت  رت  ی  ب ه  م  دی  س ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ن  گ  اش  ت ی  ک ت  وس  ط م  ی ت  وان پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت
م  ی  دان ه  ا ای  ن ب  رای دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رط ب  ا پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه پ  س 𝐶۰ن  گ  اش  ت، روی و درون
ب  ن  اب  رای  ن م  ی گ  ردد. ت  ب  دی  ل دی  س  ک روی ب  ر دی  ری  ک  ل  ه پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه ب  ه م  ذک  ور ن  گ  اش  ت ت  ح  ت
ن  ی  ز ف  وق ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ض  اب  ط  ه داش  ت  ن ص  ورت در و م  ی گ  ردد ح  ل ن  ظ  ری ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه

م  ی ش  ود. داده ن  اس  ره و م  ع  ی  ن ان  ت  گ  رال ی  ک ت  وس  ط م  س  ئ  ل  ه ج  واب
ب  ه ن  س  ب  ت 𝑧 ن  اص  ف  ر ن  ق  ط  هٔ ان  ع  ک  اس .۰ < 𝑟 < 𝑟۰ آن در ک  ه ،𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ده  ی  د ق  رار
ش  رط در و اس  ت واق  ع م  ب  دأ از پ  رت  و ی  ک روی 𝑧 ب  ا ک  ه 𝑧۱ ن  ق  ط  هٔ از اس  ت 𝐶۰ع  ب  ارت دای  ره

ک  ن  ی  د.) ت  وج  ه ۳۴ . ۵ ش  ک  ل ب  ه ) م  ی ک  ن  د. ص  دق |𝑧۱| ⋅ |𝑧| = 𝑟۲۰
𝐶۰ب  اش  د: روی ن  ق  ط  ه ای 𝑠 = 𝑟۰𝑒𝑖𝜙 اگ  ر پ  س

𝑧۱ =
𝑟۲۰
𝑟 𝑒

𝑖𝜃 = 𝑟۲۰
𝑧 =

𝑠𝑠
𝑧 .

در وق  ت  ی ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ک  ش  ی-گ  ورس  ا ق  ض  ی  ه از 𝐶۰اس  ت، دای  رهٔ خ  ارج در 𝑧۱ چ  ون

ب  ب  ی  ن  ی  د. را [۲] م  رج  ع ه  ف  ت  م ۱ف  ص  ل
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۳۴ . ۵ ش  ک  ل

داری  م: ده  ی  م، ق  رار 𝑧۱ ،𝑧ب  ه ج  ای ان  ت  گ  رال 

۱
۲𝜋𝑖 𝐶۰

𝑓(𝑧)
𝑧 − 𝑧۱

𝑑𝑧 = ۰.

ب  ن  اب  رای  ن
𝑓(𝑧) = ۱

۲𝜋𝑖 𝐶۰
 ۱
𝑠 − 𝑧 −

۱
𝑠 − 𝑧۱

𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = ۰

ت  وان 𝐶۰م  ی م  ن  ح  ن  ی ب  رای ،۰ ≤ 𝜙 ≤ ۲𝜋 ،𝑠 = 𝑟۰𝑒𝑖𝜙 پ  ارام  ت  ری ن  م  ای  ش از اس  ت  ف  اده ب  ا و
ن  وش  ت:

𝑓(𝑧) = ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰

𝑟۰𝑒𝑖𝜙

𝑟۰𝑒𝑖𝜙 − 𝑧
− 𝑟۰𝑒𝑖𝜙

𝑟۰𝑒𝑖𝜙 − 𝑧۱
𝑓(𝑟۰𝑒𝑖𝜙) 𝑑𝜙.

زی  ر ب  ه ص  ورت م  ی ش  ود را ان  ت  گ  رال در پ  اران  ت  ز داخ  ل ض  ری  ب پ  س ،𝑧۱ =
𝑠𝑠
𝑧 ک  ه دی  دی  م چ  ون ح  ال
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ن  وش  ت:

𝑠
𝑠 − 𝑧 −

𝑠
𝑠 − 𝑧۱

= 𝑠
𝑠 − 𝑧 −

۱
۱ − 𝑧۱

𝑠
= 𝑠
𝑠 − 𝑧 −

۱
۱ − 𝑠

𝑧

= 𝑠
𝑠 − 𝑧 +

𝑧
𝑠 − 𝑧 =

𝑟۲۰ − 𝑟۲
|𝑠 − 𝑧|۲ .

م  ی آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول از دی  گ  ری ص  ورت پ  س

𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃) = 𝑟۲۰ − 𝑟۲
۲𝜋 

۲𝜋

۰

𝑓(𝑟۰𝑒𝑖𝜙)
|𝑠 − 𝑧|۲ 𝑑𝜙, 𝑟 < 𝑟۰.

ن  وش  ت: ن  ی  ز زی  ر ب  ه ص  ورت را آن م  ی ت  وان و اس  ت 𝑧 و 𝑠ن  ق  اط ب  ی  ن ف  اص  ل  ه |𝑠 − 𝑧|ع  ب  ارت

|𝑠 − 𝑧|۲ = 𝑟۲۰ − ۲𝑟۰𝑟 cos(𝜙 − 𝜃) + 𝑟۲.

ن  ت  ی  ج  ه ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول ج  دی  د ص  ورت ط  ب  ق ب  اش  د 𝑓 ت  اب  ع ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت 𝑢 اگ  ر پ  س
ک  ه م  ی ش  ود

𝑢(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰

(𝑟۲۰ − 𝑟۲)𝑢(𝑟۰, 𝜙)
𝑟۲۰ − ۲𝑟۰𝑟 cos(𝜙 − 𝜃) + 𝑟۲

𝑑𝜙, 𝑟 < 𝑟۰.

ه  س  ت  ه م  ی ک  ن  د. ت  ع  ری  ف 𝑢(𝑟, 𝜃) ب  ه 𝑢(𝑟۰, 𝜃) از ان  ت  گ  رال  ی خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک ب  الا ف  رم  ول
م  ق  دار ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع از اس  ت ع  ب  ارت ۱

۲𝜋 ض  ری  ب ب  ه ج  ز ت  ب  دی  ل

𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) =
𝑟۲۰ − 𝑟۲

𝑟۲۰ − ۲𝑟۰𝑟 cos(𝜙 − 𝜃) + 𝑟۲

اس  ت. م  ث  ب  ت ت  اب  ع  ی 𝑃 ب  ه وض  وح پ  س ،𝑟 < 𝑟۰ چ  ون اس  ت. م  ش  ه  ور پ  وآس  ن ه  س  ت  هٔ ب  ه ک  ه
از ،ℜ 𝑧

𝑠−𝑧 = ℜ
𝑧
𝑠−𝑧 چ  ون ب  ه ع  لاوه

𝑠
𝑠 − 𝑧 +

𝑧
𝑠 − 𝑧 =

𝑟۲۰ − 𝑟۲
|𝑠 − 𝑧|۲

ک  ه م  ی ی  اب  ی  م در

𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) = ℜ
𝑠

𝑠 − 𝑧 +
𝑧

𝑠 − 𝑧 = ℜ
𝑠 + 𝑧
𝑠 − 𝑧.
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𝐶۰ت  اب  ع  ی داخ  ل 𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) ت  اب  ع ،𝐶۰ دای  ره روی ب  ر م  ش  خ  ص 𝑠 ه  ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن
دوره 𝜙ب  ا − 𝜃 از زوج م  ت  ن  اوب ت  اب  ع ی  ک 𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) ب  ه ع  لاوه اس  ت. (𝑟, 𝜃) از ه  م  س  از

اس  ت. ۱ م  ق  دارش 𝑟 = ۰ وق  ت  ی و اس  ت ۲𝜋ت  ن  اوب
ن  وش  ت: چ  ن  ی  ن را پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ف  رم  ول م  ی ت  وان ح  ال

𝑢(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)𝑢(𝑟۰, 𝜃) 𝑑𝜙, 𝑟 < 𝑟۰ (۱ . ۵)

ی  ک در 𝑢ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. 𝐶۰ت  ح  ل  ی  ل  ی روی و درون 𝑓 و 𝑢 = ℜ𝑓 ک  رده ای  م ف  رض آن در ک  ه
اس  ت. 𝐶۰پ  ی  وس  ت  ه روی و درون 𝑢ب  ه خ  ص  وص اس  ت. ه  م  س  از واح  د دی  س  ک ش  ام  ل ب  از م  ج  م  وع  ه

اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز ض  ع  ی  ف ت  ری ش  رای  ط ت  ح  ت (۱ . ۵) ک  ه دی  د خ  واه  ی  م ادام  ه در

ب  اش  د. [۰, ۲𝜋] ب  ازه روی 𝜃 از پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  اب  ع  ی 𝑔 ک  ن  ی  د ف  رض .۳ . ۵ ت  ع  ری  ف
م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت م  ی ده  ی  م 𝑈ن  ش  ان ب  ا ک  ه 𝑔پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ت  ب  دی  ل

𝑈(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)𝑔(𝜙) 𝑑𝜙, 𝑟 < 𝑟۰. (۲ . ۵)

𝑈ت  ب  دی  ل = 𝑈(𝑟, 𝜃) و ف  وق م  ث  ل 𝑔 ،|𝑧| ≤ 𝑟۰ 𝐷دی  س  ک ک  ن  ی  د ف  رض .۹ . ۵ خ  اص  ی  ت
و اس  ت دی  س  ک𝐷ه  م  س  از درون ,𝑈(𝑟در 𝜃)ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. (۲ . ۵) ی  ع  ن  ی ،𝑔پ  وآس  ن

داری  م: ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه آن در 𝑔 ک  ه 𝜃م  ش  خ  ص ه  ر ب  ه ازای

lim𝑟→𝑟۰
𝑟<𝑟۰

𝑈(𝑟, 𝜃) = 𝑔(𝜃).

(𝑟, 𝜃)وق  ت  ی ب  ه ای  ن م  ع  ن  ی ک  ه ق  رص𝐷اس  ت در پ  وآس  ن دی  ری  ک  ل  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑈ی  ک ی  ع  ن  ی
(𝑟۰, 𝜃) ن  ق  ط  هٔ م  ت  ن  اه  ی ت  ع  دادی در ب  ه ج  ز ک  ن  د، م  ی  ل (𝑟۰, 𝜃۰)س  م  ت ب  ه ش  ع  اع ی  ک ام  ت  داد در
م  ی ک  ن  د. م  ی  ل 𝑔(𝜃)م  رزی م  ق  دار ,𝑈(𝑟ب  ه 𝜃) اس  ت، ن  اپ  ی  وس  ت  ه آن  ه  ا در 𝑔 ک  ه دی  س  ک م  رز روی

اس  ت دی  س  ک𝐷ه  م  س  از درون در 𝜃 و 𝑟 از ت  اب  ع  ی ب  ه ع  ن  وان 𝑃پ  وآس  ن ه  س  ت  ه چ  ون ع  ل  ت.
𝑔 چ  ون دق  ی  ق ت  ر ب  ه ع  ب  ارت ب  ود. خ  واه  د ه  م  س  از دی  س  ک درون در 𝑈ن  ی  ز ت  اب  ع ن  ت  ی  ج  ه در
از م  ت  ن  ه  ای  ی ت  ع  دادی ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را (۲ . ۵) ان  ت  گ  رال اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ق  ط  ع  ه 
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𝜙و ،𝑟م  ت  غ  ی  ره  ای ب  ه ن  س  ب  ت ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع آن  ه  ا از ه  رک  دام در ک  ه ن  وش  ت م  ع  ی  ن ان  ت  گ  رال ه  ای
را ان  ت  گ  رال گ  ی  ری و م  ش  ت  ق گ  ی  ری ت  رت  ی  ب چ  ون م  ی ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق  ات ب  ا م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝜃

ب  رای𝑃داری  م: (𝑟, 𝜃)ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در چ  ون ب  ه ع  لاوه و ک  رد ع  وض م  ی ت  وان

𝑟۲𝑃𝑟𝑟 + 𝑟𝑃𝑟 + 𝑃𝜃𝜃 = ۰

م  ی ک  ن  د. ص  دق ف  وق م  ع  ادل  ه در 𝑈ن  ی  ز ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه پ  س
پ  ی  وس  ت  ه 𝜃 در 𝑔 اگ  ر ده  ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ی ح  د، درس  ت  ی اث  ب  ات دوم، ق  س  م  ت ب  رای
ه  ر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝛿 > ۰ ی  ک ش  ده داده 𝜖 > ۰ ه  ر ب  رای آن گ  اه ب  اش  د

داری  م: ،۰ < 𝑟۰ − 𝑟 < 𝛿

|𝑈(𝑟, 𝜃) − 𝑔(𝜃)| < 𝜖.

ن  وش  ت: م  ی ت  وان ،∫۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) 𝑑𝜙 = ۲𝜋 ب  ه ای  ن ک  ه ت  وج  ه ب  ا

𝑈(𝑟, 𝜃) − 𝑔(𝜃) = ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)[ 𝑔(𝜙) − 𝑔(𝜃)] 𝑑𝜙.

ت  وس  ع  ه ۲𝜋ت  ن  اوب دوره ب  ا م  ت  ن  اوب ب  ه ص  ورت 𝑔 ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ادام  ه در راح  ت  ی ب  رای
از ۲𝜋ت  ن  اوب دوره ب  ا م  ت  ن  اوب ت  اب  ع  ی (۲ . ۵) در ان  ت  گ  رال زی  ر ع  ب  ارت ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت ی  اف  ت  ه

ب  ود. 𝜙خ  واه  د م  ت  غ  ی  ر
ه  ر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝛼 > ۰ ع  دد اس  ت پ  ی  وس  ت  ه 𝜃 در 𝑔 چ  ون

داری  م: ،۰ < |𝜙 − 𝜃| ≤ 𝛼

|𝑔(𝜙) − 𝑔(𝜃)| < 𝜖
۲
. (۳ . ۵)

ن  وش  ت: م  ی ت  وان دی  گ  ر ط  رف از

𝑈(𝑟, 𝜃) − 𝑔(𝜃) = 𝐼۱(𝑟, 𝜃) + 𝐼۲(𝑟, 𝜃)

آن در ک  ه

𝐼۱(𝑟, 𝜃) =
۱
۲𝜋 

𝜃+𝛼

𝜃−𝛼
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)[ 𝑔(𝜙) − 𝑔(𝜃)] 𝑑𝜙
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و
𝐼۲(𝑟, 𝜃) =

۱
۲𝜋 

𝜃−𝛼+۲𝜋

𝜃+𝛼
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)[ 𝑔(𝜙) − 𝑔(𝜃)] 𝑑𝜙.

داری  م: (۳ . ۵) راب  ط  ه ,𝑃(𝑟۰و 𝑟, 𝜙 − 𝜃)پ  وآس  ن ه  س  ت  ه ب  ودن م  ث  ب  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا

|𝐼۱(𝑟, 𝜃)| ≤
۱
۲𝜋 

𝜃+𝛼

𝜃−𝛼
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)| 𝑔(𝜙) − 𝑔(𝜃)| 𝑑𝜙

< 𝜖
۴𝜋 

۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) 𝑑𝜙 =

𝜖
۲
.

م  ت  غ  ی  ر وق  ت  ی پ  وآس  ن ه  س  ت  ه ک  س  ر م  خ  رج در |𝑠 − 𝑧|۲ ع  ب  ارت ک  ه اس  ت واض  ح ۳۴ . ۵ ش  ک  ل از
م  ق  دار م  ی ک  ن  د، ت  غ  ی  ی  ر [𝜃 + 𝛼, 𝜃 − 𝛼 + ۲𝜋] ب  س  ت  ه ب  ازه  روی ،𝑠 از ت  اب  ع  ی ب  ه ع  ن  وان ،𝜙
|𝑔(𝜙) − 𝑔(𝜃)|ع  ب  ارت ب  رای ب  الا ک  ران 𝑀ی  ک اگ  ر پ  س م  ی ک  ن  د. اخ  ت  ی  ار م  ث  ب  ت𝑚را م  ی  ن  ی  م  م

ن  وش  ت: م  ی ت  وان ب  اش  د، ۰ ≤ 𝜙 ≤ ۲𝜋 ب  ازه روی

|𝐼۲(𝑟, 𝜃)| ≤ ۲𝜋 ⋅ (𝑟
۲
۰ − 𝑟۲)𝑀
۲𝜋𝑚 < ۲𝑀𝑟۰

𝑚 (𝑟۰ − 𝑟) <
۲𝑀𝑟۰
𝑚 ⋅ 𝛿 = 𝜖

۲

آن در ک  ه ،۰ < 𝑟۰ − 𝑟 < 𝛿 ه  ر ب  رای

𝛿 = 𝑚𝜖
۴𝑀𝑟۰

.

م  ی ش  ود: ن  ت  ی  ج  ه م  ث  ل  ث ن  ام  س  اوی از ن  ه  ای  ت  اً

|𝑈(𝑟, 𝜃) − 𝑔(𝜃)| ≤ |𝐼۱(𝑟, 𝜃)| + |𝐼۲(𝑟, 𝜃)| <
𝜖
۲
+ 𝜖

۲
= 𝜖

اث  ب  ات ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب ب  اش  د. ف  وق ش  ده داده ب  ه ص  ورت 𝛿 آن در ک  ه ،۰ < 𝑟۰ − 𝑟 < 𝛿 ه  ر ب  رای
م  ی ش  ود. ک  ام  ل

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۱ . ۵ م  ث  ال

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰, 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

𝑇(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۱ 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱, 𝑦 < ۰

۰ 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱, 𝑦 > ۰
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داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در را م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط ح  ل.

𝑇(۱, 𝜃) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۰ ۰ < 𝜃 < 𝜋

۱ 𝜋 < 𝜃 < ۲𝜋.

ب  ود: خ  واه  د زی  ر ب  ه ص  ورت ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در م  س  ئ  ل  ه ج  واب اخ  ی  ر خ  اص  ی  ت ط  ب  ق

𝑇(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰

۱ − 𝑟۲
۱ + 𝑟۲ − ۲𝑟 cos(𝜙 − 𝜃)𝑇(۱, 𝜃) 𝑑𝜙

= ۱
۲𝜋 

۲𝜋

𝜋
𝑃(۱, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) 𝑑𝜙

= ۱
۲𝜋 

۲𝜋

𝜋

۱ − 𝑟۲
۱ + 𝑟۲ − ۲𝑟 cos(𝜙 − 𝜃) 𝑑𝜙

= ۱
𝜋 tan

−۱ 
۱ + 𝑟
۱ − 𝑟 tan

𝜙 − 𝜃
۲ 

۲𝜋

𝜋

= ۱
𝜋  tan

−۱ 
۱ + 𝑟
۱ − 𝑟 tan

𝜋 − 𝜃
۲
 − tan−۱ 

۱ + 𝑟
۱ − 𝑟 tan

𝜋
۲
− 𝜃

۲
.

خ  واه  ی  م ده  ی  م، ان  ج  ام را لازم س  اده س  ازی ه  ای و ب  گ  ی  ری  م tan اخ  ی  ر راب  ط  ه ط  رف  ی  ن از اگ  ر
داش  ت:

𝑇(𝑟, 𝜃) = ۱
𝜋 tan

−۱ ۱ − 𝑟۲
۲𝑟 sin 𝜃

دک  ارت  ی م  خ  ت  ص  ات در ی  ا

𝑇(𝑥, 𝑦) = ۱
𝜋 tan

−۱ ۱ − 𝑥۲ − 𝑦۲
۲𝑦 .

ب  اش  د. ۰ ≤ tan−۱ 𝑡 ≤ 𝜋 ک  ه دارد اش  اره ش  اخ  ه ای ب  ه tan−۱ 𝑡ف  وق در ک  ه

ب  ه ک  م  ک اس  ت ،𝑇۱ = ۱ و 𝑇۰ = ۰ ب  ا ،(۱۶ . ۵) م  ث  ال از خ  اص  ی ح  ال  ت ک  ه ف  وق م  ث  ال ن  ک  ت  ه.
ق  ب  ل  ی ح  ل روش از ک  وت  اه ت  ر ف  وق ح  ل راه اس  ت. ش  ده ح  ل (۱ . ۵) پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ف  رم  ول

اس  ت.
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م  ی ت  وان ه  ن  دس  ی س  ری ب  ه ک  م  ک م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف 𝑟 < 𝑟۰ ب  رای پ  وآس  ن ه  س  ت  ه چ  ون ت  ذک  ر.
داد: ن  ش  ان

𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜓) =
𝑟۲۰ − 𝑟۲

𝑟۲۰ − ۲𝑟۰𝑟 cos(𝜓) + 𝑟۲
= ۱ + ۲

∞

𝑛=۱
 𝑟
𝑟۰

𝑛
cos(𝑛𝜓).

پ  س:

𝑈(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)𝑔(𝜙) 𝑑𝜙

= ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰
۱ + ۲

∞

𝑛=۱
( 𝑟𝑟۰
)𝑛 cos 𝑛(𝜙 − 𝜃) 𝑔(𝜙) 𝑑𝜙

= 𝑎۰
۲
+

∞

𝑛=۱
 𝑟
𝑟۰

𝑛
(𝑎𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜃)).

(۴ . ۵)

آن در ک  ه
𝑎𝑛 =

۱
𝜋 

۲𝜋

۰
𝑔(𝜙) cos(𝑛𝜙) 𝑑𝜙

و
𝑏𝑛 =

۱
𝜋 

۲𝜋

۰
𝑔(𝜙) sin(𝑛𝜙) 𝑑𝜙.

ق  ب  لاً ک  ه م  ی ب  اش  د ف  وری  ه س  ری ب  ه ص  ورت پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه ج  واب ن  م  ای  ش ی  اد آور (۴ . ۵) راب  ط  ه
اس  ت. ش  ده م  ط  ال  ع  ه ۱ ف  ص  ل در

ب  اش  د: زی  ر م  ت  ن  اه  ی ی  ک  ه ض  رب  ه ت  اب  ع م  ع  رف 𝐼ℎ ک  ن  ی  د ف  رض ت  ذک  ر.

𝐼(ℎ, 𝜃 − 𝜃۰) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۱
ℎ 𝜃۰ ≤ 𝜃 ≤ 𝜃۰ + ℎ

۰ ۰ ≤ 𝜃 < 𝜃۰ ی  ا 𝜃۰ + ℎ < 𝜃 ≤ ۲𝜋.

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .۰ ≤ 𝜃۰ < 𝜃۰ + ℎ < ۲𝜋 و اس  ت ث  اب  ت ع  دد ی  ک ℎ آن در ک  ه


𝜃۰+ℎ

𝜃۰
𝐼(ℎ, 𝜃 − 𝜃۰) 𝑑𝜃 = ۱.
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۳۵ . ۵ ش  ک  ل

م  ی ت  وان م  ع  ی  ن ان  ت  گ  رال ب  رای م  ی  ان  گ  ی  ن  ی م  ق  دار ق  ض  ی  ه ب  ه ک  م  ک ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۳۵ . ۵ ش  ک  ل ب  ه
ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود 𝜉 ∈ [𝜃۰, 𝜃۰ + ℎ] ع  دد ک  ه داد ن  ش  ان


۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)𝐼(ℎ, 𝜙 − 𝜃۰) 𝑑𝜙

= 𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜉 − 𝜃)
𝜃۰+ℎ

𝜃۰
𝐼(ℎ, 𝜙 − 𝜃۰) 𝑑𝜙

= 𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜃 − 𝜉).

ب  ن  اب  رای  ن:

lim
ℎ→۰


۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)𝐼(ℎ, 𝜙 − 𝜃۰) 𝑑𝜙 = 𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜃 − 𝜃۰).

م  ان  ن  د ت  واب  ع از دن  ب  ال  ه ای ح  د ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را 𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜃 − 𝜃۰)پ  وآس  ن ه  س  ت  ه پ  س
ض  رب  ه ت  اب  ع ب  ا ب  راب  ر ن  ی  ز آن ه  ا م  رزی م  ق  دار و ه  س  ت  ن  د ه  م  س  از 𝑟 = 𝑟۰ دای  ره درون ,𝐺ℎ(𝑟ک  ه 𝜃)

ی  ع  ن  ی: داش  ت. م  ی ب  اش  ن  د، 𝐼(ℎ, 𝜃 − 𝜃۰)م  ت  ن  اه  ی

𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜃 − 𝜃۰) = limℎ→۰
𝐺ℎ(𝑟, 𝜃)
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اس  ت: زی  ر دی  ری  ک  ل  ه م  س  ئ  ل  ه ,𝐺ℎ(𝑟ج  واب 𝜃) آن در ک  ه
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢 = ۰, 𝐷 = {(𝑟, 𝜃) ∶ 𝑟 < 𝑟۰, ۰ ≤ 𝜃 ≤ ۲𝜋}

𝑢 = 𝐼(ℎ, 𝜃 − 𝜃۰), 𝜕𝐷.

م  ی گ  وی  ن  د م  ی ک  ن  د، م  ی  ل 𝛿𝜃۰ دی  راک دل  ت  ای ت  اب  ع ب  ه 𝐼(ℎ, 𝜃 − 𝜃۰)م  ت  ن  اه  ی ض  رب  ه ت  اب  ع چ  ون
اس  ت: زی  ر دی  ری  ک  ل  ه م  س  ئ  ل  ه ص  وری ج  واب 𝑃(𝑟, 𝑟۰, 𝜃 − 𝜃۰)پ  وآس  ن ه  س  ت  ه

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Δ𝑢 = ۰, 𝐷 = {(𝑟, 𝜃) ∶ 𝑟 < 𝑟۰, ۰ ≤ 𝜃 ≤ ۲𝜋}

𝑢 = 𝛿𝜃۰ , 𝜕𝐷.

داری  م: ۹ . ۵ خ  اص  ی  ت ب  ه ک  م  ک دی  گ  ر ب  ه ع  ب  ارت

𝑢(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰

𝑟۲۰ − 𝑟۲
𝑟۲۰ + 𝑟۲ − ۲𝑟𝑟۰ cos(𝜙 − 𝜃)

𝑢(𝑟۰, 𝜙) 𝑑𝜙

= ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰

𝑟۲۰ − 𝑟۲
𝑟۲۰ + 𝑟۲ − ۲𝑟𝑟۰ cos(𝜙 − 𝜃)

𝛿𝜃۰ 𝑑𝜙

= ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰

𝑟۲۰ − 𝑟۲
𝑟۲۰ + 𝑟۲ − ۲𝑟𝑟۰ cos(𝜙 − 𝜃)

𝛿(𝜙 − 𝜃۰) 𝑑𝜙

= ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰

𝑟۲۰ − 𝑟۲
𝑟۲۰ + 𝑟۲ − ۲𝑟𝑟۰ cos(𝜃۰ − 𝜃)

𝑑𝜙

= ۱
۲𝜋 ⋅

𝑟۲۰ − 𝑟۲
𝑟۲۰ + 𝑟۲ − ۲𝑟𝑟۰ cos(𝜃۰ − 𝜃)


۲𝜋

۰
𝑑𝜙

= 𝑃(𝑟, 𝑟۰, 𝜃 − 𝜃۰).

و 𝑠 = 𝑟۰𝑒𝑖𝜙 ده  ی  د ق  رار و ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را ۳۴ . ۵ ش  ک  ل ن  ی  وم  ن: م  رزی ش  رط (۲ ح  ال  ت
ک  ن  ی  د: ت  ع  ری  ف ث  اب  ت 𝑠ب  رای .𝑟 < 𝑟۰ آن در ک  ه 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

𝑄(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) = −۲𝑟۰ ln |𝑠 − 𝑧|

= −𝑟۰ ln [𝑟۲۰ − 𝑟𝑟۰ cos(𝜙 − 𝜃) + 𝑟۲].
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ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ح  ق  ی  ق  ی م  ول  ف  ه زی  را اس  ت ه  م  س  از |𝑧| = 𝑟۰ دای  ره داخ  ل در ف  وق ت  اب  ع
اگ  ر Logاس  ت. 𝜙(⋅)ل  گ  اری  ت  م  ی ش  اخ  ه log(⋅) از م  ن  ظ  ور آن در ک  ه اس  ت −۲𝑟۰ log(𝑧 − 𝑠)

داری  م: ،𝑟 ≠ ۰ ب  ه ع  لاوه

𝑄𝑟(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) = −
𝑟۰
𝑟 

۲𝑟۲ − ۲𝑟۰ cos(𝜙 − 𝜃)
𝑟۲۰ − 𝑟𝑟۰ cos(𝜙 − 𝜃) + 𝑟۲



= 𝑟۰
𝑟 [𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) − ۱].

(۵ . ۵)

ت  اب  ع ان  ت  گ  رال  ی ن  م  ای  ش ن  وش  ت  ن ب  رای دی  د خ  واه  ی  م اس  ت. پ  وآس  ن ه  س  ت  ه ه  م  ان 𝑃 آن در ک  ه
را 𝑔(𝜃) ش  ده ت  ع  ی  ی  ن ق  ب  ل از م  ق  ادی  ر 𝑟 = 𝑟۰ دای  ره ب  ر آن 𝑢𝑟 ن  رم  ال م  ش  ت  ق ک  ه 𝑢 ه  م  س  از

ک  رد. 𝑄اس  ت  ف  اده ت  اب  ع از م  ی ت  وان ب  گ  ی  رد،
ت  اب  ع ب  اش  د، دل  خ  واه ث  اب  ت  ی 𝑢۰ و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑔 اگ  ر

𝑢(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰
𝑄(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)𝑔(𝜙) 𝑑𝜙 + 𝑢۰, 𝑟 < 𝑟۰ (۶ . ۵)

ب  اش  د، ص  ف  ر |𝑧| = 𝑟۰ دای  ره ب  ر 𝑔م  ی  ان  گ  ی  ن م  ق  دار اگ  ر ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در اس  ت، ه  م  س  از ک  ه را
ی  ع  ن  ی:


۲𝜋

۰
𝑔(𝜙) 𝑑𝜙 = ۰

داری  م: (۵ . ۵) راب  ط  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا آن گ  اه

𝑢𝑟(𝑟, 𝜃) =
۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰

𝑟۰
𝑟 [𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) − ۱] 𝑔(𝜙) 𝑑𝜙

= 𝑟۰
۲𝜋𝑟 

۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)𝑔(𝜙) 𝑑𝜙.

داری  م: ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه آن در 𝑔 ک  ه م  ش  خ  ص  ی  𝜃ب  رای ۹ . ۵ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق ام  ا

lim𝑟→𝑟۰
𝑟<𝑟۰


۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃)𝑔(𝜙) 𝑑𝜙 = ۲𝜋𝑔(𝜃).

پ  س:
lim𝑟→𝑟۰
𝑟<𝑟۰

𝑢𝑟(𝑟, 𝜃) = 𝑔(𝜃).

آورده ای  م: ب  ه دس  ت را زی  ر خ  اص  ی  ت ن  ت  ی  ج  ه در
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و پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ف  وق م  ث  ل 𝑔 ،|𝑧| ≤ 𝑟۰ 𝐷دی  س  ک ک  ن  ی  د ف  رض .۱۰ . ۵ خ  اص  ی  ت
ب  رای ،𝑢 = 𝑢(𝑟, 𝜃)ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. ص  ف  ر |𝑧| = 𝑟۰ دای  ره ب  ر 𝑔م  ی  ان  گ  ی  ن م  ق  دار ب  ه ع  لاوه

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در زی  ر ب  ه ص  ورت را ،𝑟 < 𝑟۰

𝑢(𝑟, 𝜃) = − 𝑟۰
۲𝜋 

۲𝜋

۰
ln [𝑟۲۰ − 𝑟𝑟۰ cos(𝜙 − 𝜃) + 𝑟۲] 𝑔(𝜙) 𝑑𝜙 + 𝑢۰

در 𝑔 ک  ه م  ش  خ  ص 𝜃 ه  ر ب  ه ازای و اس  ت دی  س  ک𝐷ه  م  س  از درون در 𝑢(𝑟, 𝜃)ای  ن ص  ورت در
داری  م: ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه آن

lim𝑟→𝑟۰
𝑟<𝑟۰

𝑢𝑟(𝑟, 𝜃) = 𝑔(𝜃).

در (𝑟, 𝜃)وق  ت  ی ب  ه ای  ن م  ع  ن  ی ک  ه ق  رص𝐷اس  ت در پ  وآس  ن ن  ی  وم  ن م  س  ئ  ل  ه ج  واب ی  ک 𝑢ی  ع  ن  ی
روی (𝑟۰, 𝜃) ن  ق  ط  هٔ م  ت  ن  اه  ی ت  ع  دادی در ب  ه ج  ز ک  ن  د، م  ی  ل (𝑟۰, 𝜃۰)س  م  ت ب  ه ش  ع  اع ی  ک ام  ت  داد

م  ی ک  ن  د. م  ی  ل 𝑔(𝜃)م  رزی م  ق  دار ,𝑈𝑟(𝑟ب  ه 𝜃) اس  ت، ن  اپ  ی  وس  ت  ه آن  ه  ا در 𝑔 ک  ه دی  س  ک م  رز
ن  ت  ی  ج  ه |𝑧| = 𝑟۰ دای  ره ب  ر 𝑔م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ودن ص  ف  ر ش  رط و 𝑢(𝑟, 𝜃) ض  اب  ط  ه ب  ه ع  لاوه

.𝑢۰ = 𝑢(۰, 𝜃) ک  ه م  ی ده  د

ب  الای  ی ن  ی  م دی  س  ک ب  رای پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ف  رم  ول

،𝑔(𝜃)پ  ارام  ت  ری ب  ه ص  ورت 𝑟 = 𝑟۰ دای  ره روی ک  ه 𝑔م  رزی ش  رط ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض
ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف ،۰ ≤ 𝜃 ≤ ۲𝜋

ف  رم  ول ای  ن ص  ورت در ب  اش  د 𝑔(۲𝜋 − 𝜃) = −𝑔(𝜃) اگ  ر دی  ری  ک  ل  ه: م  رزی ش  رط (۱ ح  ال  ت
م  ی آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت (۱ . ۵) پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال

𝑈(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) − 𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 + 𝜃) 𝑔(𝜙) 𝑑𝜙.

ک  ه ه  م  ان ط  ور |𝑧| ≤ 𝑟۰ دی  س  ک از 𝜃 = 𝜋 و 𝜃 = ۰ اف  ق  ی ش  ع  اع ه  ای ب  ر 𝑈ف  وق ت  اب  ع م  ق  دار
ف  رم  ول پ  س اس  ت. ص  ف  ر م  ی رود، ان  ت  ظ  ار م  ان  دگ  ار ح  ال  ت دم  ای 𝑈ب  ه ع  ن  وان ت  غ  ی  ی  ر ص  ورت در
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ب  الای  ی ن  ی  م دی  س  ک ب  رای دی  ری  ک  ل  ه م  س  ئ  ل  ه ب  الا

(𝑟, 𝜃) ∶ ۰ < 𝜃 < 𝜋, 𝑟 < 𝑟۰

ه  ر ب  رای و داری  م ص  ف  ر دی  ری  ک  ل  ه م  رزی ش  رط 𝑥ه  ا م  ح  ور ب  ر م  ن  ط  ب  ق ق  ط  ر ب  ر ک  ه م  ی ک  ن  د ح  ل را
ب  اش  د: پ  ی  وس  ت  ه آن در 𝑔 ک  ه 𝜃م  ش  خ  ص ∈ (۰, 𝜋)

lim𝑟→𝑟۰
𝑟<𝑟۰

𝑈(𝑟, 𝜃) = 𝑔(𝜃).

ای  ن ص  ورت در ب  اش  د 𝑔(۲𝜋 − 𝜃) = 𝑔(𝜃) اگ  ر دی  ری  ک  ل  ه-ن  ی  وم  ن: م  رزی ش  رط (۲ ح  ال  ت
م  ی آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت (۱ . ۵) پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ف  رم  ول

𝑈(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) + 𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 + 𝜃) 𝑔(𝜙) 𝑑𝜙.

ن  رم  ال م  ش  ت  ق ،|𝑧| ≤ 𝑟۰ دی  س  ک از 𝜃 = 𝜋 و 𝜃 = ۰ اف  ق  ی ش  ع  اع ه  ای ب  ر 𝑈ف  وق ت  اب  ع ب  رای
م  ی ک  ن  د ح  ل را ب  الای  ی ن  ی  م دی  س  ک ب  رای دی  ری  ک  ل  ه م  س  ئ  ل  ه ب  الا ف  رم  ول پ  س اس  ت. 𝑈𝜃ص  ف  ر ی  ع  ن  ی
𝜃 ∈ (۰, 𝜋) ه  ر ب  رای و داری  م ص  ف  ر ن  ی  وم  ن م  رزی ش  رط 𝑥ه  ا م  ح  ور ب  ر م  ن  ط  ب  ق ق  ط  ر ب  ر ک  ه

ب  اش  د: پ  ی  وس  ت  ه آن در 𝑔 ک  ه م  ش  خ  ص

lim𝑟→𝑟۰
𝑟<𝑟۰

𝑈(𝑟, 𝜃) = 𝑔(𝜃).

دی  س  ک ب  ی  رون ب  رای پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ف  رم  ول

ب  ه ت  رت  ی  ب 𝑍را = 𝑋 + 𝑖𝑌 ص  ف  ح  ه در آن درون و |𝑍| = 𝑟۰ دای  ره ،𝑍 = 𝑟۲۰
𝑧 ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع

و 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 دادن ق  رار ب  ا م  ی ن  گ  ارد. 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ص  ف  ح  ه در آن خ  ارج و |𝑧| = 𝑟۰ دای  ره ب  ه
(۱ . ۵) ف  رم  ول ب  ا ,𝑈(𝑟ک  ه 𝜃) ه  م  س  از ت  اب  ع پ  س .𝜃 = ۲𝜋 − 𝜓 و 𝑟 = 𝑟۲۰

𝑅 𝑍داری  م = 𝑅𝑒𝑖𝜓

م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل اس  ت، ه  م  س  از |𝑧| > 𝑟۰ م  ی  دان در ک  ه زی  ر ه  م  س  از ت  اب  ع ب  ه م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف

𝑈𝑟
۲
۰
𝑅 , ۲𝜋 − 𝜓

 = − ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰

𝑟۲۰ − 𝑅۲

𝑟۲۰ − ۲𝑟۰𝑅cos(𝜙 + 𝜓) + 𝑅۲ 𝑔(𝜙) 𝑑𝜙.
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اس  ت، ه  م  س  از ن  ی  ز 𝑢(𝑟, −𝜃) آن گ  اه ب  اش  د ه  م  س  از 𝑢(𝑟, +𝜃) اگ  ر ک  ه ب  ه ای  ن دل  ی  ل ح  ال
ت  اب  ع ب  ن  اب  رای  ن

𝐻(𝑅,𝜓) = 𝑈𝑟
۲
۰
𝑅 ,𝜓 − ۲𝜋

ی  ا

𝐻(𝑅,𝜓) = − ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑅, 𝜙 − 𝜓)𝑔(𝜙) 𝑑𝜙 (۷ . ۵)

ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه 𝑔(𝜓) آن در 𝜓ک  ه ه  ر ب  ه ازای ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ه  م  س  از 𝑅ن  ی  ز > 𝑟۰ ش  رط ب  ا
داری  م:

lim
𝑅→𝑟۰
𝑅>𝑟۰

𝐻(𝑅,𝜓) = 𝑔(𝜓). (۸ . ۵)

م  رزی ش  رط ب  ا ،|𝑧| > 𝑟۰ ی  ع  ن  ی دی  س  ک، ب  ی  رون ب  رای را دی  ری  ک  ل  ه م  س  ئ  ل  ه (۷ . ۵) ف  رم  ول پ  س
ب  ی  ن  ه  ای  ت در ج  واب ای  ن ح  د ک  ه م  ی ده  د ن  ش  ان س  اده م  ح  اس  ب  ه ی  ک م  ی ک  ن  د. ح  ل (۸ . ۵)

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت

lim
𝑅→∞

𝐻(𝑅,𝜓) = ۱
۲𝜋 

۲𝜋

۰
𝑔(𝜙) 𝑑𝜙.

ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  رای پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ف  رم  ول

،ℑ𝑧 ≥ ۰ ی  ع  ن  ی ب  الای  ی، ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض دی  ری  ک  ل  ه: م  رزی ش  رط (۱ ح  ال  ت
ب  اش  د: دارا ن  ی  ز را زی  ر رش  د ش  رط 𝑀م  ث  ب  ت  ی و 𝑎ب  رای و ب  اش  د 𝑧 از ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع  ی

|𝑧𝑎𝑓(𝑧)| < 𝑀, ℑ𝑧 ≥ ۰.

ن  وش  ت: م  ی ت  وان ک  ش  ی ان  ت  گ  رال ف  رم  ول ℑ𝑧ب  ه ک  م  ک > ۰ ب  ا م  ش  خ  ص 𝑧ب  رای

𝑓(𝑧) = ۱
۲𝜋𝑖 𝐶𝑅

𝑓(𝑠)
𝑠 − 𝑧 𝑑𝑠 +

۱
۲𝜋𝑖 

𝑅

−𝑅

𝑓(𝑡)
𝑡 − 𝑧 𝑑𝑡 (۹ . ۵)
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.𝑅 > |𝑧| ب  ه ط  وری ک  ه 𝑅اس  ت ش  ع  اع و م  ب  دأ م  رک  ز ب  ه  ص  ف  ح  ه ب  الای  ی 𝐶𝑅ن  ی  م دای  ره آن در ک  ه
اس  ت: ب  رق  رار زی  ر ت  خ  م  ی  ن ب  ه وض  وح


𝐶𝑅

𝑓(𝑠)
𝑠 − 𝑧 𝑑𝑠 ≤

𝑀𝜋
𝑅𝑎۱ − |𝑧|

𝑅 
.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ف  وق ت  س  اوی ه  ای از ،𝑅 → ∞ دادن م  ی  ل ب  ا ،ℑ𝑧 > ۰ ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در

𝑓(𝑧) = ۱
۲𝜋𝑖 

∞

−∞

𝑓(𝑡)
𝑡 − 𝑧 𝑑𝑡. (۱۰ . ۵)

اس  ت. ه  م  گ  را ف  وق ان  ت  گ  رال 𝑓ب  رای ف  وق رش  د ش  رط ط  ب  ق
ن  ت  ی  ج  ه در و (۹ . ۵) راب  ط  هٔ راس  ت س  م  ت ب  اش  د، واق  ع ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور زی  ر در 𝑧 ک  ه ص  ورت  ی در
ع  دد ه  ر ب  رای و ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑧ب  رای پ  س ب  ود. خ  واه  د ص  ف  ر آن ب  رای (۱۰ . ۵) ان  ت  گ  رال

ن  وش  ت: ث  اب  ت𝐶م  ی ت  وان

𝑓(𝑧) = ۱
۲𝜋𝑖 

∞

−∞
 ۱
𝑡 − 𝑧 +

𝐶
𝑡 − 𝑧

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝐶ب  ه ت  رت  ی  ب = −۱ 𝐶و = ۱ ب  رای

𝑓(𝑧) = ۱
𝜋𝑖 

∞

−∞

𝑦𝑓(𝑡)
|𝑡 − 𝑧|۲ 𝑑𝑡, 𝑦 > ۰

و
𝑓(𝑧) = ۱

۲𝜋𝑖 
∞

−∞

(𝑡 − 𝑥)𝑓(𝑡)
|𝑡 − 𝑧|۲ 𝑑𝑡, 𝑦 > ۰.

ت  واب  ع ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ب  الا ف  رم  ول ه  ای از آن گ  اه ،𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) اگ  ر
زی  ر ف  رم  ول ه  ای ب  ه وس  ی  ل  هٔ 𝑣 و 𝑢م  رزی م  ق  ادی  ر ح  س  ب ب  ر ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑣 و 𝑢 ه  م  س  از

داری  م: 𝑦 > ۰ ب  رای ی  ع  ن  ی م  ی ش  ون  د. داده ن  م  ای  ش

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۱
𝜋 

∞

−∞

𝑦𝑢(𝑡, ۰)
|𝑡 − 𝑧|۲ 𝑑𝑡 =

۱
𝜋 

∞

−∞

𝑦𝑢(𝑡, ۰)
(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲ 𝑑𝑡 (۱۱ . ۵)

و
𝑣(𝑥, 𝑦) = ۱

𝜋 
∞

−∞

(𝑥 − 𝑡)𝑣(𝑡, ۰)
(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲ 𝑑𝑡.

ان  ت  گ  رال ف  رم  ول ی  ا ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  رای پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ف  رم  ول ب  ه (۱۱ . ۵) ف  رم  ول
اس  ت. م  ع  روف ش  وارت  س
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ℝروی پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه و ک  ران  دار م  ق  دار ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع  ی 𝑔 ک  ن  ی  د ف  رض .۴ . ۵ ت  ع  ری  ف
ب  ه ص  ورت ک  ه را 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) ب  اش  د.

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۱
𝜋 

∞

−∞

𝑦𝑔(𝑡)
(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲ 𝑑𝑡 (۱۲ . ۵)

گ  وی  ن  د. 𝑔ش  وارت  س ت  ب  دی  ل م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف

ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه ح  ل ش  وارت  س ت  ب  دی  ل ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ی  ان زی  ر خ  اص  ی  ت
م  ی س  ازد. م  م  ک  ن را

(۱۲ . ۵) ی  ع  ن  ی آن، ش  وارت  س ت  ب  دی  ل 𝑢(𝑥, 𝑦) و ف  وق م  ث  ل 𝑔 ک  ن  ی  د ف  رض .۱۱ . ۵ خ  اص  ی  ت
آن در 𝑔 ک  ه م  ش  خ  ص 𝑥 ه  ر ب  ه ازای و اس  ت ه  م  س  از ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑢(𝑥, 𝑦) آن گ  اه ب  اش  د.

داری  م: ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه

lim𝑦→۰
𝑦>۰

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥). (۱۳ . ۵)

وق  ت  ی ب  ه ای  ن م  ع  ن  ی ک  ه اس  ت ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در پ  وآس  ن دی  ری  ک  ل  ه م  س  ئ  ل  ه ج  واب ی  ک 𝑢ی  ع  ن  ی
𝑥 ن  ق  ط  هٔ م  ت  ن  اه  ی ت  ع  دادی در ب  ه ج  ز ک  ن  د، م  ی  ل (𝑥, 𝑦) ب  ه 𝑦ه  ا م  ح  ور م  وازی ام  ت  داد در (𝑥, 𝑦)
م  ی ک  ن  د. م  ی  ل 𝑔(𝑥)م  رزی م  ق  دار ,𝑢(𝑥ب  ه 𝑦) اس  ت، ن  اپ  ی  وس  ت  ه آن  ه  ا در 𝑔 ک  ه ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور روی

ه  م  س  از ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در (𝑥, 𝑦) از ت  اب  ع  ی ب  ه ع  ن  وان (۱۲ . ۵) ت  ب  دی  ل ه  س  ت  ه چ  ون ع  ل  ت.
ان  ت  گ  رال زی  را ب  ود. خ  واه  د ه  م  س  از ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در ن  ی  ز 𝑢(𝑥, 𝑦) ت  اب  ع ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت
ت  رت  ی  ب و ن  وش  ت م  ع  ی  ن ان  ت  گ  رال ه  ای از م  ت  ن  ه  ای  ی ت  ع  دادی ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را (۱۲ . ۵)

رس  ی  د. م  ط  ل  وب ن  ت  ی  ج  ه ب  ه و ک  رد ع  وض را ان  ت  گ  رال گ  ی  ری و م  ش  ت  ق گ  ی  ری
ت  غ  ی  ی  ر ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه آن در 𝑔 ک  ه 𝑥 ن  ق  ط  ه ه  ر ب  رای ،(۱۳ . ۵) راب  ط  ه درس  ت  ی اث  ب  ات ب  رای

آوری  م: ب  ه دس  ت ت  ا م  ی ک  ن  ی  م اع  م  ال (۱۲ . ۵) در را 𝑡 = 𝑥 + 𝑦 tan 𝜏 م  ت  غ  ی  ر

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۱
𝜋 

𝜋
۲

−𝜋۲
𝑔(𝑥 + 𝑦 tan 𝜏) 𝑑𝜏, 𝑦 > ۰.
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ده  ی  م: ق  رار ه  م  چ  ن  ی  ن و ب  اش  د ک  وچ  ک م  ث  ب  ت م  ق  دار ی  ک 𝛼 اگ  ر ح  ال

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜏) − 𝑔(𝑥)

ن  وش  ت: م  ی ت  وان

𝜋 [𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥)] = 
𝜋
۲

−𝜋۲
𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝐼۱(𝑥, 𝑦) + 𝐼۲(𝑥, 𝑦) + 𝐼۳(𝑥, 𝑦)

آن در ک  ه

𝐼۱(𝑥, 𝑦) = 
−𝜋۲ +𝛼

−𝜋۲
𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜏) 𝑑𝜏

𝐼۲(𝑥, 𝑦) = 
𝜋
۲ −𝛼

−𝜋۲ +𝛼
𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜏) 𝑑𝜏

𝐼۳(𝑥, 𝑦) = 
𝜋
۲

𝜋
۲ −𝛼

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜏) 𝑑𝜏.

𝜖 > ۰ ب  رای ب  ود. خ  واه  د |𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜏)| ≤ ۲𝑀 ب  اش  د، 𝑔(𝑥)ب  رای ب  الای  ی ک  ران 𝑀ی  ک اگ  ر
داش  ت: خ  واه  ی  م ی  ع  ن  ی ب  اش  د. ۶𝑀𝛼 < 𝜖 ت  ا ک  ن  ی  د ات  خ  اذ ط  وری را 𝛼 > ۰ ش  ده، داده

|𝐼۱(𝑥, 𝑦)| ≤ ۲𝑀𝛼 < 𝜖
۳

و |𝐼۳(𝑥, 𝑦)| ≤ ۲𝑀𝛼 < 𝜖
۳
.

𝛿 > ۰ ی  ک ش  ده داده 𝜖ب  رای ده  ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ی ش  ود، ک  ام  ل اث  ب  ات ای  ن ک  ه ب  رای ح  ال
داری  م: ،۰ < 𝑦 < 𝛿 ه  ر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود

|𝐼۲(𝑥, 𝑦)| <
𝜖
۳
.

ه  ر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝛾 > ۰ ی  ک ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت پ  ی  وس  ت  ه 𝑥 در 𝑔 چ  ون
داری  م: ،۰ < 𝑦| tan 𝜏| < 𝛾

|𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜏)| < 𝜖
۳𝜋 .
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ب  راب  ر م  ی ک  ن  د ت  غ  ی  ی  ر [−𝜋۲ + 𝛼,
𝜋
۲ + 𝛼] ب  ازه در 𝜏وق  ت  ی | tan 𝜏| م  ق  دار م  اگ  زی  م  م ط  رف  ی از

𝑦 ∈ (۰, 𝛿) ه  ر ب  رای ای  ن ص  ورت در ،𝛿 = 𝛾 tan 𝜏 ده  ی  م ق  رار اگ  ر ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. cot 𝛼
داش  ت: خ  واه  ی  م

|𝐼۲(𝑥, 𝑦)| <
𝜖
۳𝜋(𝜋 − ۲𝛼) < 𝜖

۳
.

چ  ون ن  ه  ای  ت  اً و

𝜋|𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥)| ≤ |𝐼۱(𝑥, 𝑦)| + |𝐼۲(𝑥, 𝑦)| + |𝐼۳(𝑥, 𝑦)| <
𝜖
۳
+ 𝜖
۳
+ 𝜖
۳
= 𝜖

م  ی گ  ردد. ک  ام  ل اث  ب  ات

ک  ن  ی  د. ح  ل ف  وق خ  اص  ی  ت ب  ه ک  م  ک ب  ار ای  ن  را ۱۷ . ۵ م  ث  ال .۲۲ . ۵ م  ث  ال

ی  ع  ن  ی: ۱۷ . ۵ م  ث  ال ح  ل ب  رای ۱۱ . ۵ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق ح  ل.

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰, 𝑦 > ۰, −∞ < 𝑥 < +∞
𝑇(𝑥, ۰) = 𝑥

۱ + 𝑥۲

داری  م:

𝑇(𝑥, 𝑦) = ۱
𝜋 

∞

−∞

𝑦𝑇(𝑡, ۰)
(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲ 𝑑𝑡

= 𝑦
𝜋 

∞

−∞

۱
(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲ ⋅

𝑡
۱ + 𝑡۲ 𝑑𝑡, 𝑦 > ۰.

ه  رچ  ن  د اس  ت. دش  وار ول  ی م  م  ک  ن ف  وق ن  اس  ره ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  ه ب  رای اول  ی  ه ت  اب  ع ی  ک ی  اف  ت  ن
داری  م: و ک  رد م  ح  اس  ب  ه را آن م  ی ت  وان م  ان  ده ه  ا ق  ض  ی  ه ب  ه ک  م  ک ک  ه


∞

−∞

۱
(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲ ⋅

𝑡
۱ + 𝑡۲ 𝑑𝑡 = ۲𝜋𝑖(𝑐۱ + 𝑐۲)

آن در ک  ه

𝑐۱ = Res 
۱

(𝜉 − 𝑥)۲ + 𝑦۲ ⋅
𝜉

۱ + 𝜉۲ , 𝜉 = 𝑖
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و

𝑐۲ = Res 
۱

(𝜉 − 𝑥)۲ + 𝑦۲ ⋅
𝜉

۱ + 𝜉۲ , 𝜉 = 𝑥 + 𝑖𝑦.

داری  م: و ه  س  ت  ن  د اول م  رت  ب  ه از 𝜉۲ = 𝑥 + 𝑖𝑦 و 𝜉۱ = 𝑖ق  ط  ب دو ه  ر

𝑐۱ = lim𝜉→𝑖
(𝜉 − 𝑖) ⋅ 𝜉

(𝜉۲ − ۲𝑥𝜉 + 𝑥۲ + 𝑦۲)(۱ + 𝜉۲)

= lim
𝜉→𝑖

𝜉
(𝜉 + 𝑖)(𝜉۲ − ۲𝑥𝜉 + 𝑥۲ + 𝑦۲) =

۱
۲(−۱ − ۲𝑖𝑥 + 𝑥۲ + 𝑦۲)

و
𝑐۲ = lim

𝜉→𝑥+𝑖𝑦
(𝜉 − 𝑥 + 𝑖𝑦) ⋅ 𝜉

(𝜉۲ + ۱)(𝜉۲ − ۲𝑥𝜉 + 𝑥۲ + 𝑦۲)

= lim
𝜉→𝑥+𝑖𝑦

𝜉
(𝜉۲ + ۱)(𝜉 − 𝑥 + 𝑖𝑦) =

𝑥 + 𝑖𝑦
۲𝑖𝑦(𝑥۲ − 𝑦۲ + ۲𝑖𝑥𝑦 + ۱) .

م  ی ده  د: ن  ت  ی  ج  ه س  اده م  ح  اس  ب  ه ای

۲𝜋𝑖(𝑐۱ + 𝑐۲) =
𝜋𝑥

𝑦(𝑥۲ + (𝑦 + ۱)۲)

ن  ت  ی  ج  ه: در و

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑦
𝜋 

∞

−∞

۱
(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲ ⋅

𝑡
۱ + 𝑡۲ 𝑑𝑡 =

𝑦
𝜋 ⋅

𝜋𝑥
𝑦(𝑥۲ + (𝑦 + ۱)۲)

= 𝑥
𝑥۲ + (𝑦 + ۱)۲ .

و ک  ران  دار م  ق  دار ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع  ی 𝑔(𝑥) ک  ن  ی  د ف  رض ن  ی  وم  ن: م  رزی ش  رط (۲ ح  ال  ت
𝑀 > ۰ و 𝑎 > ۱ اع  داد ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن رویℝب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه

ب  اش  د: ب  رق  رار ن  ی  ز زی  ر رش  د ش  رط

|𝑥𝑎𝑔(𝑥)| < 𝑀, −∞ < 𝑥 < ∞.
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و م  ش  ت  ق ت  رت  ی  ب چ  ون اس  ت. ℑ𝑧ه  م  س  از > ۰ ن  ی  م ص  ف  ح  ه در Log |𝑧 − 𝑡| ت  اب  ع ،𝑡 ه  ر ب  رای
ت  اب  ع ک  رد، ع  وض م  ی ت  وان را ان  ت  گ  رال

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۱
𝜋 

∞

−∞
ln |𝑧 − 𝑡| 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑢۰

= ۱
۲𝜋 

∞

−∞
ln[(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲] 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑢۰, 𝑦 > ۰.

(۱۴ . ۵)

ب  ا ب  ود. خ  واه  د ه  م  س  از ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در اس  ت ح  ق  ی  ق  ی ث  اب  ت ع  دد ی  ک 𝑢۰ آن در ک  ه
داری  م: ب  الا ف  رم  ول از م  ش  ت  ق گ  ی  ری

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) =
۱
𝜋 

∞

−∞

𝑦𝑔(𝑡)
(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲ 𝑑𝑡, 𝑦 > ۰.

داری  م: ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه ن  ق  ط  ه آن در 𝑔 ک  ه 𝑥 ه  ر ب  رای ۱۱ . ۵ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق پ  س

lim𝑦→۰
𝑦>۰

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥).

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر خ  اص  ی  ت پ  س

ب  اش  د. ش  ده داده  (۱۴ . ۵) ت  وس  ط 𝑢(𝑥, 𝑦) و ف  وق م  ث  ل 𝑔 ک  ن  ی  د ف  رض .۱۲ . ۵ خ  اص  ی  ت
آن در 𝑔 ک  ه م  ش  خ  ص 𝑥 ه  ر ب  ه ازای و اس  ت ه  م  س  از ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑢(𝑥, 𝑦) آن گ  اه

داری  م: ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه
lim𝑦→۰
𝑦>۰

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥).

وق  ت  ی ب  ه ای  ن م  ع  ن  ی ک  ه اس  ت ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در پ  وآس  ن ن  ی  وم  ن م  س  ئ  ل  ه ج  واب ی  ک 𝑢ی  ع  ن  ی
𝑥 ن  ق  ط  هٔ م  ت  ن  اه  ی ت  ع  دادی در ب  ه ج  ز ک  ن  د، م  ی  ل (𝑥, 𝑦) ب  ه 𝑦ه  ا م  ح  ور م  وازی ام  ت  داد در (𝑥, 𝑦)
م  ی  ل 𝑔(𝑥)م  رزی م  ق  دار ب  ه 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) اس  ت، ن  اپ  ی  وس  ت  ه آن  ه  ا در 𝑔 ک  ه ح  ق  ی  ق  ی م  ح  ور روی

م  ی ک  ن  د.

م  ی آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت (۱۴ . ۵) ف  رم  ول ب  اش  د، ف  رد ت  اب  ع  ی 𝑔 اگ  ر ت  ذک  ر.

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۱
۲𝜋 

∞

۰
ln 

(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲
(𝑡 + 𝑥)۲ + 𝑦۲  𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑢۰, 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰.
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و م  ی ب  اش  د ،𝑦 > ۰ و 𝑥 > ۰ ی  ع  ن  ی اول، رب  ع در ه  م  س  از ت  اب  ع  ی ده  ن  ده ن  م  ای  ش ف  رم  ول ای  ن
م  ی ک  ن  د: ص  دق ن  ی  ز زی  ر م  رزی ش  رای  ط در ب  ه ع  لاوه

𝑢(۰, 𝑦) = ۰, 𝑦 > ۰,

lim𝑦→۰
𝑦>۰

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥), 𝑥 > ۰.

۴ . ۵ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ت  ح  ق  ی  ق ه  ن  دس  ی س  ری ب  ه ک  م  ک 𝑟 < 𝑟۰ ب  رای را زی  ر ع  ب  ارت درس  ت  ی . ۱

𝑃(𝑟۰, 𝑟, 𝜓) =
𝑟۲۰ − 𝑟۲

𝑟۲۰ − ۲𝑟۰𝑟 cos(𝜓) + 𝑟۲
= ۱ + ۲

∞

𝑛=۱
 𝑟
𝑟۰

𝑛
cos(𝑛𝜓).

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در ه  س  ت  ن  د، (۷ . ۵) ف  رم  ول از خ  اص  ی ح  ال  ت ک  ه را زی  ر ان  ت  گ  رال  ی ف  رم  ول ه  ای . ۲

𝐻(𝑅,𝜓) = ۱
۲𝜋 

𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑅, 𝜙 + 𝜓) − 𝑃(𝑟۰, 𝑅, 𝜙 − 𝜓) 𝑔(𝜙) 𝑑𝜙

𝐻(𝑅,𝜓) = − ۱
۲𝜋 

𝜋

۰
𝑃(𝑟۰, 𝑅, 𝜙 + 𝜓) + 𝑃(𝑟۰, 𝑅, 𝜙 − 𝜓) 𝑔(𝜙) 𝑑𝜙.

ن  ش  ان ۳۶ . ۵ ش  ک  ل در ک  ه ،۰ < 𝜓 < 𝜋 𝑅و > 𝑟۰ ب  ی ک  ران م  ی  دان در آن  ه  ا ده  ی  د ن  ش  ان
م  رزی ش  رط در و ه  س  ت  ن  د ه  م  س  از اس  ت ش  ده داده

lim
𝑅→𝑟۰
𝑅>𝑟۰

𝐻(𝑅,𝜓) = 𝑔(𝜓), ۰ < 𝜓 < 𝜋

م  ش  ت  ق م  ق  دار و 𝐷𝐸ص  ف  ر و 𝐵𝐴پ  رت  و ه  ای ب  ر اول  ی ت  اب  ع م  ق  دار ب  ه ع  لاوه و م  ی ک  ن  ن  د ص  دق
ه  س  ت  ن  د. 𝐷𝐸ص  ف  ر پ  رت  وه  ای𝐵𝐴و ب  ر دوم  ی ن  رم  ال



ه  م  دی  س۳۶۲ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۳۶ . ۵ ش  ک  ل

ده  ی  د ن  ش  ان (۱۲ . ۵) از خ  اص  ی ح  ال  ی ب  ه ع  ن  وان . ۳

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦
𝜋 

∞

۰


۱
(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲−

۱
(𝑡 + 𝑥)۲ + 𝑦۲  𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰

م  ی ک  ن  د: ص  دق زی  ر م  رزی ش  رای  ط در و اس  ت اول رب  ع در ه  م  س  از و ک  ران  دار ت  اب  ع  ی

𝑢(۰, 𝑦) = ۰, 𝑦 > ۰,

lim𝑦→۰
𝑦>۰

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥), 𝑥 > ۰, 𝑥 ≠ 𝑥𝑗

ن  ق  ط  ه م  ت  ن  اه  ی ت  ع  دادی ح  داک  ث  ر ب  ه ج  ز و ک  ران دار م  ث  ب  ت 𝑥ه  ای ه  م  ه ب  ه ازای 𝑔 آن در ک  ه
اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه دارد، م  ت  ن  اه  ی راس  ت و چ  پ ح  د ول  ی اس  ت ن  اپ  ی  وس  ت  ه 𝑔 آن در ک  ه 𝑥𝑗

ده  ی  د ن  ش  ان (۱۲ . ۵) از خ  اص  ی ح  ال  ی ب  ه ع  ن  وان . ۴

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦
𝜋 

∞

۰


۱
(𝑡 − 𝑥)۲ + 𝑦۲+

۱
(𝑡 + 𝑥)۲ + 𝑦۲  𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰

م  ی ک  ن  د: ص  دق زی  ر م  رزی ش  رای  ط در و اس  ت اول رب  ع در ه  م  س  از و ک  ران  دار ت  اب  ع  ی

𝑢𝑥(۰, 𝑦) = ۰, 𝑦 > ۰,

lim𝑦→۰
𝑦>۰

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥), 𝑥 > ۰, 𝑥 ≠ 𝑥𝑗



پ  وآس  ن ان  ت  گ  رال ف  رم  ول ه  ای . ۴ . ۵۳۶۳

ن  ق  ط  ه م  ت  ن  اه  ی ت  ع  دادی ح  داک  ث  ر ب  ه ج  ز و ک  ران دار م  ث  ب  ت 𝑥ه  ای ه  م  ه ب  ه ازای 𝑔 آن در ک  ه
اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه دارد، م  ت  ن  اه  ی راس  ت و چ  پ ح  د ول  ی اس  ت ن  اپ  ی  وس  ت  ه 𝑔 آن در ک  ه 𝑥𝑗

ت  اب  ع (۶ . ۵) ف  رم  ول از خ  اص  ی ح  ال  ت ب  ه ع  ن  وان . ۵

𝑢(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

𝜋

۰
𝑄(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) − 𝑄(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 + 𝜃) 𝑔(𝜙) 𝑑𝜙

و 𝑟 < 𝑟۰ م  ی  دان در ف  وق 𝑢 ده  ی  د ن  ش  ان ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑔ب  رای را
م  ی ک  ن  د: ص  دق زی  ر م  رزی ش  رای  ط در و ه  م  س  از ۰ < 𝜃 < 𝜋

𝑢(𝑟, ۰) = 𝑢(𝑟, 𝜋) = ۰, 𝑟 < 𝑟۰

داری  م: ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه آن در 𝑔 ک  ه ۰ < 𝜃 < 𝜋 ه  ر ب  ه ا زای ب  ه ع  لاوه و

lim𝑟→𝑟۰
𝑟<𝑟۰

𝑢𝑟(𝑟, 𝜃) = 𝑔(𝜃).

ت  اب  ع (۶ . ۵) ف  رم  ول از خ  اص  ی ح  ال  ت ب  ه ع  ن  وان . ۶

𝑢(𝑟, 𝜃) = ۱
۲𝜋 

𝜋

۰
𝑄(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 − 𝜃) + 𝑄(𝑟۰, 𝑟, 𝜙 + 𝜃) 𝑔(𝜙) 𝑑𝜙

اس  ت، ص  ف  ر |𝑧| = 𝑟۰ دای  ره ب  ر آن م  ی  ان  گ  ی  ن م  ق  دار ک  ه پ  ی  وس  ت  ه ای ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑔ب  رای را
در و ه  م  س  از ۰ < 𝜃 < 𝜋 و 𝑟 < 𝑟۰ م  ی  دان در ف  وق 𝑢 ده  ی  د ن  ش  ان ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در

م  ی ک  ن  د: ص  دق زی  ر م  رزی ش  رای  ط

𝑢𝜃(𝑟, ۰) = 𝑢𝜃(𝑟, 𝜋) = ۰, 𝑟 < 𝑟۰

داری  م: ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه آن در 𝑔 ک  ه ۰ < 𝜃 < 𝜋 ه  ر ب  ه ا زای ب  ه ع  لاوه و

lim𝑟→𝑟۰
𝑟<𝑟۰

𝑢𝑟(𝑟, 𝜃) = 𝑔(𝜃).



ه  م  دی  س۳۶۴ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

آن ه  ا ک  ارب  رد و ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ب  ر م  روری ۵ . ۵
در خ  وب م  ی  دان ب  ه 𝑦 و 𝑥 ص  ف  ح  ه از ”ب  د” م  ی  دان ه  ای ت  ب  دی  ل ه  ای ب  خ  ش ای  ن از اص  ل  ی ه  دف
را ن  ی  س  ت ح  ل ق  اب  ل ”ب  د” م  ی  دان ه  ای در ک  ه م  س  ئ  ل  ه ای ک  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. 𝑣 و 𝑢 ص  ف  ح  ه
اس  ت. ح  ل ق  اب  ل م  ت  داول روش ه  ای ب  ا خ  وب م  ی  دان ه  ای در ک  ه ک  ن  ی  م م  س  ئ  ل  ه ای ب  ه ت  ب  دی  ل

م  ی ده  ی  م. ان  ت  ق  ال ق  ب  ل م  ی  دان ب  ه را ج  واب و ح  ل دوم م  ی  دان در را آن س  پ  س

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۲۳ . ۵ م  ث  ال

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

𝑇
𝜕

= 𝑥 + 𝑦

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت دی  س  ک دو م  ش  ت  رک Ωم  ی  دان م  ی  دان ای  ن  ج  ا در ک  ه

Ω = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ۲ ∶ 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۱, (𝑥 − ۱)۲ + 𝑦۲ < ۱.

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۳۷ . ۵ ش  ک  ل ب  ه

۳۷ . ۵ ش  ک  ل



آن ه  ا ک  ارب  رد و ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ب  ر م  روری . ۵ . ۵۳۶۵

۱ ف  ص  ل روش ه  ای ب  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن م  ی  دان ای  ن روی اس  ت. پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه ی  ک ف  وق م  س  ئ  ل  ه
ب  ه را م  ی  دان ای  ن اگ  ر ل  ی  ک  ن ن  داری  م. را م  ی  دان ای  ن م  ن  اس  ب پ  ای  ه چ  ون ن  ی  س  ت، ح  ل ق  اب  ل
ب  ا را ”ب  د” م  ی  دان ای  ن م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای اس  ت. ح  ل ق  اب  ل ک  ن  ی  م ت  ب  دی  ل دی  س  ک ی  ا ن  ی  م ص  ف  ح  ه
م  س  ئ  ل  ه ب  ه ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب م  ی ک  ن  ی  م. ”خ  وب” م  ی  دان ب  ه ت  ب  دی  ل ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ی  ک از اس  ت  ف  اده

رس  ی  د: خ  واه  ی  م زی  ر

ص  ف  ح  ه ′𝐷در م  ی  دان و داده ش  ده 𝑧 ه  م  ان ی  ا (𝑥, 𝑦) ص  ف  ح  ه 𝐷در م  ی  دان :۱ ن  وع م  س  ئ  ل  ه
ت  ا م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری 𝑤را = 𝑓(𝑧)ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع 𝑤داده ش  ده اس  ت. ه  م  ان ی  ا (𝑢, 𝑣)
۳۸ . ۵ ش  ک  ل ب  ه م  ث  لا ′𝐷ب  ن  گ  ارد. م  ی  دان ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ۱ − ۱ ب  ه ص  ورت 𝐷را م  ی  دان

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه

۳۸ . ۵ ش  ک  ل

س  اده ت  واب  ع ه  ن  دس  ی رف  ت  ار م  ورد در اط  لاع  ات  ی م  ی ب  ای  س  ت  ی م  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای
ال  ب  ت  ه م  ی ک  ن  ن  د. ت  ب  دی  ل م  ی  دان  ی چ  ه ب  ه را داده ش  ده م  ی  دان ی  ک ت  واب  ع ای  ن ب  دان  ی  م و ک  ن  ی  م ک  س  ب
م  ق  دم  ات  ی ه  ن  دس  ی اش  ک  ال ب  ه وس  ی  ل  ه ب  ی  ان ق  اب  ل م  ی  دان ی  ک ه  ن  دس  ی ن  ظ  ر از داده ش  ده م  ی  دان

ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی ب  ای  س  ت  ی ن  ی  ز ف  وق م  س  ئ  ل  ه ب  رای را زی  ر م  س  ئ  ل  ه پ  س اس  ت.
𝑤داده ش  ده اس  ت. = 𝑓(𝑧)ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع و 𝑧 ص  ف  ح  ه 𝐷در م  ی  دان :۲ ن  وع م  س  ئ  ل  ه

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۳۹ . ۵ ش  ک  ل ب  ه م  ث  لا ′𝐷اس  ت. = 𝑓(𝐷)ت  ع  ی  ی  ن م  ط  ل  وب



ه  م  دی  س۳۶۶ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۳۹ . ۵ ش  ک  ل

ق  رار ب  ررس  ی م  ورد ۲ ن  وع م  س  ئ  ل  ه م  ورد در را زی  ر س  اده ت  اب  ع چ  ن  د ف  ق  ط م  ا ب  خ  ش ای  ن در
م  ی ده  ی  م.

.𝑎, 𝑏 ∈ ℂ ب  ه ط  وری ک  ه ،𝑤 = 𝑎𝑧 + 𝑏خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ا خ  ط  ی ن  گ  اش  ت . ۱

.𝑤 = ۱
𝑧 م  ع  ک  وس ت  ب  دی  ل ی  ا م  ع  ک  وس ن  گ  اش  ت . ۲

آن. م  ع  ک  وس 𝑤و = 𝑒𝑧 ن  م  ای  ی ن  گ  اش  ت . ۳

م  ب  دأ. ح  ول و ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ی  ک 𝑛 ب  ه ط  وری ک  ه ،𝑤 = 𝑧𝑛 ت  وان  ی ن  گ  اش  ت . ۴

.𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ ۰ ب  ه ط  وری ک  ه ،𝑤 = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑 م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل ی  ا م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت . ۵

واژه م  ی گ  وی  ن  د. ن  گ  اش  ت را ب  اش  د ه  ن  دس  ی اش  ک  ال آن ب  رد و دام  ن  ه ک  ه ت  اب  ع  ی .۵ . ۵ ت  ع  ری  ف
ب  رده ک  ار ب  ه م  ی گ  ردد، ان  ج  ام ه  ن  دس  ی و ج  ب  ری ک  ار ک  ه وق  ت  ی م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت ه  م ت  ب  دی  ل

م  ی ش  ود.

م  ورد ک  ت  اب ای  ن در ه  م  چ  ن  ی  ن و م  ه  ن  دس  ی ری  اض  ی ک  ت  اب ه  ای در م  ع  م  ولاً ف  وق ن  گ  اش  ت ه  ای
گ  رف  ت. خ  واه  ی  م ب  ه  ره ن  گ  اش  ت ه  ا ای  ن از ف  ق  ط ادام  ه در اس  ت. گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ررس  ی



آن ه  ا ک  ارب  رد و ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ب  ر م  روری . ۵ . ۵۳۶۷

اس  ت: م  ت  داول زی  ر روش دو ۲ ن  وع م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  رای

ت  ج  زی  ه س  اده ن  گ  اش  ت چ  ن  د ب  ه را داده ش  ده ن  گ  اش  ت روش ای  ن در ه  ن  دس  ی: اول روش
م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت ن  گ  اش  ت ه  ا ای  ن م  ت  وال  ی اع  م  ال ب  ا را داده ش  ده م  ی  دان ت  ص  وی  ر و م  ی ک  ن  ی  م

ب  ه ص  ورت ن  ام  ع  ادلات  ی 𝐷ب  ه وس  ی  ل  ه م  ی  دان روش ای  ن در ج  ب  ری: دوم روش

𝐷 ∶ 𝑔𝑘(𝑥, 𝑦) ≤ ۰ 𝑘 = ۱, ۲, …

ب  اش  د، ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در اس  ت م  م  ک  ن 𝑤ک  ه = 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖 𝑣(𝑥, 𝑦)ن  گ  اش  ت و
داری  م پ  س م  ی ش  ود. داده

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦).

م  ی ده  ی  م. ن  ام  ع  ادلات𝐷ق  رار در و م  ح  اس  ب  ه 𝑣 و 𝑢ب  رح  س  ب را 𝑦 و 𝑥 م  ع  ادل  ه دو ای  ن از
م  ی آی  د. 𝐷ب  ه دس  ت ′𝐷ت  ص  وی  ر ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑧−۲
𝑧 ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را |𝑧 − ۱| < ۱ م  ی  دان ت  ص  وی  ر .۲۴ . ۵ م  ث  ال

م  ی ن  وی  س  ی  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را ن  گ  اش  ت اب  ت  دا ه  ن  دس  ی: روش (۱ ح  ل.
𝑤 = −۲ . ۱𝑧 + ۱, 𝑤۱ =

۱
𝑧, 𝑤۲ = −۲𝑤۱, 𝑤 = 𝑤۲ + ۱.

ن  ی  م ص  ف  ح  ه ی  ع  ن  ی ،𝑢 < ۰ ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ۴۰ . ۵ ش  ک  ل ت  ص  اوی  ر ک  ردن دن  ب  ال ب  ا ح  ال
اس  ت. ج  واب چ  پ،

م  ی آوری  م: ب  رح  س  ب𝑤ب  ه دس  ت 𝑧ب  رای𝑤 = 𝑧−۲
𝑧 ح  ل از ج  ب  ری: روش (۲

𝑤 = −۲𝑧 + ۱ ⇒ 𝑤 − ۱ = −۲𝑧 ⇒ 𝑧 = ۲
۱ − 𝑤 .

ده  ی  د ق  رار م  ی  دان ف  رم  ول در ح  ال

|𝑧 − ۱| < ۱ ⇒  ۲
۱ − 𝑤 − ۱ < ۱ ⇒ |۲ − ۱ + 𝑤| < |𝑤 − ۱|

⇒ |۱ + 𝑤| < |۱ − 𝑤| ⇒ |۱ + 𝑤|۲ < |𝑤 − ۱|۲

⇒ (𝑢 + ۱)۲ + 𝑣۲ < (𝑢 − ۱)۲ + 𝑣۲ ⇒ ۲𝑢 < −۲𝑢 ⇒

⇒ ۴𝑢 < ۰ ⇒ 𝑢 < ۰.



ه  م  دی  س۳۶۸ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۴۰ . ۵ ش  ک  ل

م  ی ک  ن  د. س  اده ت  ر را ح  ل ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در م  ط  ال  ب ن  وش  ت  ن م  س  ائ  ل ب  ع  ض  ی در

آوری  د. 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑧۲ ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑥 + 𝑦 = ۱ خ  ط ت  ص  وی  ر .۲۵ . ۵ م  ث  ال

ن  ظ  ر در ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در را ب  رح  س  ب𝑤ت  اب  ع 𝑧 م  ح  اس  ب  ه ب  رای ج  ب  ری: روش (۱ ح  ل.
م  ی گ  ی  ری  م.

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 𝑤 = 𝑅𝑒𝑖𝜙,

𝑤 = 𝑧۲ ⇒ 𝑅𝑒𝑖𝜙 = 𝑟۲𝑒۲𝑖𝜃 ⇒ 𝑅 = 𝑟۲, 𝜙 = ۲𝜃

⇒ 𝑟 = 𝑅
۱
۲ , 𝜃 = ۱

۲
𝜙.



آن ه  ا ک  ارب  رد و ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ب  ر م  روری . ۵ . ۵۳۶۹

م  ی ن  وی  س  ی  م. ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در را خ  ط م  ع  ادل  ه ح  ال

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃,

𝑥 + 𝑦 = ۱ ⇒ 𝑟(cos 𝜃 + sin 𝜃) = ۱.

رس  ان  دن دو ت  وان ب  ه ب  ا 𝑅م  ی ش  ود.
۱
۲  cos 𝜙۲ + sin

𝜙
۲
 = ۱ م  ذک  ور خ  ط ت  ص  وی  ر پ  س

داش  ت خ  واه  ی  م

𝑅(۱ + sin𝜙) = ۱ ⇒ 𝑅 = ۱
۱ + sin𝜙 .

ب  ن  وی  س  ی  م دک  ارت  ی م  خ  ت  ص  ات در را ف  وق راب  ط  ه اگ  ر

√𝑢۲ + 𝑣۲ + 𝑣 = ۱ ⇒ 𝑢۲ + 𝑣۲ = (۱ − 𝑣)۲ = 𝑣۲ − ۲𝑣 + ۱

ی  ا
𝑣 = ۱

۲
(۱ − 𝑢۲)

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۴۱ . ۵ ش  ک  ل ب  ه اس  ت. س  ه  م  ی ی  ک ت  ص  وی  ر ی  ع  ن  ی

۴۱ . ۵ ش  ک  ل



ه  م  دی  س۳۷۰ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۴۲ . ۵ ش  ک  ل

ک  ن  ی  د. دن  ب  ال را ۴۲ . ۵ ش  ک  ل ت  ص  اوی  ر اس  ت ک  اف  ی ه  ن  دس  ی: روش (۲

𝑤 = ۱
𝑧 ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑥 > ۰ ب  ه ط  وری ک  ه ،𝑥۲ − 𝑦۲ = ۱ ه  ذل  ول  ی ت  ص  وی  ر .۲۶ . ۵ م  ث  ال

ب  ی  اب  ی  د.

درن  ت  ی  ج  ه .𝑧 = ۱
𝑤 داری  م م  ع  ک  وس ن  گ  اش  ت ب  رای ج  ب  ری: روش (۱ ح  ل.

𝑅 = ۱
𝑟 , 𝜙 = −𝜃, 𝑦 = − 𝑣

𝑢۲ + 𝑣۲ , 𝑥 = 𝑢
𝑢۲ + 𝑣۲ .

م  خ  ت  ص  ات از ای  ن  ج  ا در م  ی ک  ن  د. ح  ل را ب  رح  س  ب𝑤م  س  ئ  ل  ه 𝑧 م  ق  ادی  ر ای  ن از ی  ک ه  ر و
م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده دک  ارت  ی

𝑥۲ − 𝑦۲ = ۱ ⇒ 𝑢۲
(𝑢۲ + 𝑣۲)۲ −

𝑣۲
(𝑢۲ + 𝑣۲)۲ = ۱

ی  ا
𝑢۲ − 𝑣۲ = (𝑢۲ + 𝑣۲)۲.



آن ه  ا ک  ارب  رد و ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ب  ر م  روری . ۵ . ۵۳۷۱

ی  ع  ن  ی م  ی ن  وی  س  ی  م. ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در را آن ج  واب م  ن  ح  ن  ی ت  ش  خ  ی  ص ب  رای

𝑅۲(cos۲ 𝜃 − sin۲ 𝜃) = 𝑅۴ ⇒ 𝑅 = cos ۲𝜙.

م  خ  ت  ص  ات در ن  م  ودار رس  م ب  ا .−𝜋۴ < 𝜙 < 𝜋
۴ پ  س .−𝜋۴ < 𝜃 < 𝜋

۴ ک  ن  ی  د ت  وج  ه
اس  ت. ۴۳ . ۵ ش  ک  ل ب  ه ص  ورت ت  ص  وی  ر م  ن  ح  ن  ی ق  ط  ب  ی،

۴۳ . ۵ ش  ک  ل

را ۴۴ . ۵ ش  ک  ل ت  ص  اوی  ر م  ی گ  ی  رد. ق  رار واح  د دای  ره داخ  ل در ت  ص  وی  ر ه  ن  دس  ی: روش (۲
ب  ب  ی  ن  ی  د.

𝑤ب  ی  اب  ی  د. = 𝑒𝑧 ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را |𝑦| < 𝜋 و |𝑥 − ۱| < ۱ م  ی  دان ت  ص  وی  ر .۲۷ . ۵ م  ث  ال

م  خ  ت  ص  ات در را 𝑧 ن  م  ای  ی، ن  گ  اش  ت ب  رح  س  ب𝑤در 𝑧ت  ع  ی  ی  ن ب  رای ج  ب  ری: روش (۱ ح  ل.



ه  م  دی  س۳۷۲ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۴۴ . ۵ ش  ک  ل

م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در 𝑤را و دک  ارت  ی

𝑤 = 𝑅𝑒𝑖𝜙, 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦,

𝑤 = 𝑒𝑧 ⇒ 𝑅𝑒𝑖𝜙 = 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦 ⇒ 𝑅 = 𝑒𝑥, 𝜙 = 𝑦.

|𝑥 − ۱| < ۱ ⇒ −۱ < 𝑥 − ۱ < ۱ ⇒ ۰ < 𝑥 < ۲ ⇒

۱ < 𝑒𝑥 < 𝑒۲ ⇒ ۱ < 𝑅 < 𝑒۲,

|𝑦| < 𝜋 ⇒ |𝜙| < 𝜋 ⇒ −𝜋 < 𝜙 < 𝜋.

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۴۵ . ۵ ش  ک  ل ب  ه

زی  ر ت  س  اوی ه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  ن  دس  ی: روش (۲

۰ < 𝑥 < ۲, 𝜙 = 𝑦, 𝑅 = 𝑒𝑥

اس  ت. ح  ص  ول ق  اب  ل ۴۵ . ۵ ش  ک  ل ه  ن  دس  ی 𝜋−ت  ص  وی  ر < 𝑦 < 𝜋 و

𝑤ب  ی  اب  ی  د. = Log 𝑧ت  ح  ت را 𝑦 > ۰ و 𝑥 > ۰ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر .۲۸ . ۵ م  ث  ال



آن ه  ا ک  ارب  رد و ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ب  ر م  روری . ۵ . ۵۳۷۳

۴۵ . ۵ ش  ک  ل

م  خ  ت  ص  ات در 𝑤را و ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در را 𝑧ن  گ  اش  ت ای  ن ب  رای ج  ب  ری: روش (۱ ح  ل.
م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در دک  ارت  ی

𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣, 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

𝑤 = Log 𝑧 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃, 𝑟 > ۰, −𝜋 < 𝜃 < 𝜋.

پ  س
𝑢 + 𝑖𝑣 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃 ⇒ 𝑢 = ln 𝑟, 𝑣 = 𝜃

𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰ ⇒ 𝑟 > ۰, ۰ < 𝜃 < 𝜋
۲

⇒ −∞ < 𝑢 < ∞, ۰ < 𝑣 < 𝜋
۲
.

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۴۶ . ۵ ش  ک  ل ب  ه

و ۰ < 𝜃 < 𝜋
۲ ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا و 𝑣 = 𝜃 و 𝑢 = ln 𝑟 از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  ن  دس  ی: روش (۲

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت ۴۶ . ۵ ش  ک  ل ه  ن  دس  ی ت  ص  وی  ر ،𝑟 > ۰



ه  م  دی  س۳۷۴ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۴۶ . ۵ ش  ک  ل

دی  گ  ر ب  ار ی  ک اب  ت  دا در ب  پ  ردازی  م. ن  گ  اش  ت ه  ا اول ن  وع م  س  ئ  ل  ه ب  ررس  ی ب  ه م  ی ت  وان  ی  م اک  ن  ون
م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را م  س  ئ  ل  ه ای  ن

ت  اب  ع اس  ت. ش  ده 𝑤داده ص  ف  ح  ه ′𝐷در م  ی  دان و 𝑧 ص  ف  ح  ه 𝐷در م  ی  دان اول: ن  وع م  س  ئ  ل  ه
ی  ک ′𝐷ب  ن  گ  ارد. م  ی  دان ب  ر پ  وش  ا و ۱ − ۱ ب  ه ص  ورت 𝐷را م  ی  دان ت  ا ب  ی  اب  ی  د ط  وری را 𝑓ت  ح  ل  ی  ل  ی

م  ی گ  وی  ن  د. ک  ان  ف  رم  ال) (ی  ا ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ی  ک را ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع چ  ن  ی  ن

𝑤 ص  ف  ح  ه در ت  ص  وی  ر از ب  ع  د را 𝑧 ص  ف  ح  ه در م  ن  ح  ن  ی دو ب  ی  ن زاوی  ه ک  ه ن  گ  اش  ت  ی .۶ . ۵ ت  ع  ری  ف
م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه م  ی گ  وی  ن  د. ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ک  ن  د، ح  ف  ظ ج  ه  ت ن  ظ  ر از ه  م و م  ق  دار ن  ظ  ر از ه  م
در آن ه  ا م  م  اس ب  رداره  ای ب  ه ت  رت  ی  ب 𝑙۲ و 𝑙۱ و ب  گ  ذرن  د 𝑧۰ ن  ق  ط  ه 𝐶۲از 𝐶۱و م  ن  ح  ن  ی دو اگ  ر ک  ه
ب  رداره  ای 𝑙′۲ و 𝑙′۱ و 𝑓 اث  ر 𝐶۲ت  ح  ت 𝐶۱و ت  ص  وی  ر ب  ه ت  رت  ی  ب ′𝐶ه  م

۲ ′𝐶و
۱ و ب  اش  ن  د 𝑧۰ ن  ق  ط  ه

زاوی  ه ب  ا ب  راب  ر 𝑙′۲ و 𝑙′۱ م  م  اس ب  رداره  ای ب  ی  ن زاوی  ه آن  گ  اه ب  اش  ن  د، 𝑓(𝑧۰) ن  ق  ط  ه در آن ه  ا ب  ر م  م  اس
𝛼 ان  دازه ب  ه م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت در دوران ب  ا 𝑙۱ اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. 𝑙۲ و 𝑙۱ م  م  اس ب  رداره  ای ب  ی  ن
ب  ه م  ن  ط  ب  ق گ  ردد. 𝑙′۲ ب  ر م  ث  ل  ث  ات  ی ج  ه  ت در 𝛼 ان  دازه ب  ه دوران ب  ا ن  ی  ز 𝑙′۱ ش  ود، م  ن  ط  ب  ق 𝑙۲ ب  ر

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۴۷ . ۵ ش  ک  ل

م  ف  ی  د ان  د: ب  ی  ش  ت  ر اول ن  وع م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای ک  ه ن  گ  اش  ت ه  ای  ی



آن ه  ا ک  ارب  رد و ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ب  ر م  روری . ۵ . ۵۳۷۵

۴۷ . ۵ ش  ک  ل

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۴۸ . ۵ ش  ک  ل م  ب  دأ. 𝑤ح  ول = 𝑧𝑛 ت  وان  ی ن  گ  اش  ت . ۱

۴۸ . ۵ ش  ک  ل

م  ب  دأ از غ  ی  ر ج  ا 𝑤ه  م  ه = 𝑧𝑛 ن  گ  اش  ت م  ی ده  د. ان  ج  ام ع  ک  س ع  م  ل آن م  ع  ک  وس ن  گ  اش  ت
اس  ت. ه  م  دی  س



ه  م  دی  س۳۷۶ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

در ،𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ ۰ 𝑤ب  ه ط  وری ک  ه = 𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑 م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ه  ای از گ  ون  اگ  ون ص  ورت ه  ای . ۲

م  ف  ی  د ان  د. ب  س  ی  ار اول ن  وع م  س  ائ  ل ح  ل

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۴۹ . ۵ ش  ک  ل .𝑤 = 𝑧 + 𝑏 ان  ت  ق  ال ال  ف)

۴۹ . ۵ ش  ک  ل

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۵۰ . ۵ ش  ک  ل .𝑤 = 𝑒𝑖𝜃۰𝑧 دوران ب)

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۵۱ . ۵ ش  ک  ل .𝑟۰ > ۰ 𝑤ب  ه ط  وری ک  ه = 𝑟۰𝑧ان  ق  ب  اض ی  ا ان  ب  س  اط ج)

.ℑ𝑧۰ > ۰ 𝑤ب  ه ط  وری ک  ه = 𝑧−𝑧۰
𝑧−�̄�۰

واح  د دی  س  ک ب  ه ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ت  ب  دی  ل د)
ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۵۲ . ۵ ش  ک  ل .𝑧۰ = 𝑖 م  ی گ  ی  ری  م، م  ع  م  ولاً

اس  ت. زاوی  ه ب  ه ت  ب  دی  ل ق  اب  ل خ  ط ی  ک و دای  ره ی  ک ی  ا م  ت  ق  اط  ع دای  ره دو ب  ی  ن ن  اح  ی  ه ه)
ک  ه م  ی ک  ن  د ت  ص  وی  ر م  ت  ق  اط  ع  ی خ  ط دو ب  ه را م  ن  ح  ن  ی دو ه  ر ،𝑤 = 𝑧−𝑧۰

𝑧−𝑧۱
ن  گ  اش  ت

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۵۳ . ۵ ش  ک  ل م  ی ن  م  ای  د. ت  ق  س  ی  م ن  اح  ی  ه چ  ه  ار ب  ه را ص  ف  ح  ه

م  ی ک  ن  د. ت  ب  دی  ل دای  ره ی  ا خ  ط ب  ه را دای  ره و خ  ط م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ی  ک ت  ذک  ر.

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۵۴ . ۵ ش  ک  ل م  ی ک  ن  د. ت  ب  دی  ل ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  ه را 𝑤ن  وار = 𝑒𝑧 ن  م  ای  ی ن  گ  اش  ت . ۳

اس  ت. م  ف  ی  د ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ب  ودن ه  م  دی  س ت  ش  خ  ی  ص در زی  ر خ  اص  ی  ت



آن ه  ا ک  ارب  رد و ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ب  ر م  روری . ۵ . ۵۳۷۷

۵۰ . ۵ ش  ک  ل

۵۱ . ۵ ش  ک  ل

ب  اش  د، 𝑓′(𝑧۰) ≠ ۰ دارای 𝑧۰ ن  ق  ط  ه در 𝑓(𝑧)ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع اگ  ر .۱۳ . ۵ خ  اص  ی  ت
اس  ت. ه  م  دی  س 𝑧۰ ن  ق  ط  ه در 𝑓ن  گ  اش  ت آن  گ  اه

و پ  وش  ا و ۱ − ۱ ب  ه ص  ورت را |𝑧 − ۱| = ۱ و |𝑧| = ۱ دای  ره دو ب  ی  ن م  ی  دان .۲۹ . ۵ م  ث  ال
ب  ن  گ  اری  د. واح  د دی  س  ک ب  ر ه  م  دی  س



ه  م  دی  س۳۷۸ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۵۲ . ۵ ش  ک  ل

۵۳ . ۵ ش  ک  ل

م  ی ش  ود. م  ب  دأ رأس ب  ه زاوی  ه ی  ک ب  ه ت  ب  دی  ل ن  اح  ی  ه ای  ن م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت ی  ک ب  ا ح  ل.
ن  ی  م ص  ف  ح  ه و ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  ه ت  وان  ی ت  ب  دی  ل و خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ب  ا ن  ی  ز آم  ده ب  ه دس  ت زاوی  ه س  پ  س
را دای  ره دو ب  ی  ن ت  لاق  ی اب  ت  دا در م  ی گ  ردد. واح  د دی  س  ک ب  ه ت  ب  دی  ل م  ب  ی  وس ت  ب  دی  ل ب  ا ن  ی  ز



آن ه  ا ک  ارب  رد و ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ب  ر م  روری . ۵ . ۵۳۷۹

۵۴ . ۵ ش  ک  ل

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت

|𝑧| = ۱ ⇒ 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱

⟹ 𝑥 = ۱
۲

|𝑧 − ۱| = ۱ ⇒ (𝑥 − ۱)۲ + 𝑦۲ = ۱

⇒ 𝑦۲ = ۱ − 𝑥۲ = ۱ − ۱
۴
= ۳

۴
⇒ 𝑦 = ±√۳

۲

⇒ 𝑧۰ =
۱
۲
+ 𝑖√۳

۲
, 𝑧۱ =

۱
۲
− 𝑖√۳

۲
.

از اس  ت ع  ب  ارت م  ب  ی  وس ن  گ  اش  ت

𝑤۱ =
𝑧 − 𝑧۰
𝑧 − 𝑧۱

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ه  م  چ  ن  ی  ن .𝑧۱ ↦ 𝑤۱ = ∞ و 𝑧۰ ↦ 𝑤۱ = ۰ ب  ه ط  وری ک  ه
.𝑧 = ۱↦ 𝑤۱ =

۱−𝑧۰
۱−𝑧۱

= − ۱
۲ − 𝑖

√۳
۲ و 𝑧 = ۰↦ 𝑤۱ =

𝑧۰
𝑧۱
= − ۱

۲ + 𝑖
√۳
۲

ن  گ  اش  ت ،𝑤(𝑧) = 𝑤۳(𝑤۲(𝑤۱(𝑧))) ک  ه م  ی ش  ود م  ع  ل  وم ۵۵ . ۵ ش  ک  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال
اس  ت. م  ط  ل  وب

و پ  وش  ا و ۱ − ۱ ب  ه ص  ورت را 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰, 𝑥𝑦 < 𝜋
۲
 م  ی  دان .۳۰ . ۵ م  ث  ال

ب  ن  گ  اری  د. واح  د دی  س  ک ب  ر ه  م  دی  س



ه  م  دی  س۳۸۰ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۵۵ . ۵ ش  ک  ل

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۵۶ . ۵ ش  ک  ل اس  ت ک  اف  ی ح  ل.

ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ۱ − ۱ ب  ه ص  ورت را {𝑦 > ۰, 𝑥۲ + 𝑦۲ < م  ی  دان{۱ .۳۱ . ۵ م  ث  ال
ب  ن  گ  اری  د. اول رب  ع

ق  ائ  م  ه ت  ص  وی  ر خ  ط دو ب  ی  ن زاوی  ه ک  ه ک  ن  ی  د دق  ت ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۵۷ . ۵ ش  ک  ل اس  ت ک  اف  ی ح  ل.
.𝑧 = ۰↦ 𝑤۱ = −۱ و 𝑧 = 𝑖 ↦ 𝑤۱ = 𝑖ه  م  چ  ن  ی  ن و اس  ت

ب  ر پ  وش  ا و ۱ − ۱ ب  ه ص  ورت را {𝑦 > ۰} − {𝑥 = ۰, ۰ < 𝑦 < ۱} م  ی  دان .۳۲ . ۵ م  ث  ال
ب  ن  گ  اری  د. واح  د دی  س  ک

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۵۸ . ۵ ش  ک  ل اس  ت ک  اف  ی ح  ل.



آن ه  ا ک  ارب  رد و ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای ب  ر م  روری . ۵ . ۵۳۸۱

۵۶ . ۵ ش  ک  ل

𝑢 = 𝑥۲ − 𝑦۲
𝑥=𝑎

و 𝑣 = ۲𝑥𝑦
𝑥=𝑎

س  ه  م  ی ب  ر را 𝑥 = 𝑎 > ۰ 𝑤خ  ط = 𝑧۲ ن  گ  اش  ت . ۴

𝑤 = 𝑧
۱
۲ = 𝑟

۱
۲ 𝑒𝑖

𝜃
۲ ی  ع  ن  ی آن م  ع  ک  وس ن  گ  اش  ت پ  س م  ی ن  گ  ارد. 𝑢 = 𝑎۲ − 𝑣۲

۴𝑎۲ ی  ا
ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۵۹ . ۵ ش  ک  ل م  ی ک  ن  د. ع  م  ل ع  ک  س ب  ه ص  ورت ،−𝜋 < 𝜃 < 𝜋 ب  ه ط  وری ک  ه

و پ  وش  ا و ۱ − ب  ه ص  ورت ۱ را {𝑦 > 𝑥۲} − {𝑥 = ۰, 𝑦 > ۱} م  ی  دان .۳۳ . ۵ م  ث  ال
ب  ن  گ  اری  د. ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه ب  ر ه  م  دی  س

ب  ب  ی  ن  ی  د. را ۶۰ . ۵ ش  ک  ل اس  ت ک  اف  ی ح  ل.



ه  م  دی  س۳۸۲ ن  گ  اش  ت ه  ای . ۵ ف  ص  ل

۵۷ . ۵ ش  ک  ل

ب  ا خ  وب م  ی  دان ی  ک روی ب  ر م  س  ئ  ل  ه ت  ب  دی  ل ب  ا ”ب  د” م  ی  دان ه  ای روی پ  وآس  ن م  ع  ادل  ه ح  ل
م  ف  ی  د ان  د. م  ورد ای  ن در زی  ر خ  اص  ی  ت دو م  ی گ  ردد. م  ق  دور ه  م  دی  س ن  گ  اش  ت ه  ای از اس  ت  ف  اده

ش  ده ان  د. ب  ی  ان ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  واب  ع ب  خ  ش در خ  اص  ی  ت ه  ا ای  ن

ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ه  ر م  وه  وم  ی ق  س  م  ت و ح  ق  ی  ق  ی ق  س  م  ت .۱۴ . ۵ خ  اص  ی  ت
اس  ت. لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ج  واب ی  ا

از اس  ت. ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک و ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک ت  رک  ی  ب .۱۵ . ۵ خ  اص  ی  ت
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر خ  اص  ی  ت خ  اص  ی  ت، ای  ن اث  ب  ات

م  ت  غ  ی  ره  ای ت  غ  ی  ی  ر ب  ا 𝑇𝑢𝑢 + 𝑇𝑣𝑣 = 𝑔(𝑢, 𝑣) پ  وآس  ن م  ع  ادل  ه .۱۶ . ۵ خ  اص  ی  ت
ت  ح  ل  ی  ل  ی ت  اب  ع ی  ک 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖 𝑣(𝑥, 𝑦) ای  ن  ج  ا در ک  ه 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) و 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦)
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۵۸ . ۵ ش  ک  ل

م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل زی  ر پ  وآس  ن م  ع  ادل  ه ب  ه اس  ت

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = 𝑓
′(𝑧)

۲
𝑔(𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦))

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .(۱۴ . ۵ خ  اص  ی  ت (ب  رای ۳۴ . ۵ م  ث  ال
𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰, 𝑦 > ۰, −∞ < 𝑥 < ∞

𝑇𝑥>۰,𝑦=۰ = 𝑇۰, 𝑇𝑥<۰,𝑦=۰ = 𝑇۱,

ه  س  ت  ن  د. ث  اب  ت 𝑇۱م  ق  ادی  ر 𝑇۰و ب  ه ط  وری ک  ه

ط  وری 𝐵را اس  ت𝐴و ک  اف  ی پ  س اس  ت. ه  م  س  از ت  اب  ع ,𝑇(𝑟ی  ک 𝜃) = 𝐴𝜃+ 𝐵 ت  اب  ع ح  ل.
ت  ا ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن

𝑇𝜃=۰ = 𝑇۰, 𝑇𝜃=𝜋 = 𝑇۱.
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۵۹ . ۵ ش  ک  ل

۶۰ . ۵ ش  ک  ل
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ب  ای  د ن  ت  ی  ج  ه در

𝑇 = 𝐴𝜃 + 𝐵𝜃=۰ = 𝐵 = 𝑇۰ ⇒ 𝐵 = 𝑇۰

𝑇 = 𝐴𝜃 + 𝐵𝜃=𝜋 = 𝐴𝜋 + 𝐵 = 𝑇۱ ⇒ 𝐴𝜋 + 𝑇۰ = 𝑇۱

⇒ 𝐴 = 𝑇۱ − 𝑇۰
𝜋 .

پ  س
𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇۱ − 𝑇۰

𝜋 𝜃 + 𝑇۰ =
𝑇۱ − 𝑇۰
𝜋 tan−۱ 𝑦𝑥 + 𝑇۰.

زی  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۳۵ . ۵ م  ث  ال

𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰, ۱ < 𝑟 < ۲

𝑇𝑟=۱ = 𝑇۰, 𝑇𝑟=۲ = 𝑇۱,

ه  س  ت  ن  د. ث  اب  ت 𝑇۱م  ق  ادی  ر 𝑇۰و ب  ه ط  وری ک  ه

ط  وری را 𝐵 اس  ت𝐴و ک  اف  ی اس  ت. ه  م  س  از ت  اب  ع ی  ک 𝑇(𝑟, 𝜃) = 𝐴 ln 𝑟 + 𝐵 ت  اب  ع ح  ل.
ی  ع  ن  ی ب  اش  د. ب  رق  رار م  رزی ش  رای  ط ت  ا ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن

𝑇𝑟=۱ = 𝐵 = 𝑇۰, 𝑇𝑟=۲ = 𝐴 ln ۲ + 𝐵 = 𝑇۱

⇒ 𝐴ln ۲ + 𝑇۰ = 𝑇۱ ⇒ 𝐴 = 𝑇۱ − 𝑇۰
ln ۲ .

پ  س
𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇۱ − 𝑇۰

ln ۲
۱
۲
ln(𝑥۲ + 𝑦۲) + 𝑇۰.

۵ . ۵ ت  م  ری  ن
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آوری  د 𝑤ب  ه دس  ت = (۱ − 𝑖) ۱
𝑧+۱ + ۲ − 𝑖ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑦 > ۱ − 𝑥۲ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر آ) . ۱

ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه در و

𝑤 = (۱ + 𝑖) ۱
𝑧+۱ + ۲ + 𝑖ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑥۲ − 𝑦۲ > ۱ و 𝑥 < ۰ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر ب)

ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه در و آوری  د ب  ه دس  ت

در و آوری  د 𝑤ب  ه دس  ت = (۱+ 𝑖) ۱
𝑧−۱ + ۲ − 𝑖ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑥 = 𝑦۲ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر ج)

ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه

𝑤 = (۱ − 𝑖) ۱
𝑧+۱ + ۲ + 𝑖ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را −۲ < 𝑥 < −۱ ،|𝑦| < ۱ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر د)

ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه در و آوری  د ب  ه دس  ت

آوری  د 𝑤ب  ه دس  ت = (۱+ 𝑖) ۱
𝑧+۱ + ۲+ 𝑖ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را |𝑧 − ۲| < ۱ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر ه)

ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه در و

𝑤ب  ه دس  ت = (۱+ 𝑖) ۱
𝑧−۱ + ۲𝑖ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑦 > ۰ ،𝑥 + ۲𝑦 > ۳ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر و)

ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه در و آوری  د

آوری  د 𝑤ب  ه دس  ت = (۱ − 𝑖) ۱
𝑧−۱ + ۲+ 𝑖ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑦 > ۱+ 𝑥۲ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر ز)

ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه در و

𝑤 ص  ف  ح  ه در و آوری  د 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑧۲ ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را ۲𝑥 + ۳𝑦 < ۱ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر آ) . ۲
ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را آن

در و آوری  د 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑧۲ ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را |Arg 𝑧| < 𝜋
۴ ،|𝑧| > ۱ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر ب)

ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه

آوری  د 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑧۲ ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑦 > ۰ ،𝑥 > ۰ ،𝑥۲ − 𝑦۲ > ۱ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر ج)
ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه در و

𝑤آن ص  ف  ح  ه در و آوری  د 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑒𝑧 ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑥 + 𝑦 > ۱ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر د)
ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را

آوری  د 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑒𝑧 ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را 𝑦 > ۰ ،𝑥 > ۰ ،𝑥۲ − 𝑦۲ < ۱ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر ه)
ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه در و
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و آوری  د 𝑤ب  ه دس  ت = 𝑒𝑧 ن  گ  اش  ت ت  ح  ت را ۱ < 𝑥 < ۲ ،۰ < 𝑦 < 𝜋
۲ ن  اح  ی  ه ت  ص  وی  ر و)

ک  ن  ی  د. ت  رس  ی  م را 𝑤آن ص  ف  ح  ه در

ب  ن  گ  ارد. ۱ + 𝑖 ،−۱ ،𝑖 ب  ر ب  ه ت  رت  ی  ب ∞را ،𝑖 ،۱ ن  ق  ط  ه س  ه ک  ه ب  ی  اب  ی  د را م  ب  ی  وس  ی ت  ب  دی  ل آ) . ۳

ب  ن  گ  ارد. ۱− 𝑖 ،۲ ،∞ ب  ر ب  ه ت  رت  ی  ب را ۱+ 𝑖 ،−۱ ،𝑖 ن  ق  ط  ه س  ه ک  ه ب  ی  اب  ی  د را م  ب  ی  وس  ی ت  ب  دی  ل ب)

∞ب  ن  گ  ارد. ،۱ − 𝑖 ،۲ ب  ر ب  ه ت  رت  ی  ب ∞را ،−𝑖 ،۱ ن  ق  ط  ه س  ه ک  ه ب  ی  اب  ی  د را م  ب  ی  وس  ی ت  ب  دی  ل ج)

واح  د دی  س  ک ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک  ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را ۱ < 𝑦 < 𝑥 م  ی  دان آ) . ۴
ب  ن  گ  اری  د.

ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک  ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را |𝑧 − ۲| < ۲ و |𝑧 − ۲𝑖| < ۲ م  ی  دان ب)
ب  ن  گ  اری  د. واح  د دی  س  ک

دی  س  ک ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک  ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را 𝑥 > ۲ و |𝑧 − ۲| < ۲ م  ی  دان ج)
ب  ن  گ  اری  د. واح  د

واح  د دی  س  ک ب  ر ه  م  دی  س و پ  وش  ا و ی  ک  ب  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را |𝑧| < ۱ و 𝑦 < 𝑥 م  ی  دان د)
ب  ن  گ  اری  د.

م  رزی ش  رط ت  ح  ت ۰ < 𝜃 < 𝜋
۳ م  ی  دان روی را 𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰ لاپ  لاس م  ع  ادل  ه آ) . ۵

ک  ن  ی  د. م  رز𝑇ح  ل روی = cos 𝜃

م  رزی ش  رط ت  ح  ت ۰ < 𝜃 < 𝜋
۶ م  ی  دان روی را 𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰ لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ب)

ک  ن  ی  د. م  رز𝑇ح  ل روی = sin𝜃 +
۱
۲

م  رزی ش  رط ت  ح  ت −𝜋۳ < 𝜃 <
𝜋
۳ م  ی  دان روی را 𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰ لاپ  لاس م  ع  ادل  ه ج)

ک  ن  ی  د. م  رز𝑇ح  ل روی = sin𝜃 + cos 𝜃

م  رزی ش  رط ت  ح  ت −𝜋۲ < 𝜃 <
𝜋
۳ م  ی  دان روی را 𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۰ لاپ  لاس م  ع  ادل  ه د)

ک  ن  ی  د. م  رز𝑇ح  ل روی = sin𝜃 − cos 𝜃

م  رزی ش  رط و −𝜋۶ < 𝜃 <
𝜋
۳ م  ی  دان روی را 𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۲𝑒−𝑥𝑦 پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه آ) . ۶

ک  ن  ی  د. م  رز𝑇ح  ل روی = 𝑒
−𝑥𝑦
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م  رزی ش  رط و −𝜋۴ < 𝜃 <
𝜋
۴ م  ی  دان روی را 𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = ۲𝑒−𝑥𝑦 پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه ب)

ک  ن  ی  د. م  رز𝑇ح  ل روی = 𝑒
−𝑥۲−𝑦۲

م  رزی ش  رط و −𝜋۶ < 𝜃 <
𝜋
۳ م  ی  دان روی را 𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 = 𝑒−𝑥𝑦 پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه ج)

ک  ن  ی  د. م  رز𝑇ح  ل روی = 𝑒
−𝑦۲𝑥۲

ش  رط و −𝜋 < 𝜃 < −𝜋۲ م  ی  دان روی را 𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑦𝑦 =
۱

۱+𝑥۲𝑦۲ پ  وآس  ن م  س  ئ  ل  ه د)
ک  ن  ی  د. م  رز𝑇ح  ل روی = −

۱
۱+𝑥۲+𝑦۲ م  رزی



۶ ف  ص  ل
م  ات  ری  س ه  ا ج  ردن ف  رم ه  ای

ی  ک م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ه  ر ب  ه اس  ت. م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ه  ای از خ  اص  ی ص  ورت ی  ک ج  ردن ف  رم ه  ای
و اس  ت م  ف  ی  د ب  س  ی  ار دس  ت  گ  اه  ی م  س  ائ  ل ح  ل در م  ات  ری  س ه  ا ن  وع ای  ن م  ی ش  ود. داده ن  س  ب  ت ف  رم
در ه  س  ت  ی  م. م  ات  ری  س ه  ا ای  ن گ  ون  ه ت  ع  ی  ی  ن ب  ه دن  ب  ال ب  خ  ش ای  ن در م  ی ک  ن  د. آس  ان را آن ه  ا ح  ل
ب  خ  ش در م  ی پ  ردازی  م. آن ب  ه واب  س  ت  ه م  ف  اه  ی  م ب  ی  ان و م  ات  ری  س ه  ا ج  ب  ر ی  ادآوری ب  ه ۱ . ۶ ب  خ  ش
در و م  ی آی  د خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل ۳ . ۶ ب  خ  ش در داری  م. را گ  رام-اش  م  ی  ت ف  ر آی  ن  د ۲ . ۶

م  ی پ  ردازی  م. ج  ردن ف  رم ه  ای ب  ررس  ی ب  ه ۵ . ۶ ب  خ  ش و ۴ . ۶ ب  خ  ش

م  ات  ری  س ه  ا ج  ب  ر ۱ . ۶

اس  ت. م  خ  ت  ل  ط ی  ا ح  ق  ی  ق  ی ع  دد م  ات  ری  س ه  ر درای  ه ه  ای ب  خ  ش ای  ن در

𝐴و = (𝑎𝑖𝑗) س  ت  ون) 𝑛 و 𝑚)𝑚س  ط  ر × 𝑛م  ات  ری  س دو ب  رای م  ات  ری  س: دو ج  م  ع ال  ف)
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را آن ه  ا 𝐵م  ج  م  وع = (𝑏𝑖𝑗)

𝐴 + 𝐵 = 𝐶, 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗), 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗.

م  ات  ری  س ی  ک 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) 𝑚و × 𝑙م  ات  ری  س 𝐴ی  ک = (𝑎𝑖𝑗) اگ  ر م  ات  ری  س: دو ض  رب ب)
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اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت آن ه  ا ح  اص  ل ض  رب ب  اش  د، 𝑙 × 𝑛

𝐴𝐵 = 𝐶, 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗), 𝑐𝑖𝑗 =
𝑙

𝑘=۱
𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗.

م  خ  ت  ل  ط، ی  ا ح  ق  ی  ق  ی ع  دد 𝜆ی  ک 𝐴و = (𝑎𝑖𝑗) ،𝑚× 𝑛م  ات  ری  س ب  رای اس  ک  ال  ر: ض  رب ج)
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت ض  رب𝜆𝐴را

𝜆𝐴 = 𝐶, 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗), 𝑐𝑖𝑗 = 𝜆𝑎𝑖𝑗.

ف  وق: ع  م  ل  ی  ات خ  واص

𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 (۱

𝐴 + (𝐵 + 𝐶) = (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 (۲

𝐴(𝐵𝐶) = (𝐴𝐵)𝐶 (۳

𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶, (𝐴 + 𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶 (۴

(𝜆۱𝜆۲)𝐴 = 𝜆۱(𝜆۲𝐴) = 𝜆۲(𝜆۱𝐴) (۵

س  ط  ره  ای و س  ت  ون ه  ا ت  ع  وی  ض از ک  ه را م  ات  ری  س  ی ،𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)م  ات  ری  س ب  رای .۱ . ۶ ت  ع  ری  ف
𝐴ی  ک اگ  ر م  ی ده  ن  د. 𝐴𝑇ن  م  ای  ش = (𝑎𝑗𝑖) ب  ا و م  ی گ  وی  ن  د ت  ران  ه  اده م  ی آی  د، ب  ه دس  ت آن

اس  ت. 𝑛 × 𝑚م  ات  ری  س 𝐴𝑇ی  ک 𝑚ب  اش  د، × 𝑛م  ات  ری  س

ب  رای .۱ . ۶ م  ث  ال

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ ۳ ۵
۲ ۴ ۶

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

داری  م

𝐴𝑇 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۲
۳ ۴
۵ ۶

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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: خ  واص

(𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇 (۱

(𝜆𝐴)𝑇 = 𝜆𝐴𝑇 (۲

(𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇 (۳

𝑛 × 𝑛ی  ع  ن  ی ب  راب  ر آن س  ت  ون ه  ای و س  ط  ره  ا ت  ع  داد ک  ه 𝐴را = (𝑎𝑖𝑗)م  ات  ری  س .۲ . ۶ ت  ع  ری  ف
ن  ی  ز 𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س ی  ک را آن س  ادگ  ی ب  رای گ  وی  ن  د. م  ی م  رب  ع م  ات  ری  س ی  ک اس  ت،

م  ی ن  ام  ن  د.

ب  رای اگ  ر م  ی گ  وی  ن  د واح  د م  ات  ری  س ی  ک 𝐴را = (𝑎𝑖𝑗) ،𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س .۳ . ۶ ت  ع  ری  ف
واح  د م  ات  ری  س .𝑎𝑖𝑗 = ۰ داش  ت  ه ب  اش  ی  م 𝑖 ≠ 𝑗ب  رای و 𝑎𝑖𝑖 = ۱ داش  ت  ه ب  اش  ی  م 𝑖 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛
م  ات  ری  س را ب  اش  د ص  ف  ر آن ع  ن  اص  ر ک  ل  ی  ه ک  ه م  ات  ری  س  ی ه  ر ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان  𝐼 ب  ا را

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان ۰ ب  ا و م  ی گ  وی  ن  د ص  ف  ر ی  ا خ  ن  ث  ی

از م  رب  ع م  ات  ری  س اص  ل  ی ق  ط  ر ع  ن  اص  ر را 𝑖 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛 ،𝑎𝑖𝑖 درای  ه ه  ای .۴ . ۶ ت  ع  ری  ف
𝐴م  ی گ  وی  ن  د. = (𝑎𝑖𝑗) ،𝑛 م  رت  ب  ه

ع  ن  اص  ر م  ج  م  وع 𝑛∑ی  ع  ن  ی
𝑖=۱ 𝑎𝑖𝑖 ع  دد ،𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ،𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س ب  رای .۵ . ۶ ت  ع  ری  ف

م  ی گ  وی  ن  د. م  ات  ری  س ای  ن ش  ن  اس  ه ی  ا ن  ش  ان را اص  ل  ی ق  ط  ر

م  ات  ری  س 𝐴ی  ا ،𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س م  ع  ک  وس را 𝐵 ،𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س .۶ . ۶ ت  ع  ری  ف
م  ی ده  ن  د. 𝐴−۱ن  ش  ان ب  ا م  ات  ری  س𝐴را م  ع  ک  وس .𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼 اگ  ر م  ع  ک  وس𝐴م  ی گ  وی  ن  د

ق  اب  ل آن م  ح  اس  ب  ه ه  م  چ  ن  ی  ن و آن م  ع  ک  وس وج  ود ت  ش  خ  ی  ص ب  رای م  ات  ری  س ی  ک دت  رم  ی  ن  ان
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ف  ه  وم ای  ن اس  ت. اس  ت  ف  اده

ت  ع  ری  ف م  ی ده  ی  م. ن  ش  ان |𝐴| ب  ا ی  ا det𝐴 ب  ا 𝐴را م  رب  ع م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان .۷ . ۶ ت  ع  ری  ف
اس  ت: زی  ر م  ات  ری  س𝐴ب  ه ص  ورت دت  رم  ی  ن  ان



م  ات  ری  س ه  ا۳۹۲ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

.det𝐴 = 𝑎۱۱ ب  اش  د، ۱ × ۱ م  ات  ری  س 𝐴ی  ک = (𝑎۱۱) اگ  ر ال  ف:

.det𝐴 = 𝑎۱۱𝑎۲۲ − 𝑎۱۲𝑎۲۱ ب  اش  د، ۲ × ۲ م  ات  ری  س 𝐴ی  ک = (𝑎𝑖𝑗) اگ  ر ب:

𝑗ام س  ت  ون  و 𝑖ام س  ط  ر ه  ای درای  ه ح  ذف از ب  اش  د، 𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س 𝐴ی  ک اگ  ر ج:
𝐴𝑖𝑗ن  ش  ان ب  ا را م  ات  ری  س ای  ن اگ  ر م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑛 − ۱ م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س ی  ک آن
ن  م  اد ب  ا و م  ات  ری  س𝐴م  ی گ  وی  ن  د 𝑎𝑖𝑗 درای  ه ک  وف  اک  ت  ور را (−۱)𝑖+𝑗 det𝐴𝑖𝑗 ع  دد ده  ی  م،

درای  ن ص  ورت م  ی ده  ن  د. Cof(𝑎𝑖𝑗)ن  ش  ان

det𝐴 =
𝑛

𝑖=۱
𝑎𝑖𝑗(−۱)𝑖+𝑗 det𝐴𝑖𝑗 =

𝑛

𝑗=۱
𝑎𝑖𝑗Cof(𝑎𝑖𝑗).

در اس  ت. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل  م  ات  ری  س ی  ک دت  رم  ی  ن  ان م  ق  دار اس  ت  ق  را ب  ا ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب
را دوم م  ج  م  وع و 𝑖ام س  ط  ر م  ات  ری  س𝐴روی دت  رم  ی  ن  ان ب  س  ط را اول  ی م  ج  م  وع ف  وق ت  س  اوی ه  ای

م  ی گ  وی  ن  د. 𝑗ام س  ت  ون م  ات  ری  س𝐴روی دت  رم  ی  ن  ان ب  س  ط

م  ی گ  وی  ن  د. لاپ  لاس  ی ب  س  ط ه  ای را ف  وق ب  س  ط ه  ای (۱ ت  ذک  ر.

اس  ت. 𝑗ام س  ت  ون ی  ا و 𝑖ام س  ط  ر ان  ت  خ  اب از م  س  ت  ق  ل دت  رم  ی  ن  ان م  ق  دار (۲

آوری  د. ب  ه دس  ت  𝐴را =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶
۷ ۸ ۸

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان .۲ . ۶ م  ث  ال

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت  درن  ت  ی  چ  ه م  ی ده  ی  م. ب  س  ط اول س  ط  ر روی اب  ت  دا در ح  ل.

det𝐴 = |𝐴| =




۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶
۷ ۸ ۸





= ۱ ⋅ 
۵ ۶
۸ ۸

 − ۲ ⋅ 
۴ ۶
۷ ۸

 + ۳ ⋅ 
۴ ۵
۷ ۸



= (۴۰ − ۴۸) − ۲(۳۲ − ۴۲) + ۳(۳۲ − ۳۵)

= −۸ + ۲۰ − ۹ = ۳.



م  ات  ری  س ه  ا ج  ب  ر . ۱ . ۶۳۹۳

.det𝐴 = ۳ پ  س

ص  ف  ر ب  راب  ر 𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س ی  ک اص  ل  ی ق  ط  ر زی  ر درای  ه ه  ای ک  ل  ی  ه چ  ن  ان  چ  ه .۸ . ۶ ت  ع  ری  ف
ص  ف  ر ب  راب  ر اص  ل  ی ق  ط  ر ب  الای درای  ه ه  ای ک  ل  ی  ه چ  ن  ان  چ  ه و م  ث  ل  ث  ی ب  الا م  ات  ری  س ی  ک را آن ب  اش  د،

م  ی گ  وی  ن  د. م  ث  ل  ث  ی پ  ای  ی  ن م  ات  ری  س ی  ک را آن ب  اش  ن  د،

ح  اص  ل ض  رب ب  راب  ر آن دت  رم  ی  ن  ان ب  اش  د، م  ث  ل  ث  ی م  ات  ری  س 𝐴ی  ک اگ  ر .۱ . ۶ خ  اص  ی  ت
اس  ت. اص  ل  ی ق  ط  ر درای  ه ه  ای

ی  ک ب  اش  د، م  ث  ل  ث  ی پ  ای  ی  ن ه  م و م  ث  ل  ث  ی ب  الا ه  م ک  ه را 𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س .۹ . ۶ ت  ع  ری  ف
م  ی گ  وی  ن  د. ق  ط  ری م  ات  ری  س

م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س ی  ک س  ت  ون) (ی  ا س  ط  ر ی  ک درای  ه ه  ای ک  ل  ی  ه  چ  ن  ان  چ  ه (۱ .۲ . ۶ خ  اص  ی  ت
م  ی ش  ود. ض  رب ع  دد ه  م  ان در آن دت  رم  ی  ن  ان ک  ن  ی  م، ض  رب غ  ی  رص  ف  ر ع  دد ی  ک در را 𝑛

آن دت  رم  ی  ن  ان ک  ن  ی  م، ع  وض را 𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س ی  ک س  ت  ون) (ی  ا س  ط  ر دو ج  ای چ  ن  ان  چ  ه (۲
م  ی ش  ود. ۱−ض  رب ع  دد در

س  ت  ون) (ی  ا س  ط  ر ب  ه را 𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س ی  ک س  ت  ون) (ی  ا س  ط  ر ی  ک از م  ض  رب  ی چ  ن  ان  چ  ه (۳
ن  م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ری آن دت  رم  ی  ن  ان م  ق  دار ک  ن  ی  م، اض  اف  ه م  ات  ری  س آن دی  گ  ر

م  ی ش  ود. ن  ت  ی  ج  ه لاپ  لاس  ی ب  س  ط از ع  ل  ت.

م  ی گ  ردد. س  اده ت  ر دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  ب  ه خ  واص ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ذک  ر.

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ف  وق خ  واص از اس  ت  ف  اده ب  ا را ۲ . ۶ م  ث  ال م  ات  ری  س دت  رم  ی  ن  ان .۳ . ۶ م  ث  ال

ت  ب  دی  ل ص  ف  ر ب  ه م  م  ک  ن ح  د ت  ا را س  ت  ون ی  ک ی  ا س  ط  ر ی  ک درای  ه ه  ای ک  ار ای  ن ب  رای ح  ل.
اض  اف  ه س  وم و دوم س  ت  ون ب  ه را اول س  ت  ون از م  ن  اس  ب  ی م  ض  رب ک  ار ای  ن ب  رای م  ی ک  ن  ی  م.



م  ات  ری  س ه  ا۳۹۴ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ب  دی  ل ص  ف  ر ب  ه را اول س  ط  ر س  وم و دوم درای  ه ه  ای ک  ار ای  ن ب  ا م  ی ک  ن  ی  م.

det𝐴 =




۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶
۷ ۸ ۸




=




۱ ۰ ۰
۴ −۳ −۶
۷ −۶ −۱۳





م  ی ده  ی  م. ب  س  ط اول س  ط  ر روی ح  ال

det𝐴 = ۱ ⋅ 
−۳ −۶
−۶ −۱۳

 = (−۳)(−۱) 
۱ ۲
۶ ۱۳



= ۳(۱ ⋅ ۱۳ − ۲ ⋅ ۶) = ۳ ⋅ ۱ = ۳

دی  گ  ر س  ت  ون) (ی  ا س  ط  ر از م  ض  رب  ی م  رب  ع م  ات  ری  س س  ت  ون) ی  ک (ی  ا س  ط  ر ی  ک چ  ن  ان  چ  ه ت  ذک  ر.
اس  ت. ص  ف  ر ب  راب  ر آن دت  رم  ی  ن  ان ب  اش  د، آن

آن  گ  اه ب  اش  ن  د، 𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س دو 𝐵 𝐴و اگ  ر .۳ . ۶ خ  اص  ی  ت

det𝐴𝐵 = det𝐴det 𝐵

ن  ت  ی  ج  ه آن از زی  ر م  ه  م خ  اص  ی  ت ل  ی  ک  ن ن  ی  س  ت، س  اده چ  ن  دان ف  وق خ  اص  ی  ت ع  ل  ت ب  ی  ان
م  ی ش  ود.

اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت م  ع  ک  وس دارای ،𝐴 ،𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س .۴ . ۶ خ  اص  ی  ت
.det𝐴 ≠ ۰

ب  ن  اب  رای  ن .det𝐴det𝐴−۱ = ۱ پ  س ،det 𝐼 = ۱ و 𝐴𝐴−۱ = 𝐼 چ  ون ع  ل  ت.
.det𝐴 ≠ ۰



م  ات  ری  س ه  ا ج  ب  ر . ۱ . ۶۳۹۵

،𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ،𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س اگ  ر م  ع  ک  وس). م  ات  ری  س (م  ح  اس  ب  ه ۵ . ۶ خ  اص  ی  ت
آن  گ  اه 𝐴−۱ب  اش  د، = (𝑏𝑖𝑗)م  ع  ک  وس م  ات  ری  س دارای

𝑏𝑖𝑗 =
۱

det𝐴(−۱)
𝑖+𝑗 det𝐴𝑗𝑖

𝐴م  ات  ری  س 𝑖ام س  ت  ون و 𝑗ام س  ط  ر ح  ذف از ک  ه اس  ت 𝑛 − ۱ م  رت  ب  ه از 𝐴𝑗𝑖م  ات  ری  س  ی آن در ک  ه
اس  ت. آم  ده ب  ه دس  ت

م  ات  ری  س اب  ت  دا ،𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ،𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س م  ع  ک  وس م  ات  ری  س م  ح  اس  ب  ه ب  رای ت  ذک  ر.
درای  ن ص  ورت ،𝐴−۱ = (𝑏𝑖𝑗) اگ  ر آوری  د. ب  ه دس  ت 𝐴𝑇را = (𝑎𝑗𝑖)

𝑏𝑖𝑗 =
۱

det𝐴 Cof(𝑎𝑗𝑖).

ب  ه دس  ت آوری  د. را ۲ . ۶ م  ث  ال م  ات  ری  س م  ع  ک  وس .۴ . ۶ م  ث  ال

درن  ت  ی  ج  ه .𝐴𝑇 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۴ ۷
۲ ۵ ۸
۳ ۶ ۸

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

پ  س .𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶
۷ ۸ ۸

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

داری  م ح  ل.

Cof(𝑎۱۱) = ۵ ⋅۸−۶ ⋅۸ = −۸,

Cof(𝑎۲۱) = −(۲ ⋅۸−۳ ⋅۸) = ۸,

Cof(𝑎۳۱) = ۲ ⋅ ۶−۳ ⋅ ۵ = −۳,

Cof(𝑎۴۱) = −(۴ ⋅۸−۷ ⋅ ۶) = ۱۰,

Cof(𝑎۲۲) = ۱ ⋅۸−۳ ⋅۷ = −۱۳,

Cof(𝑎۳۲) = −۱(۱ ⋅ ۶−۳ ⋅۴) = ۶,

Cof(𝑎۱۳) = ۴ ⋅۸−۵ ⋅۷ = −۳,

Cof(𝑎۲۳) = −۱(۱ ⋅۸−۲ ⋅۷) = ۶,



م  ات  ری  س ه  ا۳۹۶ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

Cof(𝑎۳۳) = ۱ ⋅ ۵−۴ ⋅ ۲ = −۳.

ب  ن  اب  رای  ن .det𝐴 = ۳ ه  م  چ  ن  ی  ن

𝐴−۱ = ۱
۳

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۸ ۸ −۳
۱۰ −۱۳ ۶
−۳ ۶ −۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۸
۳

۸
۳ −۱

۱۰
۳ − ۱۳

۳ ۲
−۱ ۲ −۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

م  ی ت  وان ن  ی  ز اس  ت آم  ده ۲ . ۶ خ  اص  ی  ت در ک  ه س  ط  ره  ا روی ع  م  ل  ی  ات س  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا
ب  ه دس  ت آورد. دت  رم  ی  ن  ان م  ح  اس  ب  ه ب  دون را م  رب  ع م  ات  ری  س ی  ک م  ع  ک  وس

𝐼 و 𝑛 م  رت  ب  ه از م  رب  ع م  ات  ری  س 𝐴ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض م  ع  ک  وس: م  ات  ری  س م  ح  اس  ب  ه دوم روش
ت  ش  ک  ی  ل را ،𝐵 = (𝐴𝐼) س  ت  ون  ی، ۲𝑛 و س  ط  ری 𝑛م  ات  ری  س ب  اش  د. 𝑛 م  رت  ب  ه از واح  د م  ات  ری  س
واح  د م  ات  ری  س ب  ه ت  ب  دی  ل م  ات  ری  س𝐴را ،𝐵م  ات  ری  س س  ط  ره  ای روی ع  م  ل  ی  ات س  ه ب  ا ده  ی  د.
م  ات  ری  س س  ت  ون ه  ای ب  ه م  ت  وال  ی  اً چ  پ س  م  ت از م  ات  ری  س𝐴را س  ت  ون ه  ای ک  ار ای  ن ب  رای ک  ن  ی  د.
آن ۱ ع  دد اب  ت  دا ۲ و ۱ ع  م  ل  ی  ات از اس  ت  ف  اده ب  ا س  ت  ون ه  ر س  اخ  ت  ن ب  رای ک  ن  ی  د. ت  ب  دی  ل واح  د
ب  ا چ  ن  ان  چ  ه ب  س  ازی  د. را س  ت  ون آن ص  ف  ره  ای ۳ ع  م  ل  ی  ات از اس  ت  ف  اده ب  ا س  پ  س ب  س  ازی  د. را س  ت  ون
𝐴−۱ م  ات  ری  س ب  ه ،𝐼 م  ات  ری  س ه  م  زم  ان گ  ردد، ت  ب  دی  ل 𝐼 م  ات  ری  س م  ات  ری  س𝐴ب  ه ع  م  ل  ی  ات ای  ن

م  ی گ  ردد. ت  ب  دی  ل

ت  ب  دی  ل دی  گ  ری م  ات  ری  س ب  ه م  وج  ود م  ات  ری  س ف  رآی  ن  د ای  ن در ع  م  ل  ی  ات ای  ن از ی  ک ه  ر ب  ا
م  ی گ  وی  ن  د. ق  ب  ل  ی م  ات  ری  س م  ش  اب  ه را م  ات  ری  س ای  ن م  ی ش  ود.

ب  ه دس  ت آوری  د. س  ط  ره  ا روی ع  م  ل  ی  ات روش ب  ا را ۲ . ۶ م  ث  ال م  ات  ری  س م  ع  ک  وس .۵ . ۶ م  ث  ال



م  ات  ری  س ه  ا ج  ب  ر . ۱ . ۶۳۹۷

اس  ت: زی  ر م  ات  ری  س𝐵ب  ه ص  ورت پ  س .𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶
۷ ۸ ۸

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

داری  م ح  ل.

𝐵 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

۱ ۲ ۳ ۱ ۰ ۰
۴ ۵ ۶ ۰ ۱ ۰
۷ ۸ ۸ ۰ ۰ ۱

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

۱ ۲ ۳ ۱ ۰ ۰
۰ −۳ −۶ −۴ ۱ ۰
۰ −۶ −۱۳ −۷ ۰ ۱

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∼

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

۱ ۰ −۱ − ۵
۳

۲
۳ ۰

۰ ۱ ۲ ۴
۳ − ۱

۳ ۰
۰ ۰ −۱ ۱ −۲ ۱

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∼

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

۱ ۰ ۰ −۸
۳

۸
۳ −۱

۰ ۱ ۰ ۱۰
۳ − ۱۳

۳ ۲
۰ ۰ ۱ −۱ ۲ −۱

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت  زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ک  وس م  ات  ری  س ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝐴−۱ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۸
۳

۸
۳ −۱

۱۰
۳ − ۱۳

۳ ۲
−۱ ۲ −۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

ب  اش  د. م  ف  ی  د م  ی ت  وان  د م  ات  ری  س ی  ک م  ع  ک  وس ک  ارب  رد در گ  اه  اً زی  ر خ  اص  ی  ت

آن  گ  اه ب  اش  ن  د، 𝑛 م  رت  ب  ه از م  ع  ک  وس پ  ذی  ر م  ات  ری  س دو 𝐵 𝐴و اگ  ر .۶ . ۶ خ  اص  ی  ت

(𝐴𝐵)−۱ = 𝐵−۱𝐴−۱.

.𝐴𝐵(𝐵−۱𝐴−۱) = 𝐼 ه  م  چ  ن  ی  ن ،𝐴𝐵(𝐴𝐵)−۱ = 𝐼 ع  ل  ت.
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۱ . ۶ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر م  ات  ری  س ه  ای 𝐵زی  ر، م  ات  ری  س𝐴و دو ب  رای . ۱

۲𝐴 + ۳𝐵 ال  ف:

۳𝐴𝐵𝑇 ب:

(𝐴𝑇𝐵)𝑇 ج:

(۳𝐴 + ۲𝐵)𝑇𝐴 د:

ب  ه ط  وری ک  ه

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۲ −۶ ۰
۴ ۳ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ و 𝐵 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−۴ ۲ ۱
۵ ۰ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

روش ب  ا ه  م را زی  ر م  ع  ک  وس ه  ای م  ات  ری  س ،𝐷 𝐶و ،۳ م  رت  ب  ه از م  رب  ع م  ات  ری  س دو ب  رای . ۲
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه س  ه ع  م  ل  ی  ات  ی روش ب  ا ه  م و دت  رم  ی  ن  ان  ی

𝐶−۱ ال  ف:

𝐷−۱ ب:

(𝐶𝐷)−۱ ج:
(𝐶𝐷)𝑇

−۱
د:

ب  ه ط  وری ک  ه

𝐶 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۲ ۴ ۴
−۱ ۳ ۰
۹ ۵ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

و 𝐷 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۲ ۲ ۰
۰ ۴ ۲
۲ ۰ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

.𝐴𝐵 = ۰ ل  ی  ک  ن ،𝐵 ≠ ۰ 𝐴و ≠ ۰ ت  ا آوری  د ب  ه دس  ت ط  وری 𝐵را 𝐴و م  رب  ع م  ات  ری  س ه  ای . ۳
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گ  رام-اش  م  ی  ت ف  رآی  ن  د ۲ . ۶
آن روی ع  م  ل  ی ع  م  ل  ی  ات ان  ج  ام ب  رای م  ف  ی  د ب  س  ی  ار اب  زاره  ای از ب  رداری ف  ض  ای ی  ک ب  رای پ  ای  ه
ب  رداری ض  رب ی  ا داخ  ل  ی ض  رب ن  ام ب  ه ع  م  ل  ی ب  رداری ف  ض  ای ی  ک روی ب  ر اس  ت. ب  رداری ف  ض  ای
م  ی ک  ن  د. آس  ان را ب  رداری ف  ض  ای آن ب  ا ک  ردن ک  ار خ  ود س  ه  م ب  ه ع  م  ل ای  ن اس  ت، ت  ع  ری  ف ق  اب  ل
ف  ض  ای آن ع  ن  اص  ر ن  م  ای  ش ک  ه اس  ت ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه س  اخ  ت  ن داخ  ل  ی ض  رب ن  ت  ای  ج از ی  ک  ی
را آن ه  ا ب  ه م  رب  وط ع  م  ل  ی  ات ان  ج  ام ه  م و س  اده ت  ر ه  م را پ  ای  ه ه  ا ای  ن گ  ون  ه ح  س  ب ب  ر ب  رداری

م  ی س  ازد. آس  ان ت  ر
را ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ه  ای س  اخ  ت  ن گ  رام-اش  م  ی  ت روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  خ  ش ای  ن در
ف  ض  ای 𝑉ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض م  ی پ  ردازی  م. داخ  ل  ی ض  رب ی  ادآوری ب  ه اب  ت  دا در م  ی آم  وزی  م.
ض  رب ی  ک را (ℝ 𝑉ب  ه × 𝑉 از ت  اب  ع  ی (ی  ع  ن  ی ⟨𝑢, 𝑣⟩دوت  ای  ی ع  م  ل رویℝب  اش  د. ب  رداری

ک  ن  د. ص  دق زی  ر خ  اص  ی  ت چ  ه  ار در اگ  ر رویℝگ  وی  ی  م داخ  ل  ی

،𝑢۱, 𝑢۲, 𝑣 ∈ 𝑉 و 𝑎, 𝑏 ∈ ℝب  رای . ۱

⟨𝑎𝑢۱ + 𝑏𝑢۲, 𝑣⟩ = 𝑎⟨𝑢۱, 𝑣⟩ + 𝑏⟨𝑢۲, 𝑣⟩.

،𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 ع  ض  و دو ه  ر ب  رای . ۲

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩.

،𝑢 ∈ 𝑉 ع  ض  و ه  ر ب  رای . ۳
⟨𝑢, 𝑢⟩ ≥ ۰.

ب  اش  د. ب  رق  رار 𝑢 = ۰ ب  رای ف  ق  ط ⟨𝑢, 𝑢⟩ = ۰ ت  س  اوی . ۴

.⟨۰, 𝑢⟩ = ۰ داری  م 𝑢 ∈ 𝑉 ه  ر ب  رای م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه اوّل خ  اص  ی  ت از ن  ک  ت  ه.
ف  ض  ای ی  ک [۰, ۳روی[۱ درج  ه از ک  م  ت  ر ۳و درج  ه از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا م  ج  م  وع  ه .۶ . ۶ م  ث  ال
اس  ت. ب  رداری ف  ض  ای ای  ن ب  رای پ  ای  ه ی  ک {۱, 𝑥, 𝑥۲, 𝑥۳} م  ج  م  وع  ه رویℝاس  ت. ب  رداری

اس  ت. ب  رداری ف  ض  ای ای  ن روی داخ  ل  ی ض  رب ی  ک ⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫۱

۰
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥ه  م  چ  ن  ی  ن
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ب  ازه ان  ت  ه  ای ن  ق  ط  ه دو در ک  دام ه  ر ک  ه [۰, 𝜋] دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع م  ج  م  وع  ه .۷ . ۶ م  ث  ال
ی  ع  ن  ی: ص  ف  ر ان  د ب  راب  ر

𝑉 = 𝑓 ∶ [۰, 𝜋] → ℝ ∶ 𝑓(۰) = 𝑓(𝜋) = ۰ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓.

ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. آن ب  رای پ  ای  ه ی  ک  sin 𝑛𝑥
∞

𝑛=۱
و رویℝاس  ت ب  رداری ف  ض  ای ی  ک

اس  ت. آن روی داخ  ل  ی ض  رب ی  ک ⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫𝜋
۰
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل گ  ون  اگ  ون  ی داخ  ل  ی ض  رب ه  ای ب  رداری ف  ض  ای ی  ک روی ن  ک  ت  ه.
را ب  اش  د ش  ده ت  ع  ری  ف داخ  ل  ی ض  رب ی  ک آن روی ک  ه ب  رداری ف  ض  ای ی  ک .۱۰ . ۶ ت  ع  ری  ف

گ  وی  ن  د. ح  اص  ل  ض  رب ف  ض  ای ی  ک

اگ  ر گ  وی  ن  د م  ت  ع  ام  د را 𝑣 و 𝑢 𝑉م  ان  ن  د ح  اص  ل  ض  رب ف  ض  ای از ع  ض  و دو .۱۱ . ۶ ت  ع  ری  ف
ع  ض  و م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان ‖𝑢‖ ب  ا و گ  وی  ن  د 𝑢 ب  ردار ط  ول ,𝑢⟩√را 𝑢⟩ه  م  چ  ن  ی  ن .⟨𝑢, 𝑣⟩ = ۰

گ  وی  ن  د. ی  ک  ه ب  ردار اس  ت ی  ک ب  راب  ر ط  ول  ی دارای ک  ه را 𝑢 ∈ 𝑉

آن ع  ض  و ه  ر اگ  ر گ  وی  ن  د ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک ℬرا = {𝛾𝑛}∞𝑛=۱ پ  ای  ه .۱۲ . ۶ ت  ع  ری  ف
ب  اش  د. ع  م  ود ه  م ب  ر آن ع  ض  و دو ه  ر و ی  ک  ه

پ  ای  ه ع  ن  اص  ر ح  س  ب ب  ر آن اع  ض  ای ن  م  ای  ش ب  رداری ف  ض  ای ی  ک در م  ه  م ک  ارب  رده  ای از ی  ک  ی
م  ی ش  ود. ان  ج  ام ب  ه س  ادگ  ی ک  ار ای  ن ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ب  ا اس  ت.

𝑉و ب  رداری ف  ض  ای ب  رای ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د ℬپ  ای  ه = {𝛾𝑛}∞𝑛=۱ اگ  ر .۷ . ۶ خ  اص  ی  ت
آن گ  اه 𝑢 ∈ 𝑉

𝑢 =
∞

𝑛=۱
⟨𝑢, 𝛾𝑛⟩𝛾𝑛.

اس  ت. ن  م  ای  ش ق  اب  ل 𝑢 = ∑∞
𝑛=۱ 𝑐𝑛𝛾𝑛 ℬب  ه ص  ورت پ  ای  ه ع  ن  اص  ر ح  س  ب ب  ر 𝑢 ع  ض  و ع  ل  ت.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ک  ن  ی  م ض  رب 𝛾𝑚 در را ت  س  اوی ط  رف  ی  ن ف  وق، ت  س  اوی در 𝑐𝑚 ت  ع  ی  ی  ن ب  رای

⟨𝑢, 𝛾𝑚⟩ =
∞

𝑛=۱
𝑐𝑛⟨𝛾𝑛, 𝛾𝑚⟩.
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پ  س ⟨𝛾𝑚, 𝛾𝑚⟩ = ۱ ،𝑛 = 𝑚 ب  رای و ⟨𝛾𝑛, 𝛾𝑚⟩ = ۰ داری  م 𝑛 ≠ 𝑚 ب  رای چ  ون
.𝑢 = ∑∞

𝑛=۱⟨𝑢, 𝛾𝑛⟩𝛾𝑛 ی  ا ⟨𝑢, 𝛾𝑚⟩ = 𝑐𝑚

س  اخ  ت ق  اب  ل دی  گ  ر پ  ای  ه ه  ر روی از ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه گ  رام-اش  م  ی  ت ف  رآی  ن  د از اس  ت  ف  اده ب  ا
اس  ت.

ف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه 𝐴ی  ک = {𝛼۱, 𝛼۲,⋯ , 𝛼𝑛,⋯} ک  ن  ی  د ف  رض گ  رام-اش  م  ی  ت: ف  رآی  ن  د
م  ی س  ازی  م. ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک آن از زی  ر ف  رآی  ن  د از اس  ت  ف  اده ب  ا 𝑉اس  ت. ب  رداری

ب  گ  ی  ری  د اوّل: ف  رآی  ن  د
𝛽۱ = 𝛼۱.

ب  گ  ی  ری  د دوم: ف  رآی  ن  د
𝛽۲ = 𝛼۲ −

⟨𝛼۲, 𝛽۱⟩
⟨𝛽۱, 𝛽۱⟩

𝛽۱

ای  ن ص  ورت در

⟨𝛽۲, 𝛽۱⟩ = ⟨𝛼۲, 𝛽۱⟩ −
⟨𝛼۲, 𝛽۱⟩
⟨𝛽۱, 𝛽۱⟩

⟨𝛽۱, 𝛽۱⟩ = ۰.

.𝛽۲ ≠ ۰ پ  س خ  ط  ی ان  د م  س  ت  ق  ل 𝛼۲ و 𝛼۱ چ  ون اس  ت. ع  م  ود 𝛽۱ ب  ر 𝛽۲ پ  س

𝛽𝑛 اس  ت  ق  راء ب  ا ع  م  ودن  د. ه  م ب  ر ب  ه ط  وری ک  ه س  اخ  ت  ه ای  م را 𝛽𝑛−۱ ت  ا 𝛽۱ ک  ن  ی  د ف  رض 𝑛ام: ف  رآی  ن  د
م  ی گ  ی  ری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را

𝛽𝑛 = 𝛼𝑛 −
𝑛−۱

𝑗=۱

⟨𝛼𝑛, 𝛽𝑗⟩
⟨𝛽𝑗, 𝛽𝑗⟩

𝛽𝑗

ن  وش  ت: ت  وان م  ی ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − ۱ ب  رای ای  ن ص  ورت در

⟨𝛽𝑛, 𝛽𝑘⟩ = ⟨𝛼𝑛, 𝛽𝑘⟩ −
𝑛−۱

𝑗=۱

⟨𝛼𝑛, 𝛽𝑗⟩
⟨𝛽𝑗, 𝛽𝑗⟩

⟨𝛽𝑗, 𝛽𝑘⟩ = ۰
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پ  س ⟨𝛽𝑗, 𝛽𝑘⟩ = ۰ داری  م 𝑗 ≠ 𝑘ب  رای زی  را

⟨𝛽𝑛, 𝛽𝑘⟩ = ⟨𝛼𝑛, 𝛽𝑘⟩ −
⟨𝛼𝑛, 𝛽𝑘⟩
⟨𝛽𝑘, 𝛽𝑘⟩

⟨𝛽𝑘, 𝛽𝑘⟩ = ۰.

و ص  ف  ر غ  ی  ر آن ع  ن  اص  ر ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در ′𝐴را = {𝛽۱, 𝛽۲,⋯ , 𝛽𝑛,⋯} م  ج  م  وع  ه ح  ال
ت  ول  ی  د ه  م 𝑉را ب  رداری ′𝐴ف  ض  ای م  ج  م  وع  ه م  ی ب  اش  ن  د. خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل پ  س ه  س  ت  ن  د. م  ت  ع  ام  د
ب  رای ف  وق س  اخ  ت ف  رآی  ن  د ط  ب  ق زی  را م  ی ک  ن  د. ت  ول  ی  د را 𝛼𝑛 ت  ا 𝛼۱ ع  ن  اص  ر 𝛽𝑛 ت  ا 𝛽۱ چ  ون م  ی ک  ن  د

:۱ ≤ 𝑚 ≤ 𝑛

𝛼𝑚 = 𝛽𝑚 +
𝑚−۱

𝑗=۱

⟨𝛼𝑛, 𝛽𝑗⟩
⟨𝛽𝑗, 𝛽𝑗⟩

𝛽𝑗.

ای  ن ص  ورت در .𝛾𝑛 =
𝛽𝑛
‖𝛽𝑛‖

′𝐴ب  گ  ی  ری  د پ  ای  ه ک  ردن ی  ک  ه ای ب  رای

ℬ = {𝛾۱, 𝛾۲,⋯ , 𝛾𝑛,⋯}

اس  ت. ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک

ب  رداری ف  ض  ای ب  رای ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه 𝐴ی  ک = {۱, 𝑥, 𝑥۲} پ  ای  ه از .۸ . ۶ م  ث  ال

𝑉 = 𝑓 ∶ [۰, ۱] → ℝ ∶ ۳ درج  ه از ک  م  ت  ر چ  ن  دج  م  ل  ه ای 𝑓

ب  س  ازی  د.

ب  گ  ی  ری  د: ح  ل.

𝛽۱ = ۱

𝛽۲ = 𝑥 −
⟨𝑥, ۱⟩
⟨۱, ۱⟩ ۱ = 𝑥 −

۱/۲
۱
= 𝑥 − ۱

۲

𝛽۳ = 𝑥۲ −
⟨𝑥۲, ۱⟩
⟨۱, ۱⟩ −

⟨𝑥۲, 𝑥 − ۱/۲⟩
⟨𝑥 − ۱/۲, 𝑥 − ۱/۲⟩(𝑥 −

۱
۲
) = 𝑥۲ − ۱

۳
− (𝑥 − ۱

۲
)

𝛽۳ = 𝑥۲ − 𝑥 +
۱
۶
.
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داری  م: ،𝛾𝑛 =
𝛽𝑛
‖𝛽𝑛‖

ده  ی  م ق  رار اگ  ر ح  ال

𝛾۱ = ۱, 𝛾۲ = ۲√۳(𝑥 −
۱
۲
), 𝛾۳ = ۶√۵(𝑥۲ − 𝑥 +

۱
۶
)

ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه و

ℬ = ۱, ۲√۳(𝑥 −
۱
۲
), ۶√۵(𝑥۲ − 𝑥 +

۱
۶
)

م  ی ش  ود. ح  اص  ل

۲ . ۶ ت  م  ری  ن

ℝ۳ ب  رای ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک {(۱, ۱, ۰), (۱, ۰, ۱), (۰, ۱, ۱)} پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۱
ب  س  ازی  د.

ب  رداری ف  ض  ای ب  رای ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک {۱, 𝑥 + ۱, 𝑥۲ − ۱} پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۲
ب  س  ازی  د. [−۱, ۱] دام  ن  ه ب  ا ۳ از ک  م  ت  ر درج  ه از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا

م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک {(۱, ۱, ۰, ۰), (۱, ۰, ۱, ۰), (۰, ۰, ۱, −۱), (۱, ۱, ۱, ۱)} پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۳
ℝ۴ب  س  ازی  د. ب  رای ی  ک  ه ای

ف  ض  ای ب  رای ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک {۱, sin 𝑥, sin 𝑥 + cos 𝑥} پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۴
ب  س  ازی  د. ⟨۱, sin 𝑥, cos 𝑥⟩ ش  ده ت  ول  ی  د ب  رداری

را داخ  ل  ی ض  رب [۰, ۱] دام  ن  ه ب  ا ۳ از ک  م  ت  ر درج  ه از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ه  ا ب  رداری ف  ض  ای روی . ۵
{۱, 𝑥, 𝑥۲} پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫۱

۰
𝑥𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥ب  ه ص  ورت

ب  س  ازی  د. آن ب  رای ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک

ب  ا ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک [۰, 𝜋] دام  ن  ه ب  ا ⟨۱, sin 𝑥, 𝑥⟩ ش  ده ت  ول  ی  د ب  رداری ف  ض  ای ب  رای . ۶
ب  س  ازی  د. {۱, 𝑥, sin 𝑥} پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده
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خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل ۳ . ۶

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را خ  ط  ی م  ج  ه  ول 𝑛 و 𝑚م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ی  ک

𝑎۱۱𝑥۱ + 𝑎۱۲𝑥۲ +⋯+ 𝑎۱𝑛𝑥𝑛 = 𝑏۱
𝑎۲۱𝑥۱ + 𝑎۲۲𝑥۲ +⋯+ 𝑎۲𝑛𝑥𝑛 = 𝑏۲

⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑚۱𝑥۱ + 𝑎𝑚۲𝑥۲ +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

اس  ت. ن  م  ای  ش ق  اب  ل زی  ر ب  ه ص  ورت دس  ت  گ  اه ای  ن

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎۱۱
𝑎۲۱
⋮
𝑎𝑚۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑥۱ +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎۱۲
𝑎۲۲
⋮
𝑎𝑚۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑥۲ +⋯+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎۱𝑛
𝑎۲𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑥𝑛 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑏۱
𝑏۲
⋮
𝑏𝑚

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

اس  ت ج  واب دارای ف  وق خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه و م  ی گ  وی  ن  د ب  رداری ب  رداری ت  س  اوی ب  ه ای  ن

ق  اب  ل

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎۱𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⋯و ،

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎۱۲
⋮
𝑎𝑚۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

،

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎۱۱
⋮
𝑎𝑚۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ب  ردار 𝑛 از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ی ب  ه ص  ورت

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑏۱
⋮
𝑏𝑚

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ب  ردار اگ  ر

ب  اش  د. ن  م  ای  ش
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑏۱
⋮
𝑏𝑚

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ن  م  ای  ش ای  ن ص  ورت در ب  اش  ن  د خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ض  رای  ب، ب  ردار 𝑛ای  ن 𝑚و = 𝑛 اگ  ر ال  ف:

ب  ه ص  ورت را دس  ت  گ  اه آن ص  ورت  ی ک  ه در اس  ت. م  ق  دور ی  گ  ان  ه ب  ه ص  ورت ب  ردار 𝑛ای  ن ح  س  ب ب  ر
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ی  ع  ن  ی: ب  ن  وی  س  ی  م م  ات  ری  س  ی
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎۱۱ 𝑎۱۲ ⋯ 𝑎۱𝑛
𝑎۲۱ 𝑎۲۲ ⋯ 𝑎۲𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛۱ 𝑎𝑛۲ ⋯ 𝑎𝑛𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥۱
𝑥۲
⋮
𝑥𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑏۱
𝑏۲
⋮
𝑏𝑚

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ی  ا 𝐴𝑥 = 𝑏

اس  ت. ی  گ  ان  ه ج  واب ای  ن 𝑥 = 𝐴−۱𝑏 و اس  ت م  ات  ری  س𝐴م  ع  ک  وس پ  ذی  ر ای  ن ص  ورت در

خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ض  رای  ب ب  ردار 𝑚وق  ت  ی ک  ه = 𝑛ح  ال  ت ب  رای ی  ا 𝑚و ≠ 𝑛 ص  ورت  ی ک  ه در ب:
ب  اش  د. داش  ت  ه ی  گ  ان  ه ج  واب ح  ت  ی و ج  واب ف  اق  د ی  ا ج  واب ب  ی  ن  ه  ای  ت اس  ت م  م  ک  ن دس  ت  گ  اه ن  ب  اش  د

اس  ت. م  ف  ی  د ه  م ال  ف ح  ال  ت ب  رای ک  ه م  ی ده  ی  م ارائ  ه ح  ال  ت ای  ن ب  رای ح  ل روش ی  ک زی  ر در
م  ی س  ازی  م. را م  ات  ری  س𝐵زی  ر 𝑏 ب  ردار م  ات  ری  س𝐴و از اس  ت  ف  اده ب  ا

𝐵 = 𝐴 𝑏 =

𝑥۱ 𝑥۲ ⋯ 𝑥𝑛 𝑏
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑎۱۱ 𝑎۱۲ ⋯ 𝑎۱𝑛 𝑏۱
𝑎۲۱ 𝑎۲۲ ⋯ 𝑎۲𝑛 𝑏۲
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑎𝑚۱ 𝑎𝑚۲ ⋯ 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚

ه  م  ان  ی م  ات  ری  س س  ت  ون ه  ای ب  ه چ  پ س  م  ت از را م  ات  ری  س ای  ن س  ت  ون ه  ای زی  ر ع  م  ل  ی  ات ب  ا
م  ی ک  ن  ی  م. ت  ب  دی  ل

س  ط  ر. دو ج  ای ت  ع  وی  ض . ۱

ص  ف  ر. غ  ی  ر ع  دد ی  ک در س  ط  ر ی  ک ض  رب . ۲

دی  گ  ر. س  ط  ر ب  ه س  ط  ر ی  ک از م  ض  رب  ی اف  زودن . ۳

آن. ب  الای م  ج  ه  ول ت  ع  وی  ض ب  ا ه  م  راه س  ت  ون دو ج  ای ت  ع  وی  ض . ۴
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را ۱ ع  دد اب  ت  دا س  ت  ون ای  ن در و م  ی س  ازی  م را چ  پ س  م  ت س  ت  ون اول  ی  ن اب  ت  دا ای  ن ک  ار ب  رای
ای  ن ک  ن  ی  د. ت  ق  س  ی  م ع  دد ای  ن ب  ر را اوّل س  ط  ر ن  ب  اش  د ص  ف  ر س  ت  ون ای  ن اوّل م  ول  ف  ه اگ  ر م  ی س  ازی  م.
پ  ای  ی  ن ت  ر س  ط  ره  ای از ی  ک  ی ب  ا را اوّل س  ط  ر ب  ود ص  ف  ر م  ول  ف  ه ای  ن اگ  ر م  ی گ  ردد. ت  ب  دی  ل ۱ ب  ه م  ول  ف  ه
از ب  ع  د ب  اش  د. داش  ت  ه ص  ف  ر غ  ی  ر م  ول  ف  ه ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  وی  ض اس  ت ص  ف  ر غ  ی  ر آن س  ت  ون ای  ن م  ول  ف  ه ک  ه
ص  ف  ر غ  ی  ر س  ت  ون ای  ن م  ول  ف  ه ک  ه پ  ای  ی  ن س  ط  ره  ای ب  ه را اوّل س  ط  ر از م  ض  رب  ی ۱ ع  دد س  اخ  ت  ن
چ  پ س  م  ت اوّل س  ت  ون ب  ه اوّل س  ت  ون ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب گ  ردد. ص  ف  ر ع  ض  و آن ت  ا ک  ن  ی  د اض  اف  ه اس  ت
غ  ی  ر دوم س  ت  ون س  اخ  ت  ن ب  ه ن  وب  ت اوّل س  ت  ون س  اخ  ت  ن از ب  ع  د م  ی گ  ردد. ت  ب  دی  ل واح  د م  ات  ری  س
غ  ی  ر م  رب  وط م  ول  ف  ه اگ  ر م  ی س  ازی  م. را ۱ ع  دد اب  ت  دا دوم س  ت  ون س  اخ  ت  ن ب  رای م  ی رس  د. ص  ف  ر
ص  ف  ر م  ول  ف  ه ای  ن اگ  ر ش  ود. س  اخ  ت  ه ۱ ع  دد ت  ا ک  ن  ی  د ت  ق  س  ی  م ع  دد ای  ن ب  ر را دوم س  ط  ر ب  اش  د ص  ف  ر
ت  ع  وی  ض اس  ت ص  ف  ر غ  ی  ر آن دوم س  ت  ون م  ول  ف  ه ک  ه آن پ  ای  ی  ن س  ط  ر ی  ک ب  ا را س  ط  ر ای  ن ب  اش  د
م  ول  ف  ه ه  ای دی  گ  ر س  ط  ر ب  ه دوم س  ط  ر از م  ض  رب  ی اف  زودن ب  ا ۱ ع  دد س  اخ  ت  ن از ب  ع  د ک  ن  ی  د.
ب  رای ب  ود ص  ف  ر ع  ن  اص  ر ک  ل  ی  ه دوم س  ت  ون در چ  ن  ان  چ  ه م  ی ش  ود. س  اخ  ت  ه س  ت  ون ای  ن ص  ف  ر
دارد ص  ف  ر غ  ی  ر م  ول  ف  ه ی  ک ح  داق  ل ک  ه ب  ع  دی س  ت  ون ه  ای از ی  ک  ی ب  ا را س  ت  ون ای  ن ۱ ع  دد داش  ت  ن
م  ش  اب  ه  اً دوم س  ت  ون ش  دن ت  ک  م  ی  ل از ب  ع  د ک  ن  ی  د. ع  وض آن  ه  ا ب  الای م  ج  ه  ول ه  ای ب  ا ه  م  راه
ن  ب  اش  د. م  وج  ود واح  د م  ات  ری  س س  ت  ون س  اخ  ت  ن ام  ک  ان ج  ای  ی ک  ه ت  ا ب  س  ازی  د را ب  ع  دی س  ت  ون ه  ای
س  ط  ره  ای و س  اخ  ت را ۱ ع  دد ب  ای  د ک  ه س  ط  ری در ی  ا و رس  ی  ده ای  م 𝑏 س  ت  ون ب  ه ی  ا ای  ن ص  ورت در
ع  م  ل  ی  ات ای  ن ص  ورت در داری  م. ق  رار ن  دارن  د، ص  ف  ر غ  ی  ر م  ول  ف  ه س  ت  ون ای  ن از ب  ع  د آن ب  ع  دی

اس  ت. ش  ده ت  ب  دی  ل ′𝐵زی  ر م  ات  ری  س م  ات  ری  س𝐵ب  ه م  ی گ  ردد. م  ت  وق  ف

𝐵′ =

𝑥۱ 𝑥۲ ⋯ 𝑥𝑗 𝑥𝑗+۱ ⋯ 𝑥𝑛 𝑏
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

۱ ۰ ⋯ ۰ ★۱,𝑗+۱ ⋯ ★۱,𝑛 𝑏′۱
۰ ۱ ⋯ ۰ ★۲,𝑗+۱ ⋯ ★۲,𝑛 𝑏′۲
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
۰ ۰ ۰ ۱ ★𝑗,𝑗+۱ ⋯ ★𝑗,𝑛 𝑏′𝑗
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ⋯ ۰ 𝑏′𝑗+۱
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ۰ ⋱ ۰ ⋮
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ⋯ ۰ 𝑏′𝑚
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ن  دارد. ج  واب دس  ت  گ  اه ب  اش  د ص  ف  ر غ  ی  ر 𝑏′𝑚ه  ا ت  ا 𝑏′𝑗+۱ از ی  ک  ی اگ  ر ال  ف:

ای  ن در ب  اش  د ن  داش  ت  ه وج  ود 𝐵′ م  ات  ری  س ★در ه  ی  چ و ب  اش  ن  د ص  ف  ر 𝑏′𝑚 ت  ا 𝑏′𝑗+۱ ه  م  ه اگ  ر ب:
اس  ت. 𝑥 = 𝑏′ ج  واب آن و دارد ی  گ  ان  ه ج  واب دس  ت  گ  اه 𝑚و = 𝑛 ع  م  لاً ح  ال  ت

وج  ود 𝐵′ م  ات  ری  س در ب  خ  ش★  ب  ه م  رب  وط ب  ل  وک و ب  اش  ن  د ص  ف  ر 𝑏′𝑚 ت  ا 𝑏′𝑗+۱ ه  م  ه اگ  ر ج:
ب  ه م  رب  وط ب  ل  وک از س  ت  ون ه  ر ب  ه ازاء و دارد ج  واب ب  ی  ن  ه  ای  ت دس  ت  گ  اه ای  ن ص  ورت در ب  اش  د داش  ت  ه
م  ول  ف  ه ه  ای ی  ع  ن  ی م  ی ش  ود. ظ  اه  ر ج  واب در دل  خ  واه پ  ارام  ت  ر ب  ه ع  ن  وان آن ★م  ج  ه  ول م  ن  ط  ق  ه
ب  ه ع  ن  وان 𝑥𝑛 ت  ا 𝑥𝑗+۱ آن ه  ا در ک  ه م  ی ب  اش  د زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑥 = (𝑥۱, 𝑥۲,⋯ , 𝑥𝑗)ج  واب ه  ای

م  ی ب  اش  ن  د. دل  خ  واه پ  ارام  ت  ر

𝑥۱ = 𝑏۱ −★۱,𝑗+۱ ⋅ 𝑥𝑗+۱ −⋯ −★𝑛,𝑗+۱ ⋅ 𝑥𝑛
𝑥۲ = 𝑏۲ −★۲,𝑗+۱ ⋅ 𝑥𝑗+۱ −⋯ −★𝑛,𝑗+۱ ⋅ 𝑥𝑛
⋮

𝑥𝑗 = 𝑏𝑗 −★𝑗,𝑗+۱ ⋅ 𝑥𝑗+۱ −⋯ −★𝑛,𝑗+۱ ⋅ 𝑥𝑛

اس  ت. 𝐵ه  م دس  ت  گ  اه ج  واب ،𝐵′ دس  ت  گ  اه ج  واب .۸ . ۶ خ  اص  ی  ت

روی از ف  وق ع  م  ل  ی  ات از ی  ک ه  ر از ب  ع  د ک  ه م  ع  ادلات  ی دس  ت  گ  اه ده  ی  م ن  ش  ان ک  اف  ی  س  ت ع  ل  ت.
ه  م  ان ی  ا م  ع  ادل آن از ق  ب  ل م  ات  ری  س م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ب  ا م  ی آی  د ب  ه دس  ت ن  ت  ی  ج  ه م  ات  ری  س

دارد. را ج  واب

دس  ت  گ  اه پ  س اس  ت. آن ب  ه واب  س  ت  ه م  ع  ادل  ه دو ج  ای ت  ع  وی  ض م  ع  ادل س  ط  ر دو ج  ای ت  ع  وی  ض . ۱
دارن  د. ی  ک  س  ان ج  واب پ  س اس  ت. ق  ب  ل  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ه  م  ان ج  دی  د م  ع  ادلات

ه  م  ان در س  ط  ر آن ب  ه واب  س  ت  ه م  ع  ادل  ه ض  رب م  ع  ادل ص  ف  ر غ  ی  ر ع  دد ی  ک در س  ط  ر ی  ک ض  رب . ۲
دو ج  واب ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. ی  ک  س  ان م  ع  ادل  ه دو ای  ن ج  واب پ  س اس  ت. ص  ف  ر غ  ی  ر ع  دد

اس  ت. ی  ک  س  ان واب  س  ت  ه دس  ت  گ  اه
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م  ع  ادل  ه آن از م  ض  رب ه  م  ان اف  زودن ب  ا م  ع  ادل دی  گ  ر س  ط  ر ب  ه س  ط  ر ی  ک از م  ض  رب  ی اف  زودن . ۳
دس  ت  گ  اه م  ع  ادل  ه دو ای  ن ج  واب ای  ن ص  ورت در اس  ت. دی  گ  ر س  ط  ر آن ب  ه واب  س  ت  ه م  ع  ادل  ه ب  ه
ج  واب ن  ی  ز ع  م  ل ای  ن در پ  س اس  ت. ی  ک  س  ان آن  ه  ا م  ت  ن  اظ  ر م  ع  ادل  ه دو ج  واب ب  ا ج  دی  د

اس  ت. ی  ک  س  ان ق  ب  ل  ی دس  ت  گ  اه ج  واب ب  ا ج  دی  د دس  ت  گ  اه

ه  م  راه م  ج  ه  ول دو ت  ع  وی  ض ب  ا م  ع  ادل آن  ه  ا ب  الای م  ج  ه  ول ب  ا ه  م  راه س  ت  ون دو م  ح  ل ت  ع  وی  ض . ۴
دس  ت  گ  اه ه  م  ان دق  ی  ق  ا ج  دی  د م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ای  ن اس  ت. م  ع  ادلات ت  م  ام در آن  ه  ا ض  ری  ب ب  ا
ج  واب پ  س اس  ت. ی  ک  س  ان ق  ب  ل  ی دس  ت  گ  اه ج  واب ب  ا ج  دی  د ج  واب پ  س اس  ت. ق  ب  ل  ی

اس  ت. 𝐵ی  ک  ی ب  ه واب  س  ت  ه دس  ت  گ  اه ج  واب ′𝐵ب  ا م  ات  ری  س ب  ه واب  س  ت  ه دس  ت  گ  اه

ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ای  ن ای  ن ص  ورت در 𝑏 = ۰ 𝑚و < 𝑛 اگ  ر .۹ . ۶ ن  ت  ی  ج  ه
دارد.

زی  ر خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۹ . ۶ م  ث  ال

𝑥۱ + ۲𝑥۲ + ۳𝑥۳ + ۴𝑥۴ = ۱

𝑥۱ − 𝑥۲ + 𝑥۳ − 𝑥۴ = ۲

𝑥۱ + 𝑥۲ + 𝑥۳ + 𝑥۴ = ۴.

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را ب  ع  دی ع  م  ل  ی  ات م  ات  ری  س𝐵و ح  ل.

𝐵 =

𝑥۱ 𝑥۲ 𝑥۳ 𝑥۴ 𝑏
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

۱ ۲ ۳ ۴ ۱
۱ −۱ ۱ −۱ ۲
۱ ۱ ۱ ۱ ۴



خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل . ۳ . ۶۴۰۹

م  ی ک  ن  ی  م. ع  وض را دوم و اوّل س  ط  ر ج  ای

𝑥۱ 𝑥۲ 𝑥۳ 𝑥۴ 𝑏
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

۱ −۱ ۱ −۱ ۲
۱ ۲ ۳ ۴ ۱
۱ ۱ ۱ ۱ ۴

م  ی ک  ن  ی  م. اض  اف  ه دی  گ  ر س  ط  ره  ای ب  ه را اوّل س  ط  ر م  ن  ف  ی

𝑥۱ 𝑥۲ 𝑥۳ 𝑥۴ 𝑏
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

۱ −۱ ۱ −۱ ۲
۰ ۳ ۲ ۵ −۱
۰ ۲ ۰ ۲ ۲

م  ی ک  ن  ی  م. ک  م را دوم از س  وم س  ط  ر

𝑥۱ 𝑥۲ 𝑥۳ 𝑥۴ 𝑏
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

۱ −۱ ۱ −۱ ۲
۰ ۰ ۲ ۳ −۳
۰ ۲ ۰ ۲ ۲

ک  ن  ی  م ک  م س  وم س  ط  ر از را دوم س  ط  ر ب  راب  ر ۲ ه  م  چ  ن  ی  ن و ک  ن  ی  م اض  اف  ه اوّل س  ط  ر ب  ه را دوم س  ط  ر
م  ی ش  ود. ن  ت  ی  ج  ه

𝑥۱ 𝑥۲ 𝑥۳ 𝑥۴ 𝑏
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

۱ ۰ ۳ ۲ −۱
۰ ۱ ۲ ۳ −۳
۰ ۰ −۴ −۴ ۸



م  ات  ری  س ه  ا۴۱۰ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ق  س  ی  م −۴ ب  ر را س  وم س  ط  ر

𝑥۱ 𝑥۲ 𝑥۳ 𝑥۴ 𝑏
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

۱ ۰ ۳ ۲ −۱
۰ ۱ ۲ ۳ −۳
۰ ۰ ۱ ۱ −۲

ب  ه دس  ت ک  ن  ی  م ک  م اوّل س  ط  ر از را س  وم س  ط  ر ب  راب  ر ۳ و دوم س  ط  ر از را س  وم س  ط  ر ب  راب  ر ۲
م  ی آوری  م:

𝐵′ =

𝑥۱ 𝑥۲ 𝑥۳ 𝑥۴ 𝑏
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

۱ ۰ ۰ −۱ ۵
۰ ۱ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱ −۲

.

′𝐵م  ی ش  ود: ب  ه واب  س  ت  ه دس  ت  گ  اه پ  س

𝑥۱ − 𝑥۴ = ۵

𝑥۲ + 𝑥۴ = ۱

𝑥۳ + 𝑥۴ = −۲

⟹

𝑥۱ = 𝑥۴ + ۵

𝑥۲ = −𝑥۴ + ۱

𝑥۳ = −𝑥۴ − ۲.

.𝑥۴ = 𝑡 ب  گ  ی  ری  د ب  اش  د. م  ی ت  وان  د ع  ددی ه  ر 𝑥۴ پ  س

𝑥۱ = 𝑡 + ۵

𝑥۲ = −𝑡 + ۱

𝑥۳ = −𝑡 − ۲.

⟹

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑡 + ۵
−𝑡 + ۱
−𝑡 − ۲
𝑡

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 𝑡

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
−۱
−۱
۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۵
۱
−۲
۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

𝐴𝑥 = 𝑏خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه در م  ج  ه  ولات ت  ع  داد و م  ع  ادلات ت  ع  داد ک  ه ح  ال  ت  ی در
ب  اش  د، det𝐴 ≠ ۰ ب  ا 𝑛 م  رت  ب  ه از م  ات  ری  س𝐴م  رب  ع دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ب  اش  د، ب  راب  ر ه  م ب  ا



خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل . ۳ . ۶۴۱۱

ط  رف  ی  ن ض  رب از ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. م  وج  ود آن م  ع  ک  وس م  ات  ری  س 𝐴−۱ی  ع  ن  ی درای  ن ص  ورت
م  ی آوری  م 𝐴−۱ب  ه دس  ت در ج  پ از م  ع  ادل  ه ای  ن

𝐴−۱(𝐴𝑥) = 𝐴−۱𝑏

ی  ا
𝑥 = 𝐴−۱𝑏

.

زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۰ . ۶ م  ث  ال

𝑥۱ + ۲𝑥۲ + ۳𝑥۳ = ۱

۴𝑥۱ + ۵𝑥۲ + ۶𝑥۳ = ۲

۷𝑥۱ + ۸𝑥۲ + ۹𝑥۳ = ۳.

م  ی ش  ود: ت  ب  دی  ل زی  ر دس  ت  گ  اه ب  ه ب  ن  وی  س  ی  م، م  ات  ری  س  ی ب  ه ص  ورت را دس  ت  گ  اه ای  ن اگ  ر ح  ل.
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶
۷ ۸ ۸

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۲
۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

اس  ت زی  ر م  ع  ک  وس م  ات  ری  س دارای و ۱ . ۶ م  ات  ری  س𝐴ب  خ  ش م  ات  ری  س𝐴ه  م  ان پ  س

𝐴−۱ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۸
۳

۸
۳ −۱

۱۰
۳ − ۱۳

۳ ۲
−۱ ۲ −۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت ف  وق ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا دس  ت  گ  اه ای  ن ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۸
۳

۸
۳ −۱

۱۰
۳ − ۱۳

۳ ۲
−۱ ۲ −۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۲
۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۸
۳ +

۱۶
۳ − ۳

۱۰
۳ −

۲۶
۳ + ۶

−۱ + ۴ − ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.



م  ات  ری  س ه  ا۴۱۲ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

پ  س
𝑥۱ =

۱
۳
, 𝑥۲ =

۲
۳
, 𝑥۳ = ۰.

دارد. ش  ه  رت ک  رام  ر دس  ت  ور ب  ه ک  ه اس  ت ن  م  وده ب  ی  ان زی  ر ب  ه ص  ورت را ح  ل روش ای  ن ک  رام  ر
دس  ت  گ  اه ح  ل ب  رای ب  اش  د. det𝐴 ≠ ۰ ب  ا 𝑛 م  رت  ب  ه از م  رب  ع م  ات  ری  س 𝐴ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض
ب  ا 𝑏 ب  ردار ک  ردن ج  ای  گ  زی  ن از ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در م  ات  ری  س  ی 𝐴𝑗را 𝐴𝑥م  ات  ری  س = 𝑏م  ع  ادلات
از م  ع  ادل  ه ای  ن 𝑥𝑛 ت  ا 𝑥۱ م  ج  ه  ول ه  ای درای  ن ص  ورت آی  د. م  ی م  ات  ری  س𝐴ب  ه دس  ت 𝑗 ام س  ت  ون

م  ی آی  ن  د: ب  ه دس  ت زی  ر ف  رم  ول

𝑥𝑗 =
det𝐴𝑗
det𝐴 , 𝑗 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛

𝐴−۱ن  م  ی ب  اش  د. م  ح  اس  ب  ه ب  ا ن  ی  ازی ای  ن  ج  ا در ک  ن  ی  د ت  وج  ه

ک  ن  ی  د. ح  ل ک  رام  ر دس  ت  ور ب  ا را اخ  ی  ر م  ث  ال م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .۱۱ . ۶ م  ث  ال

ک  ه ک  ردی  م م  ح  اس  ب  ه ۱ . ۶ ب  خ  ش در را 𝐴دت  رم  ی  ن  ان =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۲ ۳
۴ ۵ ۶
۷ ۸ ۸

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

م  ات  ری  س ب  رای ح  ل.

درن  ت  ی  ج  ه .det𝐴 = ۳ آم  د ب  ه دس  ت

𝑥۱ =
۱
۳





۱ ۲ ۳
۲ ۵ ۶
۳ ۸ ۸




= ۱

۳





۱ ۲ ۰
۲ ۵ ۰
۳ ۸ −۱




= − ۱

۳
(۵ − ۴) = − ۱

۳

𝑥۲ =
۱
۳





۱ ۱ ۳
۴ ۲ ۶
۷ ۳ ۸




= ۱

۳





۱ ۱ ۰
۴ ۲ ۰
۷ ۳ −۱




= −۱

۳
(۲ − ۴) = ۲

۳

𝑥۳ =
۱
۳





۱ ۲ ۱
۴ ۵ ۲
۷ ۸ ۳




= ۱

۳





۱ ۰ ۰
۴ −۳ −۲
۷ −۶ −۴




= ۱

۳
(۱۲ − ۱۲) = ۰.



خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل . ۳ . ۶۴۱۳

۳ . ۶ ت  م  ری  ن

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

. ۱
𝑥۱ + 𝑥۲ + ۲𝑥۳ = ۹

𝑥۱ − 𝑥۲ + 𝑥۳ = ۲

۳𝑥۱ − 𝑥۲ + ۴𝑥۳ = ۱۳.

. ۲
۳𝑥۱ − ۲𝑥۲ + 𝑥۳ = ۶

𝑥۱ + 𝑥۲ − 𝑥۳ = −۱

𝑥۱ + 𝑥۲ + 𝑥۳ = ۱

۵𝑥۱ + 𝑥۲ + ۲𝑥۳ = ۶.

. ۳
۳𝑥۱ − 𝑥۲ + 𝑥۳ − 𝑥۴ = ۰

۲𝑥۱ + 𝑥۲ + ۲𝑥۳ + 𝑥۴ = ۱۴

۳𝑥۱ − ۲𝑥۲ + 𝑥۳ + 𝑥۴ = ۶.

. ۴
۴𝑥۱ − ۳𝑥۲ + ۲𝑥۳ + 𝑥۴ = ۴

۲𝑥۱ − 𝑥۲ + ۳𝑥۳ + ۲𝑥۴ = ۶

𝑥۱ + ۲𝑥۲ + ۳𝑥۳ − 𝑥۴ = ۵

− ۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ − ۳𝑥۳ + 𝑥۴ = −۲.



م  ات  ری  س ه  ا۴۱۴ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

از اس  ت  ف  اده ب  ا ه  م و س  ت  ون ه  ا و س  ط  ره  ا روی ع  م  ل  ی  ات روش ب  ا ه  م را زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه . ۵
ک  ن  ی  د. ح  ل ک  رام  ر دس  ت  ور ب  ا ه  م و م  ع  ک  وس م  ات  ری  س روش

. ۶
۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ + ۴𝑥۳ = ۲

− 𝑥۱ + ۳𝑥۲ = −۳

۵𝑥۲ + ۲𝑥۳ = ۵.

. ۷
− ۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = ۷

۴𝑥۲ + ۲𝑥۳ = −۵

۲𝑥۱ + 𝑥۳ = ۴

آن ک  ارب  رد ه  ای و م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ه  ای ج  ردن ف  رم  ۴ . ۶
از ف  رم ه  ا ای  ن اس  ت. م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ه  ای ب  رای ج  ردن ف  رم ه  ای م  ع  رف  ی ب  خ  ش ای  ن از ه  دف
اس  ت. ی  گ  ان  ه و م  ی ش  ود س  اخ  ت  ه م  ات  ری  س آن ب  رای م  ات  ری  س ه  ر وی  ژه ب  رداره  ای و وی  ژه م  ق  ادی  ر
س  اده ت  ر ن  ظ  ری ب  ح  ث ه  ای و آس  ان ت  ر م  ح  اس  ب  ه ک  اره  ای ه  م م  ات  ری  س ه  ا ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا

م  ی گ  ردد. ام  ک  ان پ  ذی  ر

اس  ت. م  خ  ت  ل  ط) (ی  ا ح  ق  ی  ق  ی 𝑛 × 𝑛م  ات  ری  س 𝐴ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض م  ش  خ  ص  ه: چ  ن  دج  م  ل  ه ای
چ  ن  دج  م  ل  ه ای را اس  ت 𝜆ح  س  ب ب  ر 𝑛 درج  ه از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ی  ک ک  ه را det(𝐴 − 𝜆𝐼)

م  ات  ری  س𝐴گ  وی  ن  د. م  ش  خ  ص  ه

م  ات  ری  س وی  ژه م  ق  دار ی  ک ی  ا و خ  اص م  ق  دار ی  ک را م  ش  خ  ص  ه ری  ش  ه ه  ای از ی  ک ه  ر وی  ژه: م  ق  ادی  ر
𝐴گ  وی  ن  د.

م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ه  ر م  ات  ری  س𝐴ب  اش  د وی  ژه م  ق  دار ی  ک 𝜆۱ اگ  ر وی  ژه: ب  ردار
𝜆۱گ  وی  ن  د. وی  ژه م  ق  دار ب  ه م  ات  ری  س𝐴واب  س  ت  ه وی  ژه ب  ردار ی  ک را (𝐴 − 𝜆۱𝐼)𝑥 = ۰ ج  ب  ری



آن ک  ارب  رد ه  ای و م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ه  ای ج  ردن ف  رم  . ۴ . ۶۴۱۵

اس  ت م  م  ک  ن ک  ه اس  ت وی  ژه م  ق  دار 𝑛دارای 𝑛 × 𝑛م  ات  ری  س ه  ر (۱ .۱۰ . ۶ خ  اص  ی  ت
ب  اش  د. م  خ  ت  ل  ط ی  ا و ح  ق  ی  ق  ی ت  ک  راری،

اس  ت. خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل وی  ژه ب  ردار ی  ک دارای ح  داق  ل وی  ژه م  ق  دار ه  ر (۲

ق  ض  ی  ه ط  ب  ق پ  س اس  ت. 𝑛 درج  ه از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ی  ک م  ش  خ  ص  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای (۱ ع  ل  ت.
ب  اش  د. م  خ  ت  ل  ط ی  ا و ح  ق  ی  ق  ی ت  ک  راری، اس  ت م  م  ک  ن ک  ه اس  ت ری  ش  ه 𝑛دارای گ  اوس

غ  ی  ر ج  واب ی  ک ح  داق  ل (𝐴 − 𝜆۱𝐼)𝑥 = ۰ دس  ت  گ  اه det(𝐴پ  س − 𝜆۱𝐼) = ۰ چ  ون (۲
دارد. 𝑥۱ م  ان  ن  د ص  ف  ر

گ  وی  ی  م م  ت  ق  ارن را 𝐴 م  ان  ن  د ،𝑛 × 𝑛 م  ات  ری  س م  ت  ق  ارن: م  ات  ری  س
ب  رای 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 آن گ  اه ب  اش  د 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) اگ  ر ی  ع  ن  ی ب  اش  د. 𝐴 = 𝐴𝑇 اگ  ر

ب  اش  د. م  ت  ق  ارن اص  ل  ی ق  ط  ر ب  ه ن  س  ب  ت م  ات  ری  س ع  ن  اص  ر ی  ا .۱ ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛

ن  ش  ان ℝ𝑛 ب  ا ℝ روی را م  ول  ف  ه ای 𝑛 ب  رداری ف  ض  ای :ℝ𝑛 ب  رداری ف  ض  ای
م  ی ده  ن  د.

𝑦 = و 𝑥 = (𝑥۱, 𝑥۲,⋯ , 𝑥𝑛) و 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 اگ  ر :ℝ𝑛 روی داخ  ل  ی ض  رب
⟨𝑥, 𝑦⟩ = ∑𝑛

𝑖=۱ 𝑥𝑖𝑦𝑖 ب  ه ص  ورت را ℝ𝑛 روی داخ  ل  ی ض  رب ب  اش  د (𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛)
گ  وی  ن  د. 𝑥 ط  ول را ‖𝑥‖ = √⟨𝑥, 𝑥⟩ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی ک  ی  ن  م. ت  ع  ری  ف

ح  ق  ی  ق  ی ان  د. اع  داد م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک وی  ژه م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه (۱ .۱۱ . ۶ خ  اص  ی  ت

ح  ق  ی  ق  ی ان  د. م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک وی  ژه  ب  رداره  ای ک  ل  ی  ه (۲

دارد. وج  ود خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل وی  ژه ب  ردار 𝑘 آن ب  رای ش  ود ت  ک  رار ب  ار 𝑘 وی  ژه م  ق  دار ی  ک اگ  ر (۳

ع  م  ودان  د. ب  ره  م ف  وق داخ  ل  ی ض  رب ب  ه ن  س  ب  ت م  ت  ف  اوت وی  ژه م  ق  ادی  ر وی  ژه ب  رداره  ای (۴
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را م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک وی  ژه ب  رداره  ای م  ی ت  وان گ  رام-اش  م  ی  ت ف  رآی  ن  د از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ذک  ر.
خ  ود وی  ژه م  ق  ادی  ر وی  ژه ب  ردار ه  م ب  از ش  ده ی  ک  ه ای ب  رداره  ای ب  ه ط  وری ک  ه ک  رد، ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د
ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د ج  داگ  ان  ه را خ  اص م  ق  دار ه  ر وی  ژه ب  رداره  ای ک  اف  ی  س  ت ای  ن ک  ار ب  رای ب  اش  ن  د.

ک  ن  ی  م.

را وی  ژه ب  رداره  ای و ب  ه دس  ت را زی  ر م  ات  ری  س وی  ژه ب  رداره  ای و وی  ژه م  ق  ادی  ر .۱۲ . ۶ م  ث  ال
آوری  د. در ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د ب  ه ص  ورت

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ک  ن  ی  م. م  ح  اس  ب  ه را وی  ژه م  ق  ادی  ر اب  ت  دا ح  ل.

det(𝐴 − 𝜆𝐼) =




−𝜆 ۱ ۱
۱ −𝜆 ۱
۱ ۱ −𝜆




= −(۱ + 𝜆)(𝜆۲ − 𝜆 − ۲) = ۰

⟹ 𝜆 = −۱, −۱, ۲.

:𝜆 = −۱ وی  ژه ⎡ب  ردار
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۱ ۱
۱ ۱ ۱
۱ ۱ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜉۱
𝜉۲
𝜉۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ۰

ک  ن  د. ص  دق زی  ر م  ع  ادل  ه در م  ی ب  ای  س  ت  ی ج  واب پ  س

𝜉۱ + 𝜉۲ + 𝜉۳ = ۰

پ  س

𝜉 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۰
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑡 +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰
۱
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑠.
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زی  ر ب  ه ص  ورت خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل وی  ژه ب  ردار دو پ  س اس  ت، ۲ م  رت  ب  ه از وی  ژه م  ق  دار ی  ک 𝜆 = −۱
دارد.

𝜉(۱) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۰
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

و 𝜉(۲) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰
۱
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

:𝜆 = ۲ وی  ژه ⎡ب  ردار
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۲ ۱ ۱
۱ −۲ ۱
۱ ۱ −۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜉۱
𝜉۲
𝜉۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ۰

اس  ت. زی  ر م  ع  ادل  ه دو ج  واب وی  ژه ب  ردار پ  س

− ۲𝜉۱ + 𝜉۲ + 𝜉۳ = ۰

𝜉۱ − ۲𝜉۲ + 𝜉۳ = ۰
⟹

− ۲𝜉۱ + 𝜉۲ = −𝜉۳
۲𝜉۱ − ۴𝜉۲ = −۲𝜉۳

داری  م: ف  وق م  ع  ادل  ه دو ج  م  ع ب  ا

−۳𝜉۲ = −۳𝜉۳ ⟹ 𝜉۲ = 𝜉۳.

م  ی ده  ی  م. ق  رار ف  وق م  ع  ادلات از ی  ک  ی در را 𝜉۲ = 𝜉۳ ح  ال

۲𝜉۱ − ۴𝜉۲ = −۲𝜉۳ ⟹ ۲𝜉۱ − ۴𝜉۳ = −۲𝜉۳ ⟹ 𝜉۱ = 𝜉۳.

و 𝜉۱ = 𝜉۳ پ  س

𝜉(۳) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۱
۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑡.

از ع  ب  ارت ان  د وی  ژه ب  ردار س  ه پ  س

𝜉(۱) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۰
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

و 𝜉(۲) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰
۱
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

و 𝜉(۳) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۱
۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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م  ی ک  ن  ی  م. ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د را ب  ردار س  ه ای  ن ح  ال

𝛽۱ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۰
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝛽۲ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰
۱
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− ۱
۲

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۰
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− ۱
۲
۱
− ۱
۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝛾۱ =
۱

√۲

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۰
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝛾۲ = 

۲
۳

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− ۱
۲
۱
− ۱
۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝛾۳ =

۱

√۳

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۱
۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

اس  ت. ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ℬی  ک = {𝛾۱, 𝛾۲, 𝛾۳}ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

داری  م. را زی  ر 𝐴خ  اص  ی  ت ،𝑛 × 𝑛 م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س م  ورد در

𝜆𝑛و 𝜆۱ت  ا وی  ژه م  ق  ادی  ر 𝐴دارای ،𝑛 × 𝑛م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ک  ن  ی  د ف  رض .۱۲ . ۶ خ  اص  ی  ت
م  ات  ری  س ه  ای ب  رای آن گ  اه ان  د. ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د ک  ه ب  اش  د 𝑢𝑛 ت  ا 𝑢۱ آن  ه  ا ب  ه واب  س  ت  ه وی  ژه ب  ردار

𝑈 = 𝑢۱ 𝑢۲ ⋯ 𝑢𝑛 و Λ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜆۱ ۰ ⋯ ۰
۰ 𝜆۲ ⋯ ۰
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
۰ ۰ ⋯ 𝜆𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

داری  م:
𝑈𝑇𝐴𝑈 = Λ.

م  ی ده  ن  د. ن  م  ای  ش ,diag(𝜆۱ن  ی  ز 𝜆۲,⋯ , 𝜆𝑛)ب  ه ص  ورت ق  ط  ریΛرا م  ات  ری  س
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پ  س: 𝜆𝑘اس  ت. وی  ژه م  ق  دار وی  ژه ب  ردار 𝑢𝑘 ع  ل  ت.

𝐴𝑢۱ = 𝜆۱𝑢۱
𝐴𝑢۲ = 𝜆۲𝑢۲
⋮

𝐴𝑢𝑛 = 𝜆𝑛𝑢𝑛
پ  س

𝐴𝑈 = 𝑈Λ.

ب  ه ع  لاوه 𝑈−۱اس  ت، م  ع  ک  وس م  ات  ری  س 𝑈دارای م  ات  ری  س پ  س ی  ک  ه ان  د م  ت  ع  ام  د 𝑢𝑛 ت  ا 𝑢۱ چ  ون
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت اخ  ی  ر ت  س  اوی از ن  ت  ی  ج  ه در .𝑈−۱ = 𝑈𝑇

𝑈𝑇𝐴𝑈 = Λ.

م  ات  ری  س𝐴گ  وی  ن  د. ج  ردن ف  رم م  ات  ری  سΛرا .۱۳ . ۶ ت  ع  ری  ف

ت  ا 𝑢۱ ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د وی  ژه ب  ردار ه  ای از 𝑈ک  ه 𝐴م  ات  ری  س ج  ردن م  ات  ری  س ک  ارب  رد در ت  ذک  ر.
اس  ت  ف  اده م  ت  غ  ی  ره  ا ت  غ  ی  ی  ر ب  رای م  ات  ری  س ای  ن از دارد. اس  اس  ی ن  ق  ش اس  ت ش  ده ت  ش  ک  ی  ل 𝑢𝑛

Λم  ی ش  ود. ج  ردن م  ات  ری  س ح  ض  ور ب  ه م  ن  ج  ر ف  وق ب  ه ص  ورت آن اث  ر و م  ی گ  ردد

م  ات  ری  س ب  رای ۱۲ . ۶ م  ث  ال در .۱۳ . ۶ م  ث  ال

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

آوردی  م: ب  ه دس  ت
𝜆۱ = −۱, 𝜆۲ = −۱, 𝜆۱ = ۲.
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و

𝑢۱ =
۱

√۲

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۰
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑢۲ = 

۲
۳

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− ۱
۲
۱
− ۱
۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑢۳ =

۱

√۳

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۱
۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

پ  س

𝑈 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
√۲

− ۱
√۶

۱
√۳

۰ ۲
√۶

۱
√۳

− ۱
√۲

− ۱
√۶

۱
√۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Λ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۱ ۰ ۰
۰ −۱ ۰
۰ ۰ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

داری  م: م  ات  ری  س ه  ا ای  ن ب  رای پ  س

𝑈𝑇𝐴𝑈 = Λ.

دس  ت  گ  اه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۱۴ . ۶ م  ث  ال
𝑦′۱ = 𝑦۲ + 𝑦۳
𝑦′۲ = 𝑦۱ + 𝑦۳
𝑦′۳ = 𝑦۱ + 𝑦۲

.

ن  وش  ت. م  ی ت  وان زی  ر م  ات  ری  س  ی ب  ه ص  ورت را دس  ت  گ  اه ای  ن ح  ل.
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦′۱
𝑦′۲
𝑦′۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦۱
𝑦۲
𝑦۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ی  ا 𝑌′ = 𝐴𝑌.

ای  ن ص  ورت در .𝑌 = 𝑈𝑍 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝑈𝑍′ = 𝐴𝑈𝑍 ⟹ 𝑍′ = 𝑈−۱𝐴𝑈𝑍 = 𝑈𝑇𝐴𝑈𝑍 = Λ𝑍.

⎡پ  س
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑧′۱
𝑧′۲
𝑧′۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۱ ۰ ۰
۰ −۱ ۰
۰ ۰ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑧۱
𝑧۲
𝑧۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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𝑧′۱ = −𝑧۱
𝑧′۲ = −𝑧۲
𝑧′۳ = ۲𝑧۳

⟹

𝑧۱ = 𝐶۱𝑒−𝑥

𝑧۲ = 𝐶۲𝑒−𝑥

𝑧۳ = 𝐶۳𝑒۲𝑥
ی  ا

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑧۱
𝑧۲
𝑧۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐶۱𝑒−𝑥

𝐶۲𝑒−𝑥

𝐶۳𝑒۲𝑥

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

ن  ت  ی  ج  ه در
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦۱
𝑦۲
𝑦۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 𝑌 = 𝑈𝑍 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
√۲

− ۱
√۶

۱
√۳

۰ ۲
√۶

۱
√۳

− ۱
√۲

− ۱
√۶

۱
√۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐶۱𝑒−𝑥

𝐶۲𝑒−𝑥

𝐶۳𝑒۲𝑥

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

پ  س
𝑦۱ =

۱

√۲
𝐶۱𝑒−𝑥 −

۱

√۶
𝐶۲𝑒−𝑥 +

۱

√۳
𝐶۳𝑒۲𝑥

𝑦۲ =
۲

√۶
𝐶۲𝑒−𝑥 +

۱

√۳
𝐶۳𝑒۲𝑥

𝑦۳ = −
۱

√۲
𝐶۱𝑒−𝑥 +

۲

√۶
𝐶۲𝑒−𝑥 +

۱

√۳
𝐶۳𝑒۲𝑥.

اس  ت  ف  اده ب  ا دوم درج  ه ف  رم ه  ای ن  م  ای  ش م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ه  ای خ  وب ک  ارب  رده  ای از ی  ک  ی
داری  م. ارت  ب  اط ای  ن در را زی  ر م  ط  ال  ب اس  ت. آن  ه  ا از

،𝑥𝑛 ت  ا 𝑥۱ م  ت  غ  ی  ر 𝑛 از دوم درج  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای :۲ درج  ه ف  رم ه  ای
،𝑥 = (𝑥۱, 𝑥۲,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛

𝐹(𝑥) =
𝑛

𝑖=۱

𝑛

𝑗=۱
𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

ℝ𝑛گ  وی  ن  د. در ۲ درج  ه ف  رم ی  ک را

گ  ردد. 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 ت  ا ن  م  ود ت  ن  ظ  ی  م ط  وری م  ی ت  وان را 𝑎𝑖𝑗ه  ا ت  ذک  ر.
ℝ۳اس  ت. در ۲ درج  ه ف  رم ی  ک زی  ر ۲ درج  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای .۱۵ . ۶ م  ث  ال

𝐹(𝑥) = ۳𝑥۲۱ + ۴𝑥۱𝑥۲ + ۵𝑥۲۲ = ۳𝑥۲۱ + ۲𝑥۱𝑥۲ + ۲𝑥۲𝑥۱ + ۵𝑥۲۲.



م  ات  ری  س ه  ا۴۲۲ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

را 𝐹(𝑥) دو درج  ه ف  رم .۱۴ . ۶ ت  ع  ری  ف

.𝑥 ≠ ۰ و 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ت  م  ام ب  رای 𝐹(𝑥) > ۰ اگ  ر گ  وی  ن  د م  ع  ی  ن م  ث  ب  ت (۱

.𝑥 ≠ ۰ و 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ت  م  ام ب  رای 𝐹(𝑥) ≥ ۰ اگ  ر گ  وی  ن  د م  ع  ی  ن ن  ی  م م  ث  ب  ت (۲

.𝑥 ≠ ۰ و 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ت  م  ام ب  رای 𝐹(𝑥) < ۰ اگ  ر گ  وی  ن  د م  ع  ی  ن م  ن  ف  ی (۳

.𝑥 ≠ ۰ و 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ت  م  ام ب  رای 𝐹(𝑥) ≤ ۰ اگ  ر گ  وی  ن  د م  ع  ی  ن ن  ی  م م  ن  ف  ی (۴

ده  د. ع  لام  ت ت  غ  ی  ی  ر 𝑥 ∈ ℝ𝑛 از م  ق  ادی  ری ب  رای 𝐹(𝑥) م  ق  دار اگ  ر گ  وی  ن  د م  ع  ی  ن ن  ا (۵

آن در ک  ه ن  وش  ت 𝐹(𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝑥 ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را 𝐹(𝑥) ،۲ درج  ه ف  رم ت  ذک  ر.

.۱ ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 ،𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) و 𝑥 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥۱
⋮
𝑥𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

،𝑥𝑇 = (𝑥۱,⋯ , 𝑥𝑛)

𝐹(𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝑥 ،۲ درج  ه ف  رم .۱۳ . ۶ خ  اص  ی  ت

ب  اش  د. 𝐴م  ث  ب  ت وی  ژه م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت م  ع  ی  ن م  ث  ب  ت (۱

ب  اش  د. م  ن  ف  ی 𝐴غ  ی  ر وی  ژه م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت م  ع  ی  ن ن  ی  م م  ث  ب  ت (۲

ب  اش  د. 𝐴م  ن  ف  ی وی  ژه م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت م  ع  ی  ن م  ن  ف  ی (۳

ب  اش  د. م  ث  ب  ت 𝐴غ  ی  ر وی  ژه م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت م  ع  ی  ن ن  ی  م م  ن  ف  ی (۴

ب  اش  د. م  ن  ف  ی دی  گ  ر ب  رخ  ی و 𝐴م  ث  ب  ت وی  ژه م  ق  ادی  ر از ب  رخ  ی اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت م  ع  ی  ن ن  ا (۵

𝑈𝑇𝐴𝑈ک  ه = Λن  وش  ت 𝑈م  ی ت  وان م  ات  ری  س از اس  ت  ف  اده ب  ا ۱۲ . ۶ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق ع  ل  ت.
م  ات  ری  س وی  ژه م  ق  ادی  ر از م  ت  ش  ک  ل ق  ط  ری Λم  ات  ری  س = diag(𝜆۱, 𝜆۲,⋯ , 𝜆𝑛) آن در

اس  ت.



آن ک  ارب  رد ه  ای و م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ه  ای ج  ردن ف  رم  . ۴ . ۶۴۲۳

ای  ن ص  ورت در ،𝑋 = 𝑈𝑌 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝐹(𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝑥 = 𝑦𝑇𝑈𝑇𝐴𝑈𝑌 = 𝑌𝑇Λ𝑌 =
𝑛

𝑖=۱
𝜆𝑖𝑦۲𝑖 = 𝐺(𝑦).

و 𝑦 ≠ ۰ 𝐺(𝑦)ب  رای > ۰ ب  ای  د .𝑥 ≠ ۰ ب  رای 𝐹(𝑥) > ۰ ب  اش  د، م  ع  ی  ن م  ث  ب  ت 𝐹(𝑥) اگ  ر (۱
.۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛ب  رای𝜆𝑖 > ۰ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ب  رق  رار ای  ن

اس  ت. اس  ت  دلال ق  اب  ل م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت ح  الات س  ای  ر

ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص را زی  ر دوم درج  ه ف  رم ن  وع .۱۶ . ۶ م  ث  ال

𝐹(𝑥) = ۳𝑥۲۱ + ۴𝑥۱𝑥۲ + 𝑥۲۲ − ۴𝑥۲𝑥۳ + ۳𝑥۲۳

داری  م: ح  ل.

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۳ ۲ ۰
۲ ۱ −۲
۰ −۲ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

م  ی ک  ن  ی  م. ح  س  اب را وی  ژه م  ق  ادی  ر ح  ال

det(𝐴 − 𝜆𝐼) =




۳ − 𝜆 ۲ ۰
۲ ۱ − 𝜆 −۲
۰ −۲ ۳ − 𝜆




=




۳ − 𝜆 ۲ ۰
۰ ۱ − 𝜆 −۲

۳ − 𝜆 −۲ ۳ − 𝜆





=




۳ − 𝜆 ۲ ۰
۰ ۱ − 𝜆 −۲
۰ −۴ ۳ − 𝜆




= (۳ − 𝜆)(۱ − 𝜆)(۳ − 𝜆) − ۸

= (۳ − 𝜆)(𝜆۲ − ۴𝜆 − ۵) = ۰

⟹ 𝜆۱ = ۳, 𝜆۲ = ۵, 𝜆۳ = −۱.

اس  ت. م  ع  ی  ن ن  ا م  ات  ری  س پ  س𝐴ی  ک



م  ات  ری  س ه  ا۴۲۴ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

را زی  ر ت  ع  ری  ف م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ب  ا آن ارت  ب  اط و ۲ درج  ه ف  رم ب  ودن م  ع  ی  ن ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا
داری  م.

را م  ات  ری  س آن ب  اش  د م  ث  ب  ت م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ی  ک وی  ژه م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه اگ  ر .۱۵ . ۶ ت  ع  ری  ف
اگ  ر گ  وی  ی  م. ن  ی  م م  ع  ی  ن م  ث  ب  ت را آن ب  اش  د م  ن  ف  ی غ  ی  ر وی  ژه م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه اگ  ر گ  وی  ی  م. م  ع  ی  ن م  ث  ب  ت
را آن ب  اش  د م  ث  ب  ت غ  ی  ر وی  ژه م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه اگ  ر و م  ع  ی  ن م  ن  ف  ی را آن ب  اش  د م  ن  ف  ی وی  ژه م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه

م  ی گ  وی  ن  د. ن  ی  م م  ع  ی  ن م  ن  ف  ی

داری  م. را م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س دو ک  ردن ق  ط  ری ه  م  زم  ان زی  ر خ  اص  ی  ت در

م  ات  ری  س ی  ک 𝐵 و م  ت  ق  ارن و 𝑛 × 𝑛م  ات  ری  س دو 𝐵 𝐴و ک  ن  ی  د ف  رض .۱۴ . ۶ خ  اص  ی  ت
ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝑆 م  ان  ن  د 𝑛 × 𝑛م  ات  ری  س آن گ  اه ب  اش  د م  ع  ی  ن م  ث  ب  ت

𝑆𝑇𝐵𝑆 = 𝐼 و 𝑆𝑇𝐴𝑆 = Λ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜆۱ ۰ ⋯ ۰
۰ 𝜆۲ ⋯ ۰
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
۰ ۰ ⋯ 𝜆𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری ′𝑄را م  ات  ری  س اب  ت  دا ع  ل  ت.

𝑄′𝑇𝐵𝑄′ = Λ′ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜆′۱ ۰ ⋯ ۰
۰ 𝜆′۲ ⋯ ۰
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
۰ ۰ ⋯ 𝜆′𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 𝐵م  ات  ری  س ج  ردن .ف  رم

ب  گ  ی  ری  د: ح  ال

۱
√Λ′

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱

𝜆
′
۱

۰ ⋯ ۰

۰ ۱

𝜆
′
۲
⋯ ۰

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
۰ ۰ ⋯ ۱

√𝜆′𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

و 𝑄 = 𝑄′ ۱
√Λ′

.



آن ک  ارب  رد ه  ای و م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ه  ای ج  ردن ف  رم  . ۴ . ۶۴۲۵

ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری م  ات  ری  س𝑃را ح  ال

𝑃𝑇𝑄𝑇𝐴𝑄𝑃 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜆۱ ۰ ⋯ ۰
۰ 𝜆۲ ⋯ ۰
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
۰ ۰ ⋯ 𝜆𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

ای  ن ص  ورت در .𝑆 = 𝑄𝑃 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝑆𝑇𝐴𝑆 = Λ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜆۱ ۰ ⋯ ۰
۰ 𝜆۲ ⋯ ۰
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
۰ ۰ ⋯ 𝜆𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑆𝑇𝐵𝑆 = 𝑃𝑇𝑄𝑇𝐵𝑄𝑃 = 𝑃𝑇 ۱
√Λ′

𝑄′𝑇𝐵𝑄′ ۱
√Λ′

𝑃

= 𝑃𝑇 ۱
√Λ′

Λ′ ۱
√Λ′

𝑃 = 𝑃𝑇 𝐼𝑃 = 𝐼 .

پ  س .𝑄𝑇𝐵𝑄 = 𝐼 دادی  م ن  ش  ان ف  وق ت  س  اوی در ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

|𝑄𝑇 | ⋅ |𝐴 − 𝜆𝐵| ⋅ |𝑄| = |𝑄𝑇𝐴𝑄 − 𝜆𝑄𝑇𝐵𝑄|

= |𝑄𝑇𝐴𝑄 − 𝜆𝐼|.

م  ات  ری  س𝑄𝑇𝐴𝑄اس  ت. وی  ژه det(𝐴م  ق  ادی  ر − 𝜆𝐵)ری  ش  ه ه  ای ب  ن  اب  رای  ن

ن  م  ای  ی  د. ق  ط  ری ه  م  زم  ان 𝐵را =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۲ ۱
۱ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 𝐴و =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ ۳
۳ ۱

⎤
م  ات  ری  س⎦⎥⎥⎥⎥⎥ دو .۱۷ . ۶ م  ث  ال

م  ی آوری  م. ب  ه دس  ت م  ات  ری  س𝐵را وی  ژه م  ق  ادی  ر اب  ت  دا ح  ل.


۲ − 𝜆 ۱
۱ ۲ − 𝜆

 = (𝜆 − ۱)۲ − ۱ = ۰ ⟹ 𝜆۱ = ۱, 𝜆۲ = ۳.



م  ات  ری  س ه  ا۴۲۶ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

:𝜆۱ = ۱ ازای ب  ه 
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ ۱
۱ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜉۱
𝜉۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = ۰ ⟹ 𝜉(۱) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑢۱ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
√۲
− ۱
√۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

:𝜆۲ = ۳ ازای ب  ه 
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−۱ ۱
۱ −۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜉۱
𝜉۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = ۰ ⟹ 𝜉(۲) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱
۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑢۲ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
√۲
۱
√۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑄′ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
√۲

۱
√۲

− ۱
√۲

۱
√۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ و Λ′ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ ۰
۰ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

پ  س

√Λ′ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ ۰
۰ √۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ و 𝑄 = 𝑄′ ۱

√Λ′
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
√۲

۱
√۶

− ۱
√۲

۱
√۶

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ن  ت  ی  ج  ه در و

𝑄𝑇𝐴𝑄 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
√۲

− ۱
√۲

۱
√۶

۱
√۶

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ ۳
۳ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
√۲

۱
√۶

− ۱
√۲

۱
√۶

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−۲ ۰
۰ ۴

۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

𝑃و =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ ۰
۰ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐼 پ  س اس  ت. ق  ط  ری ب  ه ص  ورت م  ات  ری  س ای  ن

𝑆 = 𝑃𝑄 = 𝑄 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
√۲

۱
√۶

− ۱
√۲

۱
√۶

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑆𝑇𝐴𝑆 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−۲ ۰
۰ ۴

۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ و 𝑆𝑇𝐵𝑆 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ ۰
۰ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐼 .



آن ک  ارب  رد ه  ای و م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ه  ای ج  ردن ف  رم  . ۴ . ۶۴۲۷

داش  ت  ه 𝑖 ≠ 𝑗ب  رای 𝐹(𝑥) = ∑𝑛
𝑗=۱∑

𝑛
𝑖=۱ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 دوم درج  ه ف  رم در اگ  ر .۱۶ . ۶ ت  ع  ری  ف

اس  ت. ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ص  ورت ف  رم ای  ن م  ی گ  وی  ن  د ،𝑎𝑖𝑗 = ۰ ب  اش  ی  م

ب  رخ  وردار خ  اص  ی اه  م  ی  ت از ۲ درج  ه ف  رم دو آوردن در ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ص  ورت ه  م  زم  ان
اس  ت. ارت  ب  اط ای  ن در زی  ر خ  اص  ی  ت اس  ت.

م  ع  ی  ن م  ث  ب  ت 𝐹۲(𝑥) و دو درج  ه ف  رم دو 𝐹۲(𝑥) و 𝐹۱(𝑥) ک  ن  ی  د ف  رض .۱۵ . ۶ خ  اص  ی  ت
دو ه  ر 𝑥 = 𝑆𝑥′ م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝑆 م  ان  ن  د م  ات  ری  س  ی آن گ  اه ب  اش  د.

م  ی آی  د. در ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ص  ورت ف  وق ۲ درج  ه ف  رم

𝐵ب  ن  وی  س  ی  م: 𝐴و م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا را ف  رم دو ای  ن اگ  ر ع  ل  ت.

𝐹۱(𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝑥 و 𝐹۲(𝑥) = 𝑥𝑇𝐵𝑥.

م  ان  ن  د م  ات  ری  س  ی ۱۴ . ۶ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق پ  س اس  ت. م  ع  ی  ن م  ث  ب  ت م  ات  ری  س ای  ن ص  ورت𝐵ی  ک در
و ق  ط  ری م  ات  ری  س Λی  ک آن در ک  ه 𝑆𝑇𝐵𝑆 = 𝐼 و 𝑆𝑇𝐴𝑆 = Λ ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝑆

ص  ورت ای  ن در .𝑥′ = 𝑆𝑥 ب  گ  ی  ری  د ح  ال م  ات  ری  س𝐴اس  ت. ج  ردن ف  رم ل  زوم  اً ن  ه

𝐹۱(𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝑥 = 𝑥′𝑇𝑆𝑇𝐴𝑆𝑥′ = 𝑥′𝑇Λ𝑥′ =
𝑛

𝑖=۱
𝜆𝑖𝑥′۲𝑖

و

𝐹۲(𝑥) = 𝑥𝑇𝐵𝑥 = 𝑥′𝑇𝑆𝑇𝐵𝑆𝑥′ = 𝑥′𝑇 𝐼𝑥′ =
𝑛

𝑖=۱
𝑥′۲𝑖 .

۴ . ۶ ت  م  ری  ن

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر م  ات  ری  س ه  ای از ی  ک ه  ر وی  ژه ب  رداره  ای و وی  ژه م  ق  ادی  ر . ۱



م  ات  ری  س ه  ا۴۲۸ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۳ ۲ ۰
۲ ۱ −۲
۰ −۲ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝐵آ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ −۱ ۰
−۱ ۲ ۱
۰ ۱ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ب)

آوری  د. در ج  ردن ب  ه ف  رم را زی  ر م  ات  ری  س ه  ای از ی  ک ه  ر وی  ژه ب  رداره  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۲

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ ۲
۲ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ آ)

𝐵 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ −۲ ۰
−۲ ۳ ۲
۰ ۲ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ب)

𝐶 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۲ ۱
۱ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ج)

𝐷 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۱ ۰
۱ ۱ −۱
۰ −۱ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

د)

آوری  د. در ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ص  ورت را زی  ر ۲ درج  ه ف  رم ه  ای از ی  ک ه  ر . ۳

.𝐹۱(𝑥) = 𝑥۲۱ + ۲𝑥۲۲ + 𝑥۲۳ − ۲𝑥۱𝑥۲ + ۲𝑥۲𝑥۳ آ)

.𝐹۲(𝑥) = ۲𝑥۱𝑥۲ + ۲𝑥۱𝑥۳ + ۲𝑥۲𝑥۳ ب)

.𝐹۳(𝑥) = 𝑥۲۱ + 𝑥۲۲ + ۳𝑥۲۳ − 𝑥۱𝑥۳ + ۲𝑥۲𝑥۳ ج)

.𝐹۴(𝑥) = ۵𝑥۲۱ − ۲𝑥۱𝑥۲ + ۳𝑥۲۲ + 𝑥۲۳ د)

ن  م  ای  ی  د. ق  ط  ری ه  م  زم  ان را زی  ر ش  ده داده م  ات  ری  س دو از ی  ک ه  ر . ۴

.𝐵 =
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۳ −۱
−۱ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 𝐴و =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۲ ۳
۳ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ آ)

.𝐵 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۳ ۱ ۱
۱ ۳ ۱
۱ ۱ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝐴و =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ب)

آوری  د. در ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ف  رم ه  م  زم  ان را زی  ر ش  ده داده دوخ  ط  ی ف  رم  دو از ی  ک ه  ر . ۵



م  خ  ت  ل  ط م  ات  ری  س ه  ای ج  ردن ف  رم  . ۵ . ۶۴۲۹

.𝐹۲(𝑥) = ۳𝑥۲۱ − ۲𝑥۱𝑥۲ + ۳𝑥۲۲ و 𝐹۱(𝑥) = ۲𝑥۲۱ + ۲𝑥۲۲ + 𝑥۲۳ + ۴𝑥۱𝑥۲ آ)

.𝐹۲(𝑥) = ۳𝑥۲۱ + ۳𝑥۲۲ + ۳𝑥۲۳ + ۲𝑥۱𝑥۳ + ۲𝑥۲𝑥۳ و 𝐹۱(𝑥) = ۲𝑥۱𝑥۲ + ۲𝑥۱𝑥۳ ب)

ک  ن  ی  د. ح  ل را زی  ر دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه از ی  ک ه  ر ج  ردن م  ات  ری  س از اس  ت  ف  اده ب  ا . ۶

�̇� =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۳ ۱
۱ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑥 +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑡
𝑒𝑡

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ آ)

�̇� =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑥 +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
𝑡
𝑒𝑡

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ب)

�̇� =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۲ ۳
۳ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑥 +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑒𝑡

۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ج)

�̇� =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۳ ۱ ۱
۱ ۳ ۱
۱ ۱ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑥 +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑒𝑡

𝑡
۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

د)

م  خ  ت  ل  ط م  ات  ری  س ه  ای ج  ردن ف  رم  ۵ . ۶
م  ی پ  ردازی  م. م  خ  ت  ل  ط م  ات  ری  س ه  ای ب  رای ج  ردن ف  رم ه  ای م  ع  رف  ی ب  ه ب  خ  ش ای  ن در

م  خ  ت  ل  ط اع  داد از م  ول  ف  ه 𝑛 ب  ا ℂ𝑛ب  رداره  ای و م  خ  ت  ل  ط اع  داد ℂم  ج  م  وع  ه ک  ن  ی  د ف  رض
داخ  ل  ی ض  رب ℂ𝑛ی  ک روی رویℂاس  ت. ب  رداری ف  ض  ای ℂ𝑛ی  ک ای  ن ص  ورت در ب  اش  د.

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
𝑛

𝑘=۱
𝑥𝑘𝑦𝑘, 𝑥 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥۱
⋮
𝑥𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑦 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦۱
⋮
𝑦𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ ℂ𝑛.

اس  ت. زی  ر خ  واص دارای ب  رداری ض  رب ای  ن اس  ت. 𝑦𝑘 م  خ  ت  ل  ط م  زدوج 𝑦𝑘 ای  ن ج  ا در

،𝑎, 𝑏 ∈ ℂ و 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℂ𝑛 ب  رای . ۱

⟨𝑎𝑥 + 𝑏𝑧, 𝑦⟩ = 𝑎⟨𝑥, 𝑦⟩ + 𝑏⟨𝑧, 𝑦⟩.

،𝑥, 𝑦 ∈ ℂ𝑛 ع  ض  و دو ه  ر ب  رای . ۲

⟨𝑦, 𝑥⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩.



م  ات  ری  س ه  ا۴۳۰ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

،𝑥 ∈ ℂ𝑛 ع  ض  و ه  ر ب  رای . ۳
⟨𝑥, 𝑥⟩ ≥ ۰.

.𝑥 = ۰ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ب  رق  رار ⟨𝑥, 𝑥⟩ = ۰ ت  س  اوی . ۴

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان ‖𝑥‖ ب  ا و گ  وی  ن  د 𝑥 ط  ول ,𝑥⟩√را 𝑥⟩ .۱۷ . ۶ ت  ع  ری  ف

اگ  ر گ  وی  ی  م ه  رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س ی  ک 𝐴را = (𝑎𝑖𝑗) ،𝑛 × 𝑛م  خ  ت  ل  ط م  ات  ری  س ه  رم  ی  ت  ی: م  ات  ری  س
.𝐴 = 𝐴𝑇 ی  ا 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 ،𝑖, 𝑗 ه  ر ب  رای

دارد. را م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ه  ای اس  اس  ی خ  واص ه  رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س

ح  ق  ی  ق  ی ان  د. ه  رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س ی  ک خ  اص م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه (۱ .۱۶ . ۶ خ  اص  ی  ت

م  وج  ود خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل خ  اص ب  ردار ت  ا 𝑘 آن ب  رای ب  اش  د 𝑘 م  رت  ب  ه از وی  ژه م  ق  دار 𝜆۱ی  ک اگ  ر (۲
اس  ت.

ع  م  ود ان  د. ه  م ب  ر م  ت  ف  اوت وی  ژه م  ق  ادی  ر وی  ژه ب  رداره  ای (۳

را وی  ژه م  ق  دار ه  ر وی  ژه ب  رداره  ای م  ی ت  وان گ  رام-اش  م  ی  ت روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ذک  ر.
ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د وی  ژه ب  ردار 𝑛ه  رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س ه  ر پ  س آورد. در ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د ب  ه ص  ورت

دارد.

∗𝐴ن  ش  ان ب  ا و م  ات  ری  س𝐴گ  وی  ن  د ال  ح  اق  ی م  ات  ری  س 𝐴را
𝑇

م  خ  ت  ل  ط م  ات  ری  س ال  ح  اق  ی: م  ات  ری  س
م  ی ده  ن  د.

.𝐴∗ = 𝐴−۱ داری  م ه  رم  ی  ت  ی م  ات  ری  س ه  ای ب  رای

𝐴را =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۲ ۱ + 𝑖

۱ − 𝑖 ۳

⎤
ه  رم  ی  ت  ی⎦⎥⎥⎥⎥⎥ م  ات  ری  س وی  ژه ب  رداره  ای و وی  ژه م  ق  ادی  ر .۱۸ . ۶ م  ث  ال

آوری  د. ب  ه دس  ت



م  خ  ت  ل  ط م  ات  ری  س ه  ای ج  ردن ف  رم  . ۵ . ۶۴۳۱

ح  ل.

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 
۲ − 𝜆 ۱ + 𝑖
۱ − 𝑖 ۳ − 𝜆

 = (𝜆 − ۳)(𝜆 − ۲) − ۲ = 𝜆۲ − ۵𝜆 + ۴ = ۰

⟹ 𝜆۱ = ۱, 𝜆۲ = ۴.

:𝜆۱ = ۱ ازای ب  ه 
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۱ + 𝑖
۱ − 𝑖 ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜉۱
𝜉۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = ۰ ⟹ 𝜉۱ + (۱ + 𝑖)𝜉۲ = ۰

⟹ 𝜉(۱) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ + 𝑖
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

:𝜆۲ = ۴ ازای ب  ه 
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−۲ ۱ + 𝑖
۱ − 𝑖 −۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜉۱
𝜉۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = ۰ ⟹−۲𝜉۱ + (۱ + 𝑖)𝜉۲ = ۰

⟹ 𝜉(۲) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
۱ + 𝑖
۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

م  ی پ  ردازی  م. ک  ل  ی ح  ال  ت در ج  ردن ف  رم ب  ه ب  ررس  ی اک  ن  ون
واب  س  ت  ه وی  ژه ب  ردار 𝜉 و 𝜆۱اس  ت وی  ژه م  ق  دار م  ات  ری  س𝑛×𝑛م  خ  ت  ل  ط𝐴دارای ک  ن  ی  د ف  رض

اس  ت. آن ب  ه

م  رت  ب  ه وی  ژه ب  ردار ی  ک را (𝐴 − 𝜆۱𝐼)𝜂 = 𝜉 دس  ت  گ  اه ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ه  ر .۱۸ . ۶ ت  ع  ری  ف
وی  ژه ب  ردار ی  ک را (𝐴 − 𝜆۱𝐼)𝜁 = 𝜂 دس  ت  گ  اه ص  ف  ر غ  ی  ر ج  واب ه  ر ه  م  چ  ن  ی  ن 𝜆۱گ  وی  ن  د. دوم
ب  ردار م  ی گ  ردد. ت  ع  ری  ف ب  الات  ر م  رت  ب  ه از وی  ژه ب  رداره  ای س  ای  ر اس  ت  ق  را ب  ا 𝜆۱گ  وی  ن  د. س  وم م  رت  ب  ه از

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف ی  ک م  رت  ب  ه از وی  ژه ب  ردار ن  ی  ز را 𝜉 وی  ژه
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ب  اش  د. 𝜆𝑠 ت  ا 𝜆۱ م  ت  ف  اوت وی  ژه م  ق  ادی  ر م  ات  ری  س𝐴دارای ک  ن  ی  د ف  رض .۱۷ . ۶ خ  اص  ی  ت
م  وج  ود گ  ون  اگ  ون م  رت  ب  ه از وی  ژه ب  ردار 𝑘 آن ب  رای ب  اش  د 𝑘 ت  ک  رار م  رت  ب  ه از وی  ژه م  ق  دار ی  ک اگ  ر

خ  ط  ی ان  د. 𝜆𝑠م  س  ت  ق  ل 𝜆۱ت  ا وی  ژه ب  ردار 𝑛ای  ن اس  ت.

ق  ط  ر ب  الای و 𝜆 وی  ژه م  ق  دار اص  ل  ی ق  ط  ر روی ک  ه را 𝑚زی  ر × 𝑚م  ات  ری  س .۱۹ . ۶ ت  ع  ری  ف
گ  وی  ن  د. ج  ردن م  ات  ری  س دارد، ۱ ع  دد اص  ل  ی

𝐽 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜆 ۱ ۰ ۰ ۰ ⋯ ۰
۰ 𝜆 ۱ ۰ ۰ ⋯ ۰
۰ ۰ 𝜆 ۱ ۰ ⋯ ۰
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
۰ ⋯ ۰ ۰ 𝜆 ۱ ۰
۰ ⋯ ۰ ۰ ۰ 𝜆 ۱
۰ ⋯ ۰ ۰ ۰ ۰ 𝜆

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

اگ  ر گ  وی  ن  د 𝐵م  ات  ری  س ب  ا م  ت  ش  اب  ه 𝐴را م  ان  ن  د 𝑛 × 𝑛م  رب  ع  ی م  ات  ری  س .۲۰ . ۶ ت  ع  ری  ف
.𝑃−۱𝐴𝑃 = 𝐵 ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د 𝑃م  وج  ود م  ان  ن  د م  ن  ف  رد غ  ی  ر م  ات  ری  س  ی

Λ م  ان  ن  د م  ات  ری  س ی  ک ب  ا 𝐴م  ت  ش  اب  ه م  ان  ن  د 𝑛 × 𝑛م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ه  ر .۱۸ . ۶ خ  اص  ی  ت
اس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت

Λ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑀۱ ۰ ۰ ⋯ ۰
۰ 𝑀۲ ۰ ⋯ ۰
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
۰ ⋯ ۰ 𝑀𝑠−۱ ۰
۰ ⋯ ۰ ۰ 𝑀𝑠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

ت  ع  داد از م  ات  ری  س ه  ا ای  ن ت  ع  داد اس  ت. ج  ردن م  ات  ری  س 𝑀𝑘ی  ک م  ات  ری  س ه  ای از ی  ک ه  ر
داری  م: م  ی ش  ود، داده زی  ر ب  ه ص  ورت م  ات  ری  س𝑃ک  ه ب  رای ن  ی  س  ت. ک  م  ت  ر م  ت  ف  اوت وی  ژه م  ق  ادی  ر

𝑃−۱𝐴𝑃 = Λ.
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م  ی ده  ی  م. ن  م  ای  ش Λن  ی  ز = diag[𝑀۱,⋯ ,𝑀𝑠]ب  ه ص  ورت ب  ل  وک  ی-ق  ط  ریΛرا م  ات  ری  س
ب  رداره  ای 𝜆𝑘 وی  ژه م  ق  دار ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض م  ی ش  ود. س  اخ  ت  ه زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑃م  ات  ری  س

ب  ه ص  ورت ب  ه ت  رت  ی  ب ب  الات  ر م  رت  ب  ه و وی  ژه) (ب  ردار ی  ک م  رت  ب  ه از وی  ژه

𝜉(𝑘), 𝜂(𝑘), 𝜁(𝑘),⋯

ای  ن ص  ورت در اس  ت. آم  ده ب  ه دس  ت

𝑃 = 𝜉(۱) 𝜂(۱) 𝜁(۱) ⋯ 𝜉(𝑠) 𝜂(𝑠) 𝜁(𝑠) ⋯ .

𝜆𝑠داری  م: 𝜆۱ت  ا خ  اص م  ق  ادی  ر ب  رای ع  ل  ت.

𝐴𝜉(۱) = 𝜆۱𝜉(۱)

𝐴𝜂(۱) = 𝜆۱𝜂(۱) + 𝜉(۱)

𝐴𝜁(۱) = 𝜆۱𝜁(۱) + 𝜂(۱)

⋮

𝐴𝜉(𝑠) = 𝜆𝑠𝜉(𝑠)

𝐴𝜂(𝑠) = 𝜆𝑠𝜂(𝑠) + 𝜉(𝑠)

𝐴𝜁(𝑠) = 𝜆𝑠𝜁(𝑠) + 𝜂(𝑠)

⋮

ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝐴𝜉(۱) 𝐴𝜂(۱) 𝐴𝜁(۱) ⋯ 𝐴𝜉(𝑠) 𝐴𝜂(𝑠) 𝐴𝜁(𝑠) ⋯ =

𝜆۱𝜉(۱) 𝜆۱𝜂(۱) + 𝜉(۱) ⋯ 𝜆𝑠𝜉(𝑠) 𝜆𝑠𝜂(𝑠) + 𝜉(𝑠) 𝜆𝑠𝜁(𝑠) + 𝜂(𝑠) ⋯
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م  ات  ری  س  ی ب  ه ص  ورت ی  ا

𝐴𝜉(۱) 𝜂(۱) 𝜁(۱) ⋯ 𝜉(𝑠) 𝜂(𝑠) 𝜁(𝑠) ⋯ = 𝐴𝑃

= 𝑃 ⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜆۱ ۱ ۰ ⋯ ۰ ۰ ۰ ⋯ ۰ ۰
۰ 𝜆۱ ۱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
۰ ۰ ⋱ ⋱ ۰ ۰ ۰ ⋯ ۰ ۰
⋮ ⋱ ⋱ 𝜆۱ ۱ ۰ ۰ ⋯ ۰ ۰
۰ ⋯ ۰ ۰ 𝜆۱ ۰ ۰ ⋯ ۰ ۰
۰ ⋯ ۰ ۰ ۰ 𝜆۲ ۱ ۰ ⋯ ۰
۰ ⋯ ۰ ۰ ۰ ۰ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
۰ ⋯ ۰ ۰ ۰ ⋮ ⋱ ⋱ ۱ ۰
۰ ⋯ ۰ ۰ ۰ ۰ ⋯ ۰ 𝜆𝑠 ۱
۰ ⋯ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ⋯ ۰ 𝜆𝑠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 𝑃 ⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑀۱ ۰ ۰ ⋯ ۰
۰ 𝑀۲ ۰ ⋯ ۰
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
۰ ⋯ ۰ 𝑀𝑠−۱ ۰
۰ ⋯ ۰ ۰ 𝑀𝑠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

ی  ا
𝐴𝑃 = 𝑃Λ

ی  ا
𝑃−۱𝐴𝑃 = Λ.

اس  ت. ج  ردن م  ات  ری  س ی  ک 𝑀𝑘ه  ا از ی  ک ه  ر Λو = diag[𝑀۱,⋯ ,𝑀𝑠] آن در ک  ه

م  ی رود. ب  ه ک  ار و دارد 𝑃−۱ض  رورت م  ح  اس  ب  ه ک  ارب  رد در ن  ک  ت  ه.
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آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر م  ات  ری  س ج  ردن م  ات  ری  س .۱۹ . ۶ م  ث  ال

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۱ ۱
۲ ۱ −۱
−۳ ۲ ۴

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را ح  ل م  راح  ل ح  ل.

وی  ژه: م  ق  ادی  ر م  ح  اس  ب  ه اوّل، ق  دم

det(𝐴 − 𝜆𝐼) =




۱ − 𝜆 ۱ ۱
۲ ۱ − 𝜆 −۱
−۳ ۲ ۴ − 𝜆




=




۱ − 𝜆 ۱ ۰
۲ ۱ − 𝜆 −۲ + 𝜆
−۳ ۲ ۲ − 𝜆





=




۱ − 𝜆 ۱ ۰
۲ ۱ − 𝜆 −۲ + 𝜆
−۱ ۳ − 𝜆 ۰




= (−۱)(۲ − 𝜆) 

۱ − 𝜆 ۱
−۱ ۳ − 𝜆



= (𝜆 − ۲)(۱ − 𝜆)(۳ − 𝜆) + ۱

= (𝜆 − ۲)(𝜆۲ − ۴𝜆 + ۴) = (𝜆 − ۲)۳ = ۰

⟹𝜆 = ۲, ۲, ۲.



م  ات  ری  س ه  ا۴۳۶ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

وی  ژه: ب  ردار م  ح  اس  ب  ه دوم، ق  دم

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۱ ۱ ۱
۲ −۱ −۱
−۳ ۲ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜉۱
𝜉۲
𝜉۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ۰ ⟹

−𝜉۱ + 𝜉۲ + 𝜉۳ = ۰
−۲𝜉۱ − 𝜉۲ − 𝜉۳ = ۰

⟹ 𝜉۱ = ۰, 𝜉۲ = −𝜉۳

⟹ 𝜉 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰
۱
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑡, 𝜉(۱) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰
۱
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

:۲ م  رت  ب  ه وی  ژه ب  ردار م  ح  اس  ب  ه س  وم، ق  دم

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۱ ۱ ۱
۲ −۱ −۱
−۳ ۲ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜂۱
𝜂۲
𝜂۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰
۱
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⟹
−𝜂۱ + 𝜂۲ + 𝜂۳ = ۰
۲𝜂۱ − 𝜂۲ − 𝜂۳ = ۱

⟹ 𝜂۱ = ۱, 𝜂۲ + 𝜂۳ = ۱

⟹ 𝜂(۱) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۱
۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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:۳ م  رت  ب  ه وی  ژه ب  ردار م  ح  اس  ب  ه چ  ه  ارم، ق  دم
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۱ ۱ ۱
۲ −۱ −۱
−۳ ۲ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜁۱
𝜁۲
𝜁۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۱
۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⟹
−𝜁۱ + 𝜁۲ + 𝜁۳ = ۱
۲𝜁۱ − 𝜁۲ − 𝜁۳ = ۱

⟹ 𝜁۱ = ۲, 𝜁۲ + 𝜁۳ = ۰

⟹ 𝜁(۱) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۲
۱
−۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

:𝑃−۱ م  ح  اس  ب  ه م  ات  ری  س𝑃و م  ع  رف  ی پ  ن  ج  م، ق  دم

𝑃 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۲
۱ ۱ ۱
−۱ ۰ −۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

:𝑃−۱ م  ات  ری  س م  ح  اس  ب  ه
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۲ ۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
−۱ ۰ −۱ ۰ ۰ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۲ ۱ ۰ ۰
−۱ ۰ −۱ ۰ ۰ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۲ ۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∼

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۱ ۲ ۱ ۰ ۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۰ ۱ ۰ ۰ −۱
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۲ ۱ −۱ −۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۰ ۰ − ۱
۲

۱
۲ − ۱

۲
۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۱ ۱

۲ − ۱
۲ − ۱

۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑃−۱ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− ۱
۲

۱
۲ − ۱

۲
۰ ۱ ۱
۱
۲ − ۱

۲ − ۱
۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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اس  ت. زی  ر 𝑃−۱𝐴𝑃ب  ه ص  ورت = Λه  م  چ  ن  ی  ن
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− ۱
۲

۱
۲ − ۱

۲
۰ ۱ ۱
۱
۲ − ۱

۲ − ۱
۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۱ ۱
۲ ۱ −۱
−۳ ۲ ۴

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۲
۱ ۱ ۱
−۱ ۰ −۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۲ ۱ ۰
۰ ۲ ۱
۰ ۰ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت ب  ع  دی 𝑛ف  ض  ای در را م  خ  روط  ی م  ق  ط  ع ی  ک ن  م  ای  ش ت  ذک  ر.
𝑛

𝑖=۱

𝑛

𝑗=۱
𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 +

𝑛

𝑗=۱
𝑏𝑗𝑥𝑗 = 𝐶, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖.

را م  خ  روط  ی م  ق  ط  ع ب  اش  د م  ن  ف  ی ی  ا 𝐴م  ث  ب  ت = (𝑎𝑖𝑗)م  ات  ری  س وی  ژه م  ق  ادی  ر ک  ل  ی  ه اگ  ر (۱
گ  وی  ن  د. ب  ی  ض  ی گ  ون

گ  وی  ن  د. ه  ذل  ول  ی گ  ون را آن ب  اش  د م  ن  ف  ی دی  گ  ر ب  ع  ض  ی و م  ث  ب  ت وی  ژه م  ق  ادی  ر از ب  ع  ض  ی اگ  ر (۲

گ  وی  ن  د. س  ه  م  ی گ  ون را آن ب  اش  د ص  ف  ر ب  ع  ض  ی اگ  ر (۳

𝑎𝑥۲+ ۲𝑏𝑥𝑦+𝑐𝑦۲+𝑑𝑥+𝑒𝑦 = 𝑓م  خ  روط  ی م  ق  ط  ع ن  وع ،ℝ۲ ص  ف  ح  ه در .۲۰ . ۶ م  ث  ال
ک  ن  ی  د. ت  ع  ی  ی  ن را

𝑎𝑥۲ + ۲𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦۲ + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 = 𝑓 م  ع  ادل  ه ب  ه م  رب  وط 𝐴م  ات  ری  س =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎 𝑏
𝑏 𝑐

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ح  ل.

داری  م: 𝐴ب  اش  ن  د وی  ژه 𝜆۲م  ق  ادی  ر 𝜆۱و اگ  ر اس  ت.

𝜆۱𝜆۲ = 𝑎𝑐 − 𝑏۲ و 𝜆۱ + 𝜆۲ = 𝑎 + 𝑐.

ب  ی  ض  ی گ  ون پ  س داری  م ع  لام  ت ه  م ح  ق  ی  ق  ی ری  ش  ه دو ای  ن ص  ورت در 𝑎𝑐 − 𝑏۲ > ۰ اگ  ر (۱
داری  م.

پ  س داری  م ال  ع  لام  ت م  خ  ت  ل  ف ح  ق  ی  ق  ی ری  ش  ه دو ای  ن ص  ورت در 𝑎𝑐 − 𝑏۲ < ۰ اگ  ر (۲
داری  م. ه  ذل  ول  ی گ  ون



م  خ  ت  ل  ط م  ات  ری  س ه  ای ج  ردن ف  رم  . ۵ . ۶۴۳۹

س  ه  م  ی گ  ون و اس  ت ص  ف  ر ری  ش  ه ه  ا از ی  ک  ی ای  ن ص  ورت در 𝑎 + 𝑐 ≠ ۰ و 𝑎𝑐 − 𝑏۲ = ۰ اگ  ر (۳
داری  م.

.𝑎𝑖𝑗 = ۰ ب  اش  ی  م داش  ت  ه 𝑖 ≠ 𝑗ب  رای م  خ  روط  ی م  ق  ط  ع ی  ک ن  م  ای  ش در اگ  ر .۲۱ . ۶ ت  ع  ری  ف
گ  وی  ن  د. م  خ  روط  ی م  ق  ط  ع آن ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ص  ورت را آن

۵ . ۶ ت  م  ری  ن

آوری  د. در ج  ردن ب  ه ف  رم را زی  ر م  ات  ری  س ه  ای از ی  ک ه  ر . ۱

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۲ ۲ ۱
−۷ ۴ ۲
۵ ۰ ۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

آ)

𝐵 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۰ ۱
۱ ۲ ۰
۱ ۱ ۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ب)

𝐶 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۲ −۱
۰ ۲ ۰
۱ −۲ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ج)

𝐷 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۰ ۰
۱۱ ۶ −۴ −۴
۲۲ ۱۵ −۸ −۹
−۳ −۲ ۱ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

د)

ک  ن  ی  د. ح  ل ج  ردن ف  رم از اس  ت  ف  اده ب  ا را زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه از ی  ک ه  ر . ۲
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱ ۲ −۱
۰ ۲ ۰
۱ −۲ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑥 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۲
۱
۷

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

آ)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۳ −۱
۲ ۶ −۱
−۱ ۰ −۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑥 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۳
۴
−۶

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ب)



م  ات  ری  س ه  ا۴۴۰ ج  ردن ف  رم ه  ای . ۶ ف  ص  ل

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۰ ۰
۱۱ ۶ −۴ −۴
۲۲ ۱۵ −۸ −۹
−۳ −۲ ۱ ۲

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑥 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۳
−۲
۰
۱

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ج)

�̇� =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۰ ۱ ۰
−۱ −۲ ۱
۱ −۲ ۳

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑥 +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑡
𝑒𝑡

𝑒−𝑡

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

د)

�̇� =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−۲ ۲ ۱ ۰
−۷ ۴ ۲ −۱
۵ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ −۳ ۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑥 +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
𝑡
𝑒𝑡

۰

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ه)

ک  ان  ون  ی  ک ب  ه ف  رم را آن ه  م  چ  ن  ی  ن ک  ن  ی  د. ت  ع  ی  ی  ن را زی  ر م  خ  روط  ی م  ق  اط  ع از ی  ک ه  ر ن  وع . ۳
ب  ن  وی  س  ی  د.

𝑥𝑦 = ۱ آ)

√۳𝑥𝑦 + 𝑦۲ = ۱ ب)

۵𝑥۲ − ۶𝑥𝑦 + ۵𝑦۲ = ۸ ج)

۷۳𝑥۲ + ۷۲𝑥𝑦 + ۵۲𝑦۲ + ۳۰𝑥 − ۴۰𝑦 − ۷۵ = ۰ د)

𝑥۲ − ۲𝑥𝑦 + 𝑦۲ − ۲𝑥 − ۲𝑦 − ۱ = ۰ ه)



۷ ف  ص  ل
ان  ت  ه  ای  ی ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب

را آن م  ی ت  وان ن  ظ  ر ای  ن از م  ی پ  ردازد. م  ی  ن  ی  م  م و م  اگ  زی  م  م م  س  ائ  ل م  ط  ال  ع  ه ب  ه ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب
و م  اگ  زی  م  م م  س  ائ  ل ب  ا اس  اس  ی ت  ف  اوت ش  اخ  ه ای  ن ل  ی  ک  ن دان  س  ت. ب  ه  ی  ن  ه س  ازی از ش  اخ  ه ای
ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ائ  ل در ℝ𝑛دارد. دام  ن  هٔ ب  ا م  ق  دار ح  ق  ی  ق  ی چ  ن  دم  ت  غ  ی  ره ت  واب  ع م  ی  ن  ی  م  م
خ  ود ت  اب  ع  ک ه  ر دام  ن  ه ع  ن  اص  ر داری  م. ک  ار س  ر آن  ه  ا م  ی  ن  ی  م  م و م  اگ  زی  م  م م  س  ائ  ل و ت  اب  ع  ک ه  ا
ح  س  اب ت  اری  خ  چ  ه ب  ی  ان ب  ه ۱ . ۷ ب  خ  ش در اس  ت. ت  اب  ع ی  ک خ  ود ن  ی  ز م  س  ئ  ل  ه ج  واب و ت  اب  ع ان  د
ب  خ  ش در م  ی پ  ردازی  م. گ  ردی  د، ری  اض  ی از ش  اخ  ه ای  ن پ  ی  دای  ش ب  ه م  ن  ج  ر ک  ه م  س  ائ  ل  ی و ت  غ  ی  ی  رات
ب  خ  ش ه  ای در م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی و م  ع  رف  ی را ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب در م  س  ئ  ل  ه س  اده ت  ری  ن ۲ . ۷

م  ی ده  ی  م. ت  وس  ع  ه گ  ون  اگ  ون ج  ه  ت ه  ای در را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  ع  دی

م  ث  ال ه  ا و ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب پ  ی  دای  ش ۱ . ۷
ان  ت  گ  رال و دی  ف  ران  س  ی  ل ح  س  اب پ  ی  دای  ش ب  ا ک  وت  اه ب  س  ی  ار ف  اص  ل  ه ای ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب پ  ی  دای  ش
گ  س  ت  رش اس  ت. ب  وده ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب در ط  ب  ی  ع  ی م  س  ائ  ل وج  ود ام  ر ای  ن ع  ل  ت گ  رف  ت. ص  ورت
اس  ت. پ  ذی  رف  ت  ه ص  ورت ان  ت  گ  رال و دی  ف  ران  س  ی  ل ح  س  اب گ  س  ت  رش م  وازات ب  ه ن  ی  ز ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب
ارت  ع  اش  ات، ک  لاس  ی  ک، م  ک  ان  ی  ک م  س  ائ  ل در آن ک  ارب  رد در ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب واق  ع  ی اه  م  ی  ت
م  ع  ادلات م  س  ائ  ل ت  ب  دی  ل ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. اق  ت  ص  ادی ع  ل  وم و پ  ای  ه ع  ل  وم م  س  ائ  ل و ب  ه  ی  ن  ه ک  ن  ت  رل
ای  ن ارزش ب  ر آن  ه  ا م  س  ت  ق  ی  م ح  ل و ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ائ  ل ب  ه م  رزی م  ق  ادی  ر ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل



ان  ت  ه  ای  ی۴۴۲ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

ح  س  اب در ط  ب  ی  ع  ی م  س  ئ  ل  ه چ  ن  د م  ع  رف  ی ب  ه ب  خ  ش ای  ن ادام  ه در م  ی اف  زای  د. ری  اض  ی ش  اخ  ه
م  ی پ  ردازی  م. ت  غ  ی  ی  رات

آوی  زان زن  ج  ی  ر م  س  ئ  ل  ه ال  ف:
ب  ا ان  ع  ط  اف پ  ذی  ر ک  ام  لاً ک  ه ط  ول واح  د در ث  اب  ت م  خ  ص  وص ج  رم ب  ا س  ن  گ  ی  ن و ن  ازک زن  ج  ی  ر
𝐵ک  م  ت  ر 𝐴و ف  اص  ل  ه و اس  ت آوی  زان ف  ض  ا در 𝐵 𝐴و ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را 𝐿 ط  ول
ع  ب  ارت م  س  ئ  ل  ه اس  ت. 𝑦۱ 𝐵ب  راب  ر ارت  ف  اع و 𝑦۰ 𝐴ب  راب  ر ارت  ف  اع ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. 𝐿 از

م  ی گ  ی  رد. ب  ه خ  ود ف  ض  ا در زن  ج  ی  ر ک  ه اس  ت م  ن  ح  ن  ی ی  ا ش  ک  ل ت  ع  ی  ی  ن از
م  ی  ن  ی  م  م آن پ  ت  ان  س  ی  ل ان  رژی ت  ا م  ی گ  ی  رد خ  ود ب  ه را ش  ک  ل  ی زن  ج  ی  ر ک  ه اس  ت ای  ن ب  ر ف  رض
ج  زء در ان  رژی م  ق  دار ب  اش  د ث  ق  ل ش  ت  اب 𝑔 و زن  ج  ی  ر ط  ول واح  د در م  خ  ص  وص 𝑚ج  رم اگ  ر گ  ردد.

ب  ا اس  ت ب  راب  ر زن  ج  ی  ر پ  ت  ان  س  ی  ل ان  رژی ک  ل 𝑚𝑔𝑦و 𝑑𝑠 ب  راب  ر زن  ج  ی  ر ط  ول

𝑊𝑝 = 
𝐿

۰
𝑚𝑔𝑦 𝑑𝑠. (۱ . ۷)

ت  ا زن  ج  ی  ر 𝑠 ن  ق  ط  ه ف  اص  ل  ه 𝑦(𝑠) 𝐴و ن  ق  ط  ه ت  ا را زن  ج  ی  ر م  ن  ح  ن  ی ط  ول 𝑠 ای  ن  ج  ا در ک  ن  ی  د ت  وج  ه
𝐴دارای ک  ه دارد ق  رار ط  وری دک  ارت  ی م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه ک  ن  ی  د ف  رض م  ی ده  د. ن  ش  ان را زم  ی  ن
و 𝑑𝑠 = ۱ + 𝑦′۲ ای  ن ص  ورت در اس  ت. (𝑥۱, 𝑦۱)م  خ  ت  ص  ات دارای 𝐵 و (𝑥۰, 𝑦۰)م  خ  ت  ص  ات

م  ی آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت (۱ . ۷)

𝑊𝑝 = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑚𝑔𝑦۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥. (۲ . ۷)

اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق دارای ت  اب  ع  ی 𝑦 ∶ [𝑥۰, 𝑥۱] → ℝ ک  ه اس  ت ای  ن ب  ر ف  رض ب  الا در
اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه

𝑚𝑔 م  ق  دار چ  ون گ  ردد. م  ی  ن  ی  م  م پ  ت  اس  ی  ل ان  رژی ت  ا م  ی گ  ی  رد خ  ود ب  ه را ش  ک  ل  ی زن  ج  ی  ر
پ  س گ  رف  ت. ۱ ب  راب  ر را آن ی  ا و ک  رد ص  رف ن  ظ  ر آن از م  ی ت  وان ن  دارد م  س  ئ  ه ج  واب در ت  أث  ی  ری

ک  ن  د: م  ی  ن  ی  م  م را زی  ر م  ق  دار ک  ه اس  ت م  ن  ح  ن  ی ی  ک ت  ع  ی  ی  ن از ع  ب  ارت م  س  ئ  ل  ه گ  ف  ت م  ی  ت  وان

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑦۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥. (۳ . ۷)



م  ث  ال ه  ا و ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب پ  ی  دای  ش . ۱ . ۷۴۴۳

𝑦۰(𝑥) اگ  ر ک  ه اس  ت ن  ی  ز ش  رای  ط ای  ن دارای ب  الا م  ع  ادل  ه ب  ر ع  لاوه م  س  ئ  ل  ه ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ن  م  ای  د: ص  دق زی  ر م  رزی ش  رای  ط در م  ی ب  ای  س  ت  ی ج  واب ای  ن ب  اش  د م  ط  ل  وب ج  واب

𝑦۰(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦۰(𝑥۱) = 𝑦۱. (۴ . ۷)

ک  س  ی  ن  وس ت  اب  ع ی  ک ج  واب ک  ه دی  د خ  واه  ی  م و م  ی پ  ردازی  م م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  ه ب  ع  دی ب  خ  ش  در
م  س  ئ  ل  ه ح  ل در ب  ار اول  ی  ن چ  ون ن  ام  ی  ده ان  د ن  ی  ز زن  ج  ی  ر م  ن  ح  ن  ی را م  ن  ح  ن  ی ای  ن اس  ت. ه  ذل  ول  ی

ش  د. ظ  اه  ر ب  الا

م  ق  ی  د م  ی  ن  ی  م  م دوار س  ط  ح م  س  ئ  ل  ه ب:
م  ی  ان از م  ف  روض ان  د. 𝑦۱ > ۰ و 𝑦۰ > ۰ ب  ا 𝑦 و 𝑥 ص  ف  ح  ه در (𝑥۱, 𝑦۱) و (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  ه دو
𝐿 ط  ول دارای و م  ی گ  ذرن  د ب  الا ن  ق  ط  ه دو از ک  ه [𝑥۰, 𝑥۱] دام  ن  ه ب  ا 𝑦 = 𝑓(𝑥)م  ن  ح  ن  ی ه  ای ت  م  ام
م  ح  ور ح  ول آن دوران از ح  اص  ل روی  ه ک  ه ب  ی  اب  ی  د را م  ن  ح  ن  ی آن ،𝑥۱ − 𝑥۰ < 𝑦۰ + 𝑦۱ ب  ا اس  ت

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۱ . ۷ ش  ک  ل ب  ه ب  اش  د. م  ی  ن  ی  م  م م  ق  دار دارای 𝑥 ه  ا

𝑥 ه  ا م  ح  ور ح  ول 𝑦 = 𝑓(𝑥) دوران از ح  اص  ل روی  ه :۱ . ۷ ش  ک  ل



ان  ت  ه  ای  ی۴۴۴ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

داری  م: ای  ن ص  ورت در ب  اش  د 𝑦(𝑥)م  ن  ح  ن  ی ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د روی  ه 𝐴(𝑦)م  س  اح  ت اگ  ر

𝐴(𝑦) = ۲𝜋
𝑥۱

𝑥۰
𝑦(𝑥)۱ + 𝑦′۲(𝑥) 𝑑𝑥

𝐿 = 
𝑥۱

𝑥۰ 
۱ + 𝑦′۲(𝑥) 𝑑𝑥

𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱.

(۵ . ۷)

𝐴(𝑦)را ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝑦 ∶ [𝑥۰, 𝑥۱] → ℝم  ن  ح  ن  ی ت  ع  ی  ی  ن از ع  ب  ارت م  س  ئ  ل  ه ای  ن ج  ا در
ج  واب ه  م  ان دارای م  س  ئ  ل  ه ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه ک  ن  د. ص  دق دی  گ  ر ش  رط دو در و ن  م  ای  د م  ی  ن  ی  م  م
ب  الا م  س  ئ  ل  ه ای  ن ک  ه ب  رای ک  ن  ی  د ت  وج  ه م  ی گ  وی  ن  د. ک  ان  ول  وئ  ی  د را ب  الا روی  ه اس  ت. ق  ب  ل م  س  ئ  ل  ه
و (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن ف  اص  ل  ه از 𝐿ی  ع  ن  ی ج  واب م  ن  ح  ن  ی ط  ول ب  ای  د ب  اش  د ج  واب دارای
م  س  ئ  ل  ه اس  ت 𝐿 ب  راب  ر ج  واب م  ن  ح  ن  ی ط  ول آن در ک  ه را ب  الا م  س  ئ  ل  ه دو ب  اش  د. ب  ی  ش  ت  ر (𝑥۱, 𝑦۱)

گ  وی  ن  د. م  ق  ی  د

ج  واب دارای ن  ی  ز م  اگ  زی  م  م روی  ه ب  رای 𝑦(𝑥)م  ن  ح  ن  ی ان  ت  خ  اب ب  رای ب  الا م  س  ئ  ل  ه (۱ ت  ذک  ر.
اس  ت.

م  س  ئ  ل  ه ای  ن اس  ت. ج  واب دارای ن  ی  ز م  ن  ح  ن  ی ط  ول داش  ت  ن ب  دون م  ی  ن  ی  م  م ب  رای ب  الا م  س  ئ  ل  ه (۲
م  ی آی  د. زی  ر در

ق  ی  د ب  دون م  ی  ن  ی  م  م دوار س  ط  ح م  س  ئ  ل  ه ج:
ب  ی  اب  ی  د را م  ن  ح  ن  ی آن م  ی گ  ذرد (𝑥۱, 𝑦۱) و (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  ه دو از ک  ه م  ن  ح  ن  ی ه  ا ت  م  ام م  ی  ان از

گ  ردد. م  ی  ن  ی  م  م 𝑥ه  ا م  ح  ور ح  ول دوار روی  ه س  ط  ح ک  ه
ک  ن  د. م  ی  ن  ی  م  م را 𝐴(𝑦)زی  ر ک  ه اس  ت م  ن  ح  ن  ی آن م  ط  ل  وب م  ن  ح  ن  ی

𝐴(𝑦) = ۲𝜋
𝑥۱

𝑥۰
𝑦(𝑥)۱ + 𝑦′۲(𝑥) 𝑑𝑥

𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱.
(۶ . ۷)

چ  را؟ اس  ت. ج  واب ف  اق  د م  اگ  زی  م  م روی  ه ب  رای ب  الا م  س  ئ  ل  ه ک  ه اس  ت ب  دی  ه  ی ت  ذک  ر.
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س  رس  ره م  س  ئ  ل  ه د:
آن ش  روع ن  ق  ط  ه 𝑦 و 𝑥م  خ  ت  ص  ات ص  ف  ح  ه در ک  ه ب  س  ازی  م س  رس  ره ای م  ی خ  واه  ی  م
ای  ن م  ن  ح  ن  ی ب  اش  د. 𝑦۱ < 𝑦۰ و 𝑥۰ < 𝑥۱ 𝐵ب  ا = (𝑥۱, 𝑦۱) آن ان  ت  ه  ای  ی ن  ق  ط  ه 𝐴و = (𝑥۰, 𝑦۰)
از آن روی اول  ی  ه س  رع  ت ب  دون و اص  ط  ک  اک ب  دون ح  رک  ت زم  ان ک  ه ب  ی  اب  ی  د ط  وری را س  رس  ره

ب  اش  د. م  ی  ن  ی  م  م دی  گ  ر م  م  ک  ن م  ن  ح  ن  ی ه  ای ت  م  ام ب  ه 𝐵ن  س  ب  ت 𝐴ت  ا ن  ق  ط  ه
ی  ا 𝑣 = 𝑑𝑠

𝑑𝑡 ای  ن ص  ورت در ب  اش  د ذره ح  رک  ت ت  ن  دی 𝑣 𝐴و ن  ق  ط  ه از م  س  ی  ر ق  وس ط  ول 𝑠 اگ  ر
.𝑇 = ∫𝐵

𝐴
𝑑𝑠
𝑣 از ع  ب  ارت اس  ت 𝐵 ب  ه رس  ی  دن 𝐴و از ح  رک  ت ب  رای لازم زم  ان پ  س .𝑑𝑡 = 𝑑𝑠

𝑣
ص  ف  ر اول  ی  ه س  رع  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ان  رژی ب  ق  اء اص  ل از ب  اش  د ح  رک  ت م  س  ی  ر ی  ک م  ن  ح  ن  ی 𝑦(𝑥) اگ  ر

داری  م:
۱
۲
𝑚𝑣۲ = 𝑚𝑔(𝑦۰ − 𝑦)

ی  ا اس  ت. ث  ق  ل ش  ت  اب 𝑔 و ذره 𝑚ج  رم آن در ک  ه

𝑣 = ۲𝑔(𝑦۰ − 𝑦).

پ  س: . 𝑑𝑠𝑑𝑥 = ۱ + 𝑦
′۲ ه  م  چ  ن  ی  ن،

𝑇(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰

۱ + 𝑦′۲

√۲𝑔(𝑦۰ − 𝑦)
𝑑𝑥. (۷ . ۷)

زی  ر م  رزی ش  رای  ط در و ن  م  ای  د م  ی  ن  ی  م  م را 𝑇(𝑦) ک  ه اس  ت م  ن  ح  ن  ی ی  ک م  س  ئ  ل  ه ج  واب پ  س
ک  ن  د: ص  دق

𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱. (۸ . ۷)

م  ی  ن  ی  م  م روی  هٔ م  س  ئ  ل  ه ه:
اس  ت (𝑥, 𝑦, 𝑧)ب  ع  دی س  ه ف  ض  ای در ه  م  وار و ب  س  ت  ه م  ن  ح  ن  ی 𝐶ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض
ت  م  ام م  ی  ان از اس  ت. «خ  وب» س  اده و ب  س  ت  ه م  ن  ح  ن  ی (𝑥, 𝑦) ص  ف  ح  ه در آن ت  ص  وی  ر ب  ه ط  وری ک  ه

اس  ت. م  ی  ن  ی  م  م س  ط  ح دارای ک  ه ب  ی  اب  ی  د را روی  ه 𝐶آن ل  ب  ه ب  ا م  م  ک  ن روی  ه ه  ای



ان  ت  ه  ای  ی۴۴۶ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

س  ط  ح ای  ن ص  ورت در 𝐶ب  اش  د م  رز ب  ا ه  م  وار روی  ه ی  ک ده  ن  ده ن  م  ای  ش 𝑧 = 𝑢(𝑥, 𝑦) اگ  ر
ب  ا: اس  ت ب  راب  ر آن

𝐴(𝑢) =
𝐷

۱ + 𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦. (۹ . ۷)

.𝑢
𝜕𝐷
= 𝐶 و ن  م  ای  د م  ی  ن  ی  م  م 𝐴(𝑢)را ک  ه اس  ت روی  ه ای م  س  ئ  ل  ه ج  واب پ  س

ژئ  ودزی  ک م  ن  ح  ن  ی ه  ای م  س  ئ  ل  ه و:
از دارن  د. ق  رار آن روی 𝐵 𝐴و ن  ق  ط  ه دو و (𝑥, 𝑦, 𝑧) ف  ض  ا در روی  ه 𝑀ی  ک ک  ن  ی  د ف  رض
دارای ک  ه ب  ی  اب  ی  د را م  ن  ح  ن  ی آن دارن  د روی𝑀ق  رار ک  ه 𝐵 ب  ی  ن𝐴و م  ن  ح  ن  ی ه  ای ت  م  ام م  ی  ان

اس  ت. م  ی  ن  ی  م  م ط  ول
اس  ت: زی  ر پ  ارام  ت  ری م  ع  ادلات دارای روی  ه ای  ن ک  ن  ی  د ف  رض

𝑥 = 𝑥(𝑡, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑣), 𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑣).

𝐴و ن  ق  ط  ه دو ک  ه روی𝑀ب  اش  د م  ن  ح  ن  ی ی  ک ،𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 ،𝑣 = 𝑣(𝑡) ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن
از: اس  ت ع  ب  ارت م  ط  ل  وب م  ن  ح  ن  ی م  ع  ادل  ه ای  ن ص  ورت در م  ی ن  م  ای  د. وص  ل ب  ه ه  م 𝐵را

𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑣(𝑡)) �⃗� + 𝑦(𝑡, 𝑣(𝑡)) �⃗� + 𝑧(𝑡, 𝑣(𝑡)) �⃗�, 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏.

پ  س

𝑑𝑟(𝑡) = 𝑑𝑥(𝑡) �⃗� + 𝑑𝑦(𝑡) �⃗� + 𝑑𝑧(𝑡) �⃗�

= 
𝜕𝑥
𝜕𝑡 +

𝜕𝑥
𝜕𝑣𝑣

′ �⃗� + 𝜕𝑦𝜕𝑡 +
𝜕𝑦
𝜕𝑣𝑣

′ �⃗� + 𝜕𝑧𝜕𝑡 +
𝜕𝑧
𝜕𝑣𝑣

′ �⃗� 𝑑𝑡.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

𝑑𝑠
𝑑𝑡

۲
= 𝑑𝑟𝑑𝑡 

۲
= 𝑑𝑟
𝑑𝑡 ⋅

𝑑𝑟
𝑑𝑡

= 𝑥۲𝑡 + 𝑦۲𝑡 + 𝑧۲𝑡 + ۲(𝑥𝑡𝑥𝑣 + 𝑦𝑡𝑦𝑣 + 𝑧𝑡𝑧𝑣)𝑣′ + (𝑥۲𝑣 + 𝑦۲𝑣 + 𝑧۲𝑣)(𝑣′)۲

= 𝑒 + ۲𝑓𝑣′ + 𝑔(𝑣′)۲.
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م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر 𝐵ب  ه ص  ورت ب  ی  ن𝐴و م  س  ی  ر ط  ول پ  س

𝐿(𝑣) = 
𝑏

𝑎 
𝑒 + ۲𝑓𝑣′ + 𝑔(𝑣′)۲ 𝑑𝑡. (۱۰ . ۷)

ن  م  ای  د. م  ی  ن  ی  م  م را 𝐿 ط  ول ک  ه اس  ت 𝑣 = 𝑣(𝑡) ت  اب  ع ی  اف  ت  ن ه  دف م  س  ئ  ل  ه ای  ن در ک  ن  ی  د ت  وج  ه
گ  رف  ت. خ  واه  ن  د ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد ب  ع  دی ب  خ  ش ه  ای در م  ث  ال ه  ا ای  ن

۱ . ۷ ت  م  ری  ن

ش  رای  ط و ق  ی  ود ش  ون  ده، ن  ه  ای  ی ت  اب  ع  ک ف  ق  ط زی  ر م  س  ائ  ل در
ک  ن  ی  د. ت  ع  ی  ی  ن را م  رزی

و 𝑦۰ > ۰ و 𝑥۰ < 𝑥۱ ب  ا (𝑥۱, 𝑦۱) و (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  هٔ دو (𝑥, 𝑦) ص  ف  ح  هٔ در ک  ن  ی  د ف  رض . ۱
ن  خ م  ن  ح  ن  ی اس  ت. ب  س  ت  ه ن  ق  ط  ه دو ای  ن ب  ی  ن 𝐿 ب  ه  ط  ول ب  اری  ک ن  خ  ی و 𝑦۱ > ۰

گ  ردد. م  اگ  زی  م  م آن زی  ر م  س  اح  ت ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری را 𝑦 = 𝑓(𝑥) > ۰

س  ط  ح ک  ه اس  ت ش  ده س  اخ  ت  ه ط  وری ۸ ح  ج  م ب  ا ۲ ارت  ف  اع و ۱ ق  اع  ده ه  ای ش  ع  اع ب  ا ب  ش  ک  ه ای . ۲
ب  ی  اب  ی  د. را ج  ان  ب  ی س  ط  ح ای  ن م  س  اح  ت اس  ت. م  ی  ن  ی  م  م آن ج  ان  ب  ی روی  ه

ک  ه ش  ده س  اخ  ت  ه ط  وری ۱
۲ ج  ان  ب  ی س  ط  ح ب  ا ۲ ارت  ف  اع و ۱ ق  اع  ده ه  ای ش  ع  اع ب  ا ب  ش  ک  ه ای . ۳

ب  ی  اب  ی  د. را آن ح  ج  م م  ق  دار اس  ت، م  اگ  زی  م  م آن ح  ج  م

𝑥۱) (𝑥۱, ۰) و (۰, ۰) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن 𝑦 = 𝑓(𝑥)م  ن  ح  ن  ی دوران از ح  اص  ل روی  ه ده  ی  د ن  ش  ان . ۴
ک  ره ی  ک م  اگ  زی  م  م ح  ج  م و 𝑎 ش  ده داده م  ق  دار روی  ه س  ط  ح ب  ا 𝑥ه  ا م  ح  ور دور ب  ه ن  ام  ع  ی  ن)

اس  ت.

𝑥۱) (𝑥۱, ۰) و (۰, ۰) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن 𝑦 = 𝑓(𝑥)م  ن  ح  ن  ی دوران از ح  اص  ل روی  ه ده  ی  د ن  ش  ان . ۵
اس  ت. ک  ره ی  ک م  ی  ن  ی  م  م روی  ه س  ط  ح و 𝑎ث  اب  ت ح  ج  م ب  ا 𝑥ه  ا م  ح  ور دور ب  ه ن  ام  ع  ی  ن)
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م  ن  ح  ن  ی دوران از ک  ه ب  س  ازی  م ۱ ق  اع  دهٔ ش  ع  اع و ۳ ارت  ف  اع ب  ه ه  رم  ی ش  ب  ه م  ی خ  واه  ی  م . ۶
آی  د. ب  ه دس  ت 𝑦 م  ح  ور ب  ه دور (۱, ۰) و ن  ق  اط(۰,۳) ب  ی  ن م  خ  ت  ص  ات ص  ف  ح  ه در 𝑦 = 𝑓(𝑥)
م  ی م  ان  د آن روی ب  اران ق  ط  ره ی  ک ک  ه زم  ان  ی م  دت ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری را م  ن  ح  ن  ی ای  ن

گ  ردد. م  ی  ن  ی  م  م

گ  ردد. م  ی  ن  ی  م  م آن ج  ان  ب  ی س  ط  ح ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری را م  ن  ح  ن  ی ۶ م  س  ئ  ل  هٔ در . ۷

م  ی ک  ن  د ان  ت  خ  اب را م  س  ی  ری ف  ض  ا از ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن م  س  اف  ت ط  ی ب  رای ن  ور ف  رم  ا اص  ل ط  ب  ق . ۸
ب  ه ن  ور ح  رک  ت س  رع  ت س  ی  الات در ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. م  ی  ن  ی  م  م م  س  ی  ر ای  ن ط  ی زم  ان ک  ه
ن  ور س  رع  ت ی  ا س  ی  ال ارت  ف  اع ب  ه غ  ل  ظ  ت س  ی  ال  ی در ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. واب  س  ت  ه س  ی  ال غ  ل  ظ  ت
را 𝐵 ن  ق  اط𝐴و ب  ی  ن م  س  ی  ر م  ن  ح  ن  ی س  ی  ال ای  ن در ب  اش  د. واب  س  ت  ه س  ی  ال ارت  ف  اع ب  ه ف  ق  ط

آوری  د. ب  ه دس  ت

اس  ت. م  س  ت  ق  ی  م 𝐵خ  ط 𝐴و ش  ده داده ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن ف  اص  ل  ه ک  وت  اه ت  ری  ن ده  ی  د ن  ش  ان . ۹

اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ۲ . ۷
ی  ا م  ن  ح  ن  ی آن ج  واب ه  ای ک  ه گ  ردی  د م  ط  رح م  ی  ن  ی  م  م ه  ای  ی و م  اگ  زی  م  م م  س  ائ  ل ق  ب  ل ب  خ  ش در
ی  ا و م  ش  ک  ل ان  ت  گ  رال و دی  ف  ران  س  ی  ل ح  س  اب از اس  ت  ف  اده ب  ا س  ؤالات ای  ن ب  ه پ  اس  خ ب  ودن  د. روی  ه
ح  ل ب  رای اب  زاری ب  ه ع  ن  وان ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  ع  رف  ی ب  خ  ش ای  ن از ه  دف اس  ت. م  م  ک  ن غ  ی  ر
م  س  ائ  ل اب  زار ای  ن پ  ی  چ  ی  ده ت  ری م  س  ائ  ل در م  ی ش  ون  د. م  ع  رف  ی ب  ع  داً ک  ه اس  ت م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه
پ  س ت  اب  ع ان  د. ن  ی  ز خ  ود ت  واب  ع ای  ن دام  ن  ه ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ررس  ی ت  واب  ع  ی ب  رای را م  ی  ن  ی  م  م و م  اگ  زی  م  م
ک  ن  ی  م. م  ش  خ  ص را ت  واب  ع ای  ن دام  ن  ه ب  رداری ف  ض  ای م  ی ب  ای  س  ت  ی م  س  ائ  ل ای  ن ح  ل و درک ب  رای

داری  م. را زی  ر م  ف  اه  ی  م ارت  ب  اط ای  ن در
𝐶𝑛(𝐷)م  ج  م  وع  ه و ه  م  ب  ن  د و ب  از م  ج  م  وع  ه ی  ع  ن  ی م  ی  دان 𝐷ی  ک ⊂ ℝ𝑛 ک  ن  ی  د ف  رض
ب  رای 𝐷اس  ت. در پ  ی  وس  ت  ه 𝑛-ام م  رت  ب  هٔ م  ش  ت  ق  ات دارای ک  ه 𝐷ب  اش  د دام  ن  هٔ ب  ا ح  ق  ی  ق  ی ت  واب  ع
ای  ن ج  ا در 𝐷اس  ت. دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ح  ق  ی  ق  ی ت  واب  ع م  ج  م  وع  ه 𝐶(𝐷)ک  ه م  ی ن  وی  س  ی  م 𝑛 = ۰

𝐷اس  ت. 𝐷ب  س  ت  ار
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م  ی گ  وی  ی  م. ت  اب  ع  ک ی  ک 𝐶𝑛(𝐷)را دام  ن  ه ب  ا ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ه  ر .۱ . ۷ ت  ع  ری  ف

ن  س  ب  ت را آن م  ن  ح  ن  ی ط  ول 𝑦 = 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ب  ه ک  ه 𝐿 ∶ 𝐶([𝑎, 𝑏]) → ℝ ت  اب  ع .۱ . ۷ م  ث  ال
اس  ت. ت  اب  ع  ک ی  ک م  ی ده  د

از ح  اص  ل روی  ه س  ط  ح 𝑦 = 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ب  ه ک  ه 𝐿 ∶ 𝐶([𝑎, 𝑏]) → ℝ ت  اب  ع .۲ . ۷ م  ث  ال
اس  ت. ت  اب  ع  ک ی  ک م  ی ده  د ن  س  ب  ت را 𝑦 م  ح  ور ح  ول ت  اب  ع ای  ن دوران

م  ق  دار 𝑦 = 𝑓(𝑥) ت  اب  ع ب  ه ک  ه 𝐿 ∶ 𝐶𝑛[−۱, ۱]) → ℝ ت  اب  ع .۳ . ۷ م  ث  ال
اس  ت. ت  اب  ع  ک ی  ک م  ی ده  د ن  س  ب  ت 𝑁(𝑓)را = ∑𝑛

𝑖=۰ 𝑓(𝑖)(۰)

دی  گ  ری 𝑦 ه  ر ب  رای اگ  ر اس  ت 𝑦۰ در م  اگ  زی  م  م دارای 𝐽 ت  اب  ع  ک م  ی گ  وی  ی  م .۲ . ۷ ت  ع  ری  ف
اگ  ر اس  ت م  ی  ن  ی  م  م دارای 𝑦۰ در 𝐽 ت  اب  ع  ک م  ی گ  وی  ی  م .𝐽(𝑦) ≤ 𝐽(𝑦۰) ب  اش  ی  م داش  ت  ه 𝑦۰ ن  زدی  ک

ب  اش  د. م  اگ  زی  م  م دارای 𝑦۰ 𝐽−در

ب  ا ه  م  راه ان  ت  گ  رال ب  ه ص  ورت ک  ردی  م، م  ط  رح م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان ق  ب  ل  ی ب  خ  ش در ک  ه ت  اب  ع  ک ه  ای  ی
ک  ه اس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ق  ی  د ب  دون و س  اده ت  ری  ن آن ه  ا اس  ت. ب  وده ق  ی  د و م  رزی ش  رای  ط

ک  ن  ی  م. ت  ع  ی  ی  ن را زی  ر ت  اب  ع  ک ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م) ی  ا و (م  اگ  زی  م  م ن  ه  ای  ی 𝑦(𝑥) ت  اب  ع ب  ای  س  ت  ی
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝐽(𝑦) = ∫
𝑥۱
𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥

𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱.

گ  وی  ن  د. ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه س  اده ت  ری  ن را م  س  ئ  ل  ه ای  ن
اس  اس  ی ل  م ب  ه ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ب  ی  ان را اس  اس  ی خ  اص  ی  ت ی  ک م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  ررس  ی ب  رای

اس  ت. م  ش  ه  ور دوب  وی  س-ری  م  ون  د ل  م ی  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب

ی  ک 𝑔 ∶ [𝑥۰, 𝑥۱] → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض دوب  وی  س-ری  م  ون  د). (ل  م ۱ . ۷ خ  اص  ی  ت
پ  ی  وس  ت  هٔ اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای ت  اب  ع ه  ر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع
∫𝑥۱
𝑥۰
𝑔(𝑥)𝜂(𝑥) 𝑑𝑥 = ۰ ب  اش  ی  م داش  ت  ه 𝜂(𝑥۱) = ۰ و 𝜂(𝑥۰) = ۰ ب  ا 𝜂 ∶ [𝑥۰, 𝑥۱] → ℝ

.𝑔 ≡ ۰ آن  گ  اه



ان  ت  ه  ای  ی۴۵۰ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

.𝑔(𝑥′) ≠ ۰ ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝑥′ ∈ [𝑥۰, 𝑥۱] ن  ب  اش  د درس  ت ل  م ای  ن اگ  ر ع  ل  ت.
اس  ت م  وج  ود [𝑥۰, 𝑥۱] از [𝑥′۱ , 𝑥′۲] ب  ازهٔ زی  ر ای  ن ص  ورت در .𝑔(𝑥′) > ۰ ک  ن  ی  د ف  رض

ب  گ  ی  ری  د: ح  ال .𝑔(𝑥) > ۰ آن روی ب  ه ط  وری ک  ه

𝜂(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

۰ 𝑥 ∈ [𝑥۰, 𝑥۱] ⧵ [𝑥′۱ , 𝑥′۲]

(𝑥 − 𝑥′۱)۲(𝑥 − 𝑥′۲)۲ 𝑥 ∈ [𝑥′۱ , 𝑥′۲].
(۱۱ . ۷)

داری  م: م  ی ک  ن  د ص  دق ب  الا ش  رای  ط در ک  ه 𝜂ای  ن ب  رای


𝑥۱

𝑥۰
𝑔(𝑥)𝜂(𝑥) 𝑑𝑥 = 

𝑥۱

𝑥۰
(𝑥 − 𝑥′۱)۲(𝑥 − 𝑥′۲)۲𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

دل  ی  ل اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه اس  ت، م  ث  ب  ت ب  الا ان  ت  گ  رال م  ق  دار پ  س [𝑥′۱ , 𝑥′۲]روی 𝑔 > ۰ چ  ون
اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل 𝑔(𝑥′) < ۰ ب  رای م  ش  اب  ه

ای  ن ص  ورت در ب  گ  ی  ری  م ۲𝑛 ع  دد ۲ ب  ه ج  ای را ت  وان ه  ا ف  وق 𝜂 ت  اب  ع در اگ  ر ک  ن  ی  د ت  وج  ه ت  ذک  ر.
در ن  ی  ز ۲𝑛 − ۱ م  رت  ب  ه ت  ا آن م  ش  ت  ق  ات ک  ل  ی  ه ک  ه اس  ت پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ب  ار ۲𝑛 − ۱ ،𝜂(𝑥) ت  اب  ع

ک  ن  ن  د. ص  دق ص  ف  ر م  رزی ش  رای  ط

ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه س  اده ت  ری  ن ت  ا آم  اده ای  م اک  ن  ون
ب  اش  د: زی  ر ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ک ی  ک 𝐽 ∶ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥 (۱۲ . ۷)

ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. 𝑦′ و 𝑦 ،𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑓 آن در ک  ه
ان  ت  ه  ای  ی ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه اس  ت. ش  ده داده 𝑦۰, 𝑦۱ ∈ ℝث  اب  ت م  ق  دار دو ک  ن  ی  د
𝐽 و 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ ،𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱ ب  ه ط  وری ک  ه 𝑦 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱])ت  ع  ی  ی  ن از اس  ت ع  ب  ارت ث  اب  ت

ب  اش  د. 𝑦 در م  ی  ن  ی  م  م) ی  ا و (م  اگ  زی  م  م ن  ه  ای  ی م  ق  دار ی  ک دارای
در اس  ت. م  اگ  زی  م  م م  ق  دار ی  ک م  ث  لاً ن  ه  ای  ی م  ق  دار ی  ک دارای 𝑦 در 𝐽 ک  ن  ی  د ف  رض
ص  دق 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱ و 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ م  رزی ش  رای  ط در ک  ه آن ن  زدی  ک 𝑦 ه  ر ب  رای ای  ن ص  ورت
پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ب  ا ت  اب  ع  ی 𝜂(𝑥) ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال .𝐽(𝑦) ≤ 𝐽(𝑦) داری  م ک  ن  د،
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ای  ن ص  ورت در اس  ت. ش  ده داده م  ی ک  ن  د، ص  دق 𝜂(𝑥۰) = 𝜂(𝑥۱) = ۰ ش  رای  ط در ک  ه اس  ت
ب  ه اس  ت. 𝑦ن  زدی  ک 𝑦 = 𝑦 + 𝜖𝜂 ،۰ ≤ |𝜖| < 𝜖۰ ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝜖۰ > ۰

ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۲ . ۷ ش  ک  ل

۲ . ۷ ش  ک  ل

پ  س ه  س  ت  ن  د م  ع  ی  ن 𝜂(𝑥) و 𝑦 ،𝑓 ت  اب  ع چ  ون

𝐼(𝜖) = 𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥) + 𝜖𝜂(𝑥), 𝑦′(𝑥) + 𝜖 + 𝜂′(𝑥)) 𝑑𝑥

چ  ون .𝐼(𝜖) ≤ 𝐼(۰)پ  س اس  ت ک  ن  ن  ده م  اگ  ری  م  م ت  اب  ع 𝑦(𝑥) چ  ون اس  ت. 𝜖 از ت  اب  ع  ی ف  ق  ط
ی  ا .𝑑𝐼(𝜖)𝑑𝜖 

𝜖=۰

= ۰ ب  ای  د پ  س اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝐼(𝜖)

𝑑
𝑑𝜖 

𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥) + 𝜖𝜂(𝑥), 𝑦′(𝑥) + 𝜖𝜂′(𝑥)) 𝑑𝑥 

𝜖=۰
= ۰.

پ  س اس  ت ث  اب  ت ان  ت  گ  رال ح  دود و پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق دارای 𝜖 ب  ه ن  س  ب  ت ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع چ  ون
آوری  م: ب  ه دس  ت ت  ا ک  رد ع  وض م  ی ت  وان را 𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت ان  ت  گ  رال و 𝜖 ب  ه ن  س  ب  ت م  ش  ت  ق ج  ای

𝑑𝐽
𝑑𝜖

𝜖=۰

= 
𝑥۱

𝑥۰
𝜂𝜕𝑓𝜕𝑦 + 𝜂

′ 𝜕𝑓
𝜕𝑦′

 𝑑𝑥 = ۰.



ان  ت  ه  ای  ی۴۵۲ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

𝛿𝐽(𝜂, 𝑦) ب  ا و م  ی گ  وی  ن  د 𝐽 اول ت  غ  ی  ی  رات 𝑥۱∫را
𝑥۰
𝜂𝜕𝑓𝜕𝑦 +𝜂

′ 𝜕𝑓
𝜕𝑦′  𝑑𝑥ع  ب  ارت .۳ . ۷ ت  ع  ری  ف

م  ی ده  ن  د. ن  ش  ان

ب  ه دس  ت [𝑥۰, 𝑥۱] دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ب  ا 𝜂(𝑥) ه  ر ب  رای ب  دی  ن ت  رت  ی  ب
م  ی آوری  م:

𝛿𝐽(𝜂, 𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝜂𝜕𝑓𝜕𝑦 + 𝜂

′ 𝜕𝑓
𝜕𝑦′

 𝑑𝑥 = ۰. (۱۳ . ۷)

ای  ن در گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه و ب  رد ب  ه ک  ار م  ی ت  وان م  ی  ن  ی  م  م ح  ال  ت ب  رای را م  ش  اب  ه اس  ت  دلال ک  ن  ی  د ت  وج  ه
اس  ت. ب  رق  رار ف  وق 𝜂 ه  ر ب  رای (۱۳ . ۷) ن  ی  ز ح  ال  ت

زی  ر ب  ه ص  ورت ج  ز ب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری از (۱۳ . ۷) در ان  ت  گ  رال زی  ر از 𝜂′ ح  ذف ب  رای
م  ی ک  ن  ی  م: اس  ت  ف  اده


𝑥۱

𝑥۰
𝜂′ 𝜕𝑓𝜕𝑦′ 𝑑𝑥 = 𝜂

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ 

𝑥۱

𝑥۰
−

𝑥۱

𝑥۰
𝜂 𝑑𝑑𝑥

 𝜕𝑓
𝜕𝑦′

 𝑑𝑥 = −
𝑥۱

𝑥۰
𝜂 𝑑𝑑𝑥

 𝜕𝑓
𝜕𝑦′

 𝑑𝑥

ب  ا اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده 𝜂(𝑥۰) = 𝜂(𝑥۱) = ۰ م  رزی ش  رای  ط از اخ  ی  ر ت  س  اوی در ک  ه
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت (۱۳ . ۷) در ت  س  اوی ای  ن ب  ه ک  ار گ  ی  ری

𝛿𝐽(𝜂, 𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝜕𝑓
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
 𝜕𝑓
𝜕𝑦′

𝜂 𝑑𝑥 = ۰. (۱۴ . ۷)

م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای ن  ی  ز 𝑦 و پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑦′ و 𝑦 ،𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑓 چ  ون
پ  س: اس  ت پ  ی  وس  ت  ه دوم

𝐸(𝑥) = 𝜕𝑓
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
 𝜕𝑓
𝜕𝑦′



ط  ب  ق پ  س اس  ت ب  رق  رار ف  وق ب  ه ص  ورت 𝜂 ه  ا ک  ل  ی  هٔ ب  رای (۱۴ . ۷) چ  ون اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی
𝐸(𝑥)ی  ا = ۰ ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د 𝑥 ∈ [𝑥۰, 𝑥۱] ه  ر ب  رای دوب  وی  س-ری  م  ون  د ل  م

𝜕𝑓
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
 𝜕𝑓
𝜕𝑦′

 = ۰. (۱۵ . ۷)

دارای ت  واب  ع ب  رداری ,𝐶۲([𝑥۰ف  ض  ای 𝑥۱]) آن در ک  ه داری  م را زی  ر خ  اص  ی  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب
اس  ت. [𝑥۰, 𝑥۱] دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق
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اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ک  ی 𝐽 ∶ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض .۲ . ۷ خ  اص  ی  ت

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥 (۱۶ . ۷)

𝑦 اگ  ر اس  ت. 𝑦′ و 𝑦 ،𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن
ب  ا م  س  ئ  ل  ه ج  واب ی  ک 𝑦 آن گ  اه ب  اش  د، 𝐽(𝑦)ب  رای م  ی  ن  ی  م  م، ی  ا م  اگ  زی  م  م ن  ه  ای  ی، م  ق  دار ی  ک

اس  ت: زی  ر م  رزی ش  رای  ط
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑓
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑦′  = ۰

𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱.
(۱۷ . ۷)

م  ی گ  وی  ن  د. اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  هٔ ی  ا اوی  ل  ر م  ع  ادل  هٔ را (۱۵ . ۷) م  ع  ادل  هٔ (۱ ت  ذک  ر.

گ  وی  ن  د. (۱۲ . ۷) س  اک  ن ی  ا ب  ح  ران  ی ن  ق  ط  هٔ ی  ک را (۱۷ . ۷) ج  واب ه  ر (۲

م  ی ده  د، ب  ه دس  ت را ن  ه  ای  ی م  ق  دار وج  ود ب  رای لازم ش  رط ی  ک ب  الا خ  اص  ی  ت ک  ن  ی  د ت  وج  ه (۳
ن  ب  اش  د. (۱۲ . ۷) ب  رای ن  ه  ای  ی م  ق  دار ی  ک اس  ت م  م  ک  ن (۱۷ . ۷) ج  واب ه  ر ل  ی  ک  ن

خ  ط  ی غ  ی  ر م  ع  م  ولاً ک  ه اس  ت دوم م  رت  ب  ه از ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  هٔ ی  ک (۱۷ . ۷) م  ع  ادل  هٔ (۴
داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را (۱۷ . ۷) م  ع  ادل  هٔ واق  ع در اس  ت.

 𝜕
۲𝑓

𝜕𝑦′۲
 𝑦″ +  𝜕۲𝑓

𝜕𝑦′𝜕𝑦
 𝑦′ +  𝜕۲𝑓

𝜕𝑦′𝜕𝑥 −
𝜕𝑓
𝜕𝑦
 = ۰. (۱۸ . ۷)

و 𝑥۰ < 𝑥۱ ،(𝑥۱, 𝑦۱) و (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  هٔ دو ب  ی  ن را 𝑦(𝑥) > ۰ ه  م  وار م  ن  ح  ن  ی .۴ . ۷ م  ث  ال
𝑥ه  ا م  ح  ور ب  ه دور آن دوران از ح  اص  ل روی  هٔ س  ط  ح ت  ا آوری  د ب  ه دس  ت ط  وری را 𝑦۱ > ۰ و 𝑦۰ > ۰

گ  ردد. ح  داق  ل

از: اس  ت ع  ب  ارت ،𝑥۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑥۱ ،𝑦 = 𝑦(𝑥) ت  اب  ع دوران از ح  اص  ل روی  ه س  ط  ح م  ق  دار ح  ل.

𝐽(𝑦) = ۲𝜋
𝑥۱

𝑥۰
𝑦۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥.



ان  ت  ه  ای  ی۴۵۴ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  هٔ ن  ت  ی  ج  ه در .𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = ۲𝜋𝑦۱ + 𝑦′۲ پ  س

۱ + 𝑦′۲ − 𝑑
𝑑𝑥

𝑦𝑦′

۱ + 𝑦′۲
= ۰.

م  ی آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ردن س  اده از پ  س م  ع  ادل  ه ای  ن

𝑦𝑦″ − 𝑦′۲ − ۱ = ۰.

اس  ت ن  ش  ده ظ  اه  ر م  ع  ادل  ه در ص  ری  ح ب  ه ص  ورت 𝑥 دوم م  رت  ب  ه خ  ط  ی غ  ی  ر م  ع  ادل  ه ای  ن در چ  ون
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑦″ ب  رای ای  ن ص  ورت در .𝑦′ = 𝑝 م  ی گ  ی  ری  م

𝑦″ = 𝑑𝑦′
𝑑𝑥 = 𝑑𝑝

𝑑𝑥 =
𝑑𝑝
𝑑𝑦 ⋅

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑝

𝑑𝑝
𝑑𝑦 .

م  ی آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑦 و 𝑝ح  س  ب ب  ر ب  الا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه پ  س

𝑦𝑝𝑑𝑝𝑑𝑦 − 𝑝
۲ − ۱ = ۰.

اس  ت. ح  ل ق  اب  ل م  ت  غ  ی  ره  ا ت  ف  ک  ی  ک ب  ا اول م  رت  ب  ه م  ع  ادل  ه ای  ن

𝑝𝑑𝑝
۱ + 𝑝۲ =

𝑑𝑦
𝑦 ⟹ ln(۱ + 𝑝۲) = ۲ ln(𝑦) + ln(𝑐۲۱ )

ی  ا

۱ + 𝑦′۲ = 𝑦۲𝑐۲۱ ⟹ 𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝑦۲𝑐۲۱ − ۱
− ۱
۲ .

ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب .𝑑𝑦𝑑𝑥 =
۱
𝑐۱
sinh(𝑢)𝑑𝑢𝑑𝑥 ای  ن ص  ورت در .𝑐۱𝑦 = cosh(𝑢) ب  گ  ی  ری  د ح  ال

ن  ت  ی  ج  ه در .𝑢 = 𝑐۱𝑥 + 𝑐۲ ی  ا 𝑑𝑢𝑑𝑥 = 𝑐۱ م  ی آوری  م

𝑦 = ۱
𝑐۱
cosh(𝑐۱𝑥 + 𝑐۲).

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  س  ت  ی ب  اش  د ب  رق  رار 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱ و 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ م  رزی ش  رای  ط ای  ن ک  ه ب  رای

𝑦۰ =
۱
𝑐۱
cosh(𝑐۱𝑥۰ + 𝑐۲), 𝑦۱ =

۱
𝑐۱
cosh(𝑐۱𝑥۱ + 𝑐۲).
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،𝑥۱ ،𝑥۰ م  ق  ادی  ر ح  س  ب ب  ر 𝑐۲ و 𝑐۱ م  ق  ادی  ر ج  ب  ری م  ج  ه  ول دو م  ع  ادل  ه دو ای  ن ح  ل از
از ع  ب  ارت  س  ت ج  واب 𝑦۱ = 𝑦۰ و 𝑥۱ = −𝑥۰ ح  ال  ت ب  رای اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل 𝑦۱ و 𝑦۰

.𝑦 = 𝑦۰
(𝑥۰)

cosh(𝑥)

ط  وری (۱, ۰) و (−۱, ۰) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن را 𝑦(𝑥) > ۰ م  ن  ح  ن  ی دی  دو). (م  س  ئ  ل  ه ۵ . ۷ م  ث  ال
ب  اش  د. م  اگ  زی  م  م آن زی  ر م  س  اح  ت 𝜋و ب  راب  ر آن ط  ول ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب

از: ع  ب  ارت  س  ت م  ن  ح  ن  ی ای  ن ط  ول و 𝑦(𝑥) > ۰ م  ن  ح  ن  ی ه  ر ب  رای م  س  اح  ت م  ق  دار ح  ل.

𝐽(𝑦) = 
۱

−۱
𝑦 𝑑𝑥, 𝐼(𝑦) = 

۱

−۱
۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥 = 𝜋

ط  ول ،𝑠 از ت  اب  ع  ی را 𝑦 چ  ن  ان  چ  ه .𝑦(−۱) = 𝑦(۱) = ۰ از ع  ب  ارت  س  ت م  رزی ش  رای  ط ه  م  چ  ن  ی  ن
ب  ه دس  ت (𝑑𝑠)۲ = (𝑑𝑥)۲ + (𝑑𝑦)۲ ت  س  اوی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ده  ی  م را 𝑠 ب  ه 𝑥 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر و ق  وس،

م  ی آوری  م:

𝑑𝑥 =

۱ − (𝑑𝑦𝑑𝑠 )

۲𝑑𝑠.

ن  ت  ی  ج  ه: در

𝐽(𝑦) = 
𝜋

۰
𝑦

۱ − (𝑑𝑦𝑑𝑠 )

۲𝑑𝑠, 𝐼(𝑦) = 
𝜋

۰
𝑑𝑠 = 𝜋.

م  ت  غ  ی  ر ب  رای ب  ی ق  ی  د م  س  ئ  ل  ه ب  ه 𝑥م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر ب  رای ب  الا م  ق  ی  د م  س  ئ  ل  ه ب  دی  ن ت  رت  ی  ب
م  ی گ  ردد: ت  ب  دی  ل زی  ر 𝑠م  س  ت  ق  ل

𝐽(𝑦) = 
𝜋

۰
𝑦

۱ − (𝑑𝑦𝑑𝑠 )

۲𝑑𝑠, 𝑦(۰) = ۰, 𝑦(𝜋) = 𝜋.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  س  ئ  ل  ه م  س  ئ  ل  ه، ای  ن ب  رای

۱ − �̇�۲ + 𝑦�̈� = ۰, 𝑦(−۱) = 𝑦(۱) = ۰.

در زی  ر ب  ه ص  ورت ب  الا م  ع  ادل  ه ای  ن ص  ورت در .𝑝 = �̇� ب  گ  ی  ری  د ح  ال اس  ت. ⋅ = 𝑑
𝑑𝑠 آن در ک  ه

م  ی آی  د:

۱ − 𝑝۲ + 𝑦𝑝𝑑𝑝𝑑𝑦 = ۰ ⟹ −𝑝𝑑𝑝
۱ − 𝑝۲ =

𝑑𝑦
𝑦 ⟹ ln(۱ − 𝑝۲) = ۲ ln(𝑐𝑦)

⟹ 𝑦′ = ۱ − (𝑐𝑦)۲.
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ل  ذا .𝑢 = 𝑐𝑠 + 𝑐′ ی  ا 𝑑𝑢 = 𝑐𝑑𝑠 م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑐𝑦 = sin(𝑢) گ  رف  ت  ن ب  ا
از ه  م  چ  ن  ی  ن .𝑐𝑦 = sin(𝑐𝑠 + 𝑐′)

𝑑𝑥 =

۱ − (𝑑𝑦𝑑𝑠 )

۲ 𝑑𝑠

ن  ت  ی  ج  ه در .𝑐(𝑥 − 𝑥۰) = cos(𝑐𝑠 + 𝑐′) ی  ا 𝑑𝑥 = sin(𝑐𝑠 + 𝑐′)𝑑𝑠 م  ی آوری  م ب  ه دس  ت
و 𝑐 = ۱ ،𝑥۰ = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا .(𝑥 − 𝑥۰)۲ + 𝑦۲ =

۱
𝑐۲

.𝑦 = √۱ − 𝑥۲

اوق  ات اغ  ل  ب ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه ب  ی  ان ب  ه ج  ای س  ادگ  ی ب  رای ب  ع  د ب  ه ای  ن از ت  ذک  ر.
ت  غ  ی  ی  رات  ی. م  س  ئ  ل  ه م  ی گ  وئ  ی  م

اس  ت. م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه دوم م  رت  ب  ه از دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه
آن  ه  ا ب  رای ک  ل  ی ح  ل روش و اس  ت پ  ی  چ  ی  ده ب  س  ی  ار م  ع  م  ولاً م  ع  ادلات ای  ن گ  ون  ه خ  ط  ی غ  ی  ر ح  ل
ب  ه  س  ادگ  ی آن  ه  ا ح  ل ک  ه دارن  د وج  ود م  ع  ادلات ای  ن گ  ون  ه از خ  اص  ی ح  الات ل  ی  ک  ن ن  ی  س  ت. م  وج  ود

دی  د. خ  واه  ی  م را خ  اص م  ع  ادلات ن  وع ای  ن ح  ل روش ه  ای زی  ر در م  ی گ  ی  رد. ص  ورت

ی  ع  ن  ی: ب  اش  د، ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝐽(𝑦) در ص  ری  ح ب  ه ص  ورت 𝑦 ک  ن  ی  د ف  رض :۱ ح  ال  ت

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦′) 𝑑𝑥.

اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑓 در ص  ری  ح ب  ه ص  ورت 𝑦 ک  ن  ی  د ت  وج  ه
اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ = 𝑐۱ (۱۹ . ۷)

م  رت  ب  ه ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک م  ع  ادل  ه ای  ن اس  ت. ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ث  اب  ت 𝑐۱ آن در ک  ه
اس  ت. 𝑦ب  رای اول

ح  ل ق  اب  ل 𝑦′ ب  رای (۱۹ . ۷) م  ع  ادل  ه ض  م  ن  ی ت  اب  ع ق  ض  ی  ه ط  ب  ق ، 𝜕
۲𝑓

𝜕𝑦′۲
≠ ۰ اگ  ر م  ی دان  ی  م

ح  ص  ول ق  اب  ل 𝑦 آن از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ا .𝑦′ = 𝑔(𝑥, 𝑐۱) م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب اس  ت.
اس  ت.
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اول رب  ع در (۵, ۰) و (۱, ان  ت  ه  ای  ی(۵ ن  ق  ط  ه دو ب  ا 𝑦 = 𝑦(𝑥) ه  م  وار م  ن  ح  ن  ی .۶ . ۷ م  ث  ال
دارای 𝑦ه  ا م  ح  ور ب  ه دور آن دوران از ح  اص  ل روی  ه ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری م  خ  ت  ص  ات ص  ف  ح  ه

ب  اش  د. م  م  ک  ن س  ط  ح ح  داق  ل

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر روی  ه م  س  اح  ت م  ق  دار 𝑦(𝑥)م  ن  ح  ن  ی ب  رای ح  ل.

𝐽(𝑦) = ۲𝜋
۵

۱
𝑥۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥, 𝑦(۱) = ۵, 𝑦(۵) = ۰.

پ  س: اس  ت. 𝑦 ف  اق  د ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع
𝜕
𝜕𝑦′

𝑥۱ + 𝑦′۲ = 𝑐۱.

ای  ن ص  ورت در 𝑥 = 𝑐۱ cosh(𝑢) ب  گ  ی  ری  د .𝑦′ = 𝑐۱

𝑥
۲−𝑐۲۱

ی  ا و 𝑥𝑦′

۱+𝑦′۲
= 𝑐۱ ن  ت  ی  ج  ه در

و 𝑑𝑥 = 𝑐۱ sinh(𝑢)𝑑𝑢

𝑦 = 
𝑐۱

𝑥
۲ − 𝑐۲۱

𝑑𝑥 = 𝑐۱𝑑𝑢 = 𝑐۱𝑢 + 𝑐۲.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

𝑦 = 𝑐۱ cosh
−۱( 𝑥𝑐۱

) + 𝑐۲.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ج  واب ه  ا از دس  ت  ه ای  ن در م  رزی ش  رای  ط دادن ق  رار از

۵ = 𝑐۱ cosh
−۱( ۱𝑐۱

) + 𝑐۲, ۰ = 𝑐۱ cosh
−۱( ۵𝑐۱

) + 𝑐۲.

م  ی گ  ردد. ح  اص  ل م  ط  ل  وب ج  واب 𝑐۲ و 𝑐۱ ب  رای م  ع  ادل  ه دو ای  ن ح  ل از

اس  ت. ن  ش  ده ظ  اه  ر در 𝐽(𝑦) در ص  ری  ح ب  ه ص  ورت 𝑥 م  ت  غ  ی  ر :۲ ح  ال  ت
ظ  اه  ر آن در ص  ری  ح ب  ه ط  ور 𝑥 ی  ا اس  ت 𝑥 ف  اق  د 𝑓 ی  ع  ن  ی ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع ح  ال  ت  ی ک  ه در
در م  ی گ  ردد. ت  ب  دی  ل اول م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ب  ه اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه اس  ت ن  ش  ده

داری  م. را زی  ر خ  اص  ی  ت م  ورد ای  ن
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ی  ع  ن  ی: اس  ت ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑥 م  ت  غ  ی  ر ،𝑓 در ک  ن  ی  د ف  رض .۳ . ۷ خ  اص  ی  ت

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥.

اس  ت: زی  ر م  ع  ادل  ه م  ع  ادل اول  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ای  ن ص  ورت در

𝑦′ 𝜕𝑓𝜕𝑦′ − 𝑓 = 𝐶.

اس  ت. ث  اب  ت 𝐶م  ق  داری آن در ک  ه

ای  ن ص  ورت در ک  ن  د. ن  ه  ای  ی را 𝐽(𝑦)ت  اب  ع  ک 𝑦 = 𝑦(𝑥) ک  ن  ی  د ف  رض ع  ل  ت.
𝑑
𝑑𝑥
𝑦′ 𝜕𝑓𝜕𝑦′ − 𝑓

 = 𝑦″ 𝜕𝑓𝜕𝑦′ + 𝑦
′ 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′ −

𝑦′𝜕𝑓𝜕𝑦 + 𝑦
″ 𝜕𝑓
𝜕𝑦′



= 𝑦′ 𝑑𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′ −

𝜕𝑓
𝜕𝑦
.

م  ی ک  ن  د ص  دق اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه در پ  س اس  ت. 𝐽(𝑦) ن  ه  ای  ی ک  ن  ن  ده ت  اب  ع ی  ک 𝑦(𝑥) چ  ون
ی  ع  ن  ی: اس  ت ص  ف  ر ب  راب  ر ب  الا ت  س  اوی در اخ  ی  ر م  ق  دار ی  ع  ن  ی

𝑦′ 𝜕𝑓𝜕𝑦′ − 𝑓 = 𝐶.

اس  ت. 𝑥 ف  اق  د اول م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ی  ک ک  ه

از 𝑦 = 𝑓(𝑥)م  ن  ح  ن  ی دوران از ح  اص  ل م  ی  ن  ی  م  م روی  ه م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۷ . ۷ م  ث  ال
𝑥ه  ا. م  ح  ور ح  ول (𝑥۱, 𝑦۱) ن  ق  ط  ه ت  ا (𝑥۰, 𝑦۰)ن  ق  ط  ه ی

𝑦(𝑥) ت  اب  ع ب  رای و آوردی  م ب  ه دس  ت را زی  ر ت  اب  ع  ک م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای ۴ . ۷ م  ث  ال در ح  ل.
آم  د. ب  ه دس  ت زن  ج  ی  ر م  ن  ح  ن  ی آن م  ی  ن  ی  م  م ک  ن  ن  ده

𝐽(𝑦) = ۲𝜋
𝑥۱

𝑥۰
𝑦۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥.

ک  رد. اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان ب  الا ن  ت  ی  ج  ه از پ  س اس  ت 𝑥 ف  اق  د ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع چ  ون

𝑦′ 𝜕𝑓𝜕𝑦′ − 𝑓 = 𝑦
′ 𝑦𝑦′

۱ + 𝑦′۲
− 𝑦۱ + 𝑦′۲ = 𝑦

۱ + 𝑦′۲
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داری  م: م  ن  ح  ن  ی ن  ه  ای  ی ک  ن  ن  ده ی  ک ام  ت  داد در پ  س

𝑦۲
۱ + 𝑦′۲ = 𝑐

۲
۱ ⟹ 𝑦′ =



𝑦۲
𝑐۲۱
− ۱.

اع  م  ال ب  ا 𝑐۲ و 𝑐۱ ث  اب  ت ه  ای .𝑦 = 𝑐۱ cosh(
𝑥−𝑐۲
𝑐۱
) از ع  ب  ارت  س  ت ن  ه  ای  ی ک  ن  ن  ده م  ن  ح  ن  ی پ  س

م  ی آی  ن  د. ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط

م  ی گ  وی  ن  د. ن  ی  ز ب  رن  ول  ی م  س  ئ  ل  ه را آن ک  ه س  رس  ره م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت .۸ . ۷ م  ث  ال
س  رس  ره م  س  ی  ر ط  ول ط  ی ب  رای را لازم زم  ان م  دت ۷ . ۷ ف  رم  ول در ۱ . ۷ ب  خ  ش در ح  ل.

آوردی  م: ب  ه دس  ت زی  ر ت  اب  ع  ک ب  ه ص  ورت

𝑇(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰

۱ + 𝑦′۲

√۲𝑔(𝑦۰ − 𝑦)
𝑑𝑥.

م  رزی ش  رای  ط ب  ا (𝑥, 𝑦)م  خ  ت  ص  ات دس  ت  گ  اه ب  الای  ی ن  ی  م ص  ف  ح  ه در 𝑦 = 𝑦(𝑥) آن در ک  ه
𝑧ای  ن ص  ورت در ،𝑦۰ − 𝑦 = 𝑧 ب  گ  ی  ری  د س  ادگ  ی ب  رای اس  ت. واق  ع 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱ و 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰

ن  م  ای  د: م  ی  ن  ی  م  م را زی  ر ت  اب  ع  ک م  ی ب  ای  س  ت  ی

𝐽(𝑧) = 
𝑥۱

𝑥۰

√۱ + 𝑧′۲
𝑧 𝑑𝑥.

ب  ای  د ب  الا خ  اص  ی  ت ط  ب  ق پ  س ن  ی  س  ت، واب  س  ت  ه 𝑥 ب  ه ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع چ  ون

𝑧′ 𝜕𝑓𝜕𝑧′ − 𝑓 =
𝑧′۲

𝑧(۱ + 𝑧′۲)
−


۱ + 𝑧′۲
𝑧 = ۱

𝑧(۱ + 𝑧′۲)
م  ن  ح  ن  ی ام  ت  داد در پ  س ب  اش  د. ث  اب  ت م  ق  داری ب  راب  ر 𝐽(𝑧) ن  ه  ای  ی ک  ن  ن  ده م  ن  ح  ن  ی ه  ر ام  ت  داد در

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د 𝑧 = 𝑧(𝑥) م  ی  ن  ی  م  م ک  ن  ن  ده

𝑧(۱ + 𝑧′۲) = 𝑐۱.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. ث  اب  ت م  ق  داری 𝑐۱ آن در ک  ه


𝑑𝑧


𝑐۱
𝑧 − ۱

= 𝑥 + 𝑐۲.



ان  ت  ه  ای  ی۴۶۰ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

ب  گ  ی  ری  د: ح  ال
𝑐۱
𝑧 =

۱
cos۲(𝑡)

ی  ا و
𝑧 = 𝑐۱ cos۲(𝑡).

پ  س: .𝑑𝑧 = −۲𝑐۱ cos(𝑡) sin(𝑡)𝑑𝑡ای  ن ص  ورت در

𝑥 + 𝑐۲ = 
−۲𝑐۱ cos(𝑡) sin(𝑡)

(𝑡)
(𝑡)

𝑑𝑡 = −𝑐۱ ۲ cos۲(𝑡) 𝑑𝑡

= −𝑐۱(۱ + ۲ cos ۲𝑡) 𝑑𝑡

ی  ا
𝑥 + 𝑐۲ = −𝑐۱𝑡 +

۱
۲
sin ۲𝑡

ی  ا

𝑥 + 𝑐۲ = −𝑐۱ cos−۱ 

𝑧
𝑐۱
 + 𝑧

𝑐۱
۱ − ( 𝑧𝑐۱

)۲ .

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ای  ن ص  ورت در

𝑥 + 𝑐۲ = −𝑐۱ cos−۱ 

𝑦۰ − 𝑦
𝑐۱

 + 𝑦۰ − 𝑦𝑐۱ 
۱ − (𝑦۰ − 𝑦𝑐۱

)۲ .

م  ی آی  ن  د. ب  ه دس  ت 𝑐۲ و 𝑐۱ م  ق  ادی  ر 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱ و 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

۲ . ۷ ت  م  ری  ن

از ح  اص  ل روی  ه ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری (۵, ۱) و (۱, ۵) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن را 𝑦(𝑥) > ۰ م  ن  ح  ن  ی . ۱
گ  ردد. م  ی  ن  ی  م  م روی  ه دارای 𝑦ه  ا م  ح  ور ح  ول آن دوران



اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه . ۲ . ۷۴۶۱

𝑦(۱) = ۱ و 𝑦(۰) = ۰ م  رزی ش  رای  ط ب  ا 𝐽(𝑦) = ∫۱

۰
(𝑦۲ + 𝑦′۲ + ۴𝑦𝑒𝑥) 𝑑𝑥 ب  گ  ی  ری  د . ۲

ک  ن  ی  د. ,𝐶۲([۰پ  ی  دا ۱]) در را 𝐽 ن  ه  ای  ی م  ق  ادی  ر

م  رزی ش  رای  ط ب  ا 𝐶۲([−۱, ۱]) در 𝐽(𝑦) = ∫۱

−۱
𝑥۴𝑦′۲ 𝑑𝑥 ت  اب  ع  ک ده  ی  د ن  ش  ان . ۳

اس  ت. ن  ه  ای  ی م  ق  دار ف  اق  د 𝑦(۱) = ۱ و 𝑦(−۱) = −۱

ص  ف  ح  ه اول رب  ع در (۵, ۰) و (۰, ان  ت  ه  ای  ی(۵ ن  ق  ط  ه دو ب  ا 𝑦 = 𝑦(𝑥) ه  م  وار م  ن  ح  ن  ی . ۴
دوم رب  ع ن  ی  م  س  از ب  ه دور آن دوران از ح  اص  ل روی  ه س  ط  ح ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری م  خ  ت  ص  ات

ب  اش  د. م  ی  ن  ی  م  م چ  ه  ارم و

𝐽(𝑦) = ∫
𝑥۱
𝑥۰
𝑓(𝑥)۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک ب  رای را اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب . ۵

ب  ی  اب  ی  د.

و 𝑥۱ > 𝑥۰ > ۰ ب  ا ه  م  راه 𝐽(𝑦) = ∫𝑥۱
𝑥۰

𝑦′۲

𝑥۳ 𝑑𝑥 ت  اب  ع  ک ب  رای را ن  ه  ای  ی م  ق  ادی  ر . ۶
ب  ی  اب  ی  د. 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱ و 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰

𝑦(۳) = √۳ و 𝑦(۲) = ۱ م  رزی ش  رط در ت  ا ب  ی  اب  ی  د ط  وری را 𝑦 = 𝑦(𝑥) ه  م  وار م  ن  ح  ن  ی . ۷
ک  ن  د. ن  ه  ای  ی را 𝐽(𝑦) = ∫۳

۲
𝑦۲(۱ − 𝑦′)۲ 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک و ک  ن  د ص  دق

ب  رای ده  ی  د ن  ش  ان ف  رم  ا اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  اش  د س  ی  ال ی  ک در ن  ور ,𝐶(𝑥س  رع  ت 𝑦) اگ  ر . ۸
را زی  ر ت  اب  ع  ک ک  ه م  ی ک  ن  د ط  ی را م  س  ی  ری ن  ور (𝑥۱, 𝑦۱) و (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  ه دو ف  اص  ل  ه ط  ی

ن  م  ای  د. م  ی  ن  ی  م  م

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰

۱ + 𝑦′۲
𝐶(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

.𝐶(𝑥, 𝑦) = 𝑥ب  رای (۵, ۱۰) و (۰, ۵) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن م  س  ی  ر ت  ع  ی  ی  ن م  ط  ل  وب  س  ت ال  ف:

.𝐶(𝑥, 𝑦) = 𝑦ب  رای م  ذک  ور ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن م  س  ی  ر ت  ع  ی  ی  ن م  ط  ل  وب  س  ت ب:

ت  اب  ع  ک ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری (۱, ۱) و (۰, ان  ت  ه  ای  ی(۰ ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن را 𝑦 = 𝑦(𝑥)م  ن  ح  ن  ی . ۹



ان  ت  ه  ای  ی۴۶۲ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

ک  ن  د. ن  ه  ای  ی را زی  ر

𝐽(𝑦) = 
۱

۰
(𝑦′۲ − ۲𝑦𝑦′ − ۲𝑦′) 𝑑𝑥

ت  اب  ع  ک ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری (۱, ۱) و (۰, ان  ت  ه  ای  ی(۰ ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن را 𝑦 = 𝑦(𝑥)م  ن  ح  ن  ی . ۱۰
ک  ن  د. ن  ه  ای  ی را زی  ر

𝐽(𝑦) = 
۱

۰
(𝑦′۲ + 𝑥𝑦′ + 𝑥۲) 𝑑𝑥

ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه س  اده ت  ری  ن از ت  ع  م  ی  م چ  ن  د ۳ . ۷
زی  ر ت  اب  ع وق  ت  ی ی  ع  ن  ی ح  ال  ت س  اده ت  ری  ن در را ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش در
ج  ه  ت چ  ن  د از را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  خ  ش ای  ن در دی  دی  م. اس  ت، 𝑦′ و 𝑦 ،𝑥 از ت  اب  ع  ی ف  ق  ط ان  ت  گ  رال

م  ی ده  ی  م. ت  ع  م  ی  م

ب  الات  ر م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ح  اوی ت  اب  ع  ک ه  ای ال  ف:
ح  س  اب ت  اب  ع  ک ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع در اس  ت م  م  ک  ن ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه ی  ک در
آن چ  ه ب  ا م  ش  اب  ه ب  ح  ث ب  ا دی  د خ  واه  ی  م ب  اش  د. ش  ده ظ  اه  ر ب  الات  ر و دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ت  غ  ی  ی  رات
م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ب  رای ی  اف  ت  ه ای ت  ع  م  ی  م اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ب  ه رف  ت  ه ب  ه ک  ار گ  ذش  ت  ه ف  ص  ل در
ت  اب  ع دوم و اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق ب  ه ف  ق  ط ک  ه را زی  ر ت  اب  ع  ک م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ی  اف  ت. خ  واه  ی  م دس  ت

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در اس  ت واب  س  ت  ه م  ج  ه  ول

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦″) 𝑑𝑥. (۲۰ . ۷)

اس  ت. ش  ده اع  م  ال م  ج  ه  ول ت  اب  ع روی ب  ر زی  ر ث  اب  ت م  رزی ش  رای  ط ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦′(𝑥۰) = 𝑦′۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱, 𝑦′(𝑥۱) = 𝑦′۱ . (۲۱ . ۷)

پ  ی  وس  ت  ه س  وم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑦″ و 𝑦′ ،𝑦 ،𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑓 م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ای  ن ج  ا در
اس  ت.



ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه س  اده ت  ری  ن از ت  ع  م  ی  م چ  ن  د . ۳ . ۷۴۶۳

𝜂 ب  رای∋ اس  ت. ن  ه  ای  ی م  ق  دار ی  ک دارای 𝑦 ∈ 𝐶۴([𝑥۰, 𝑥۱]) در 𝐽 ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
و 𝜂(𝑥۰) = 𝜂(𝑥۱) = 𝜂′(𝑥۰) = 𝜂′(𝑥۱) = ۰ ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط و ,𝐶۴([𝑥۰م  ع  ی  ن 𝑥۱])
اس  ت. 𝜖 از ت  اب  ع  ی ف  ق  ط 𝐽(�̂�)ای  ن ص  ورت در ب  گ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در را �̂� = 𝑦 + 𝜖𝜂 ک  وچ  ک، 𝜖

داری  م: ی  ع  ن  ی

𝐼(𝜖) = 𝐽(�̂�) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝜖𝜂, 𝑦′ + 𝜖𝜂′, 𝑦″ + 𝜖𝜂″) 𝑑𝑥.

دارای 𝐼(𝜖) چ  ون .𝐼(𝜖) ≥ 𝐼(۰)ای  ن ص  ورت در ب  اش  د م  ی  ن  ی  م  م م  ق  دار ی  ک دارای 𝑦 در 𝐽 اگ  ر
ل  ی  ک  ن ب  اش  د. 𝑑𝐼(𝜖)𝑑𝜖 

𝜖=۰

= ۰ ب  ای  د پ  س اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه اول م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق

𝑑𝐼(𝜖)
𝑑𝜖 

𝜖=۰

= 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓𝑦(𝑥, 𝑦 + 𝜖𝜂, 𝑦′ + 𝜖𝜂′, 𝑦″ + 𝜖𝜂″)𝜂

+𝑓𝑦′(𝑥, 𝑦 + 𝜖𝜂, 𝑦′ + 𝜖𝜂′, 𝑦″ + 𝜖𝜂″)𝜂′

+𝑓𝑦″(𝑥, 𝑦 + 𝜖𝜂, 𝑦′ + 𝜖𝜂′, 𝑦″ + 𝜖𝜂″)𝜂″ 𝑑𝑥
𝜖=۰

= 
𝑥۱

𝑥۰
(𝑓𝑦𝜂 + 𝑓𝑦′𝜂′ + 𝑓𝑦″𝜂″) 𝑑𝑥 = 𝛿𝐽(𝜂, 𝑦).

از را م  ش  ت  ق  ات م  ی ت  وان ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا ،۲ . ۷ خ  اص  ی  ت دل  ی  ل ه  م  ان  ن  د
ک  ار ای  ن ب  ا اس  ت، ص  ف  ر ب  راب  ر 𝜂م  رزی ش  رای  ط چ  ون داد. ان  ت  ق  ال 𝑓𝑦′ و 𝑓𝑦″ روی ب  ر 𝜂روی

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت


𝑥۱

𝑥۰
𝜂″𝑓𝑦″ 𝑑𝑥 = 𝜂′𝑓𝑦″ 

𝑥۱

𝑥۰
−

𝑥۱

𝑥۰
𝜂′ 𝑑𝑑𝑥𝑓𝑦″ 𝑑𝑥

= −𝜂 𝑑𝑑𝑥𝑓𝑦″ 
𝑥۱

𝑥۰
+

𝑥۱

𝑥۰
𝜂 𝑑

۲

𝑑𝑥۲𝑓𝑦″ 𝑑𝑥 = 
𝑥۱

𝑥۰
𝜂 𝑑

۲

𝑑𝑥۲𝑓𝑦″ 𝑑𝑥.

م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور


𝑥۱

𝑥۰
𝜂𝑓𝑦′ 𝑑𝑥 = 𝜂𝑓𝑦′ 

𝑥۱

𝑥۰
−

𝑥۱

𝑥۰
𝜂 𝑑𝑑𝑥𝑓𝑦′ 𝑑𝑥 = −

𝑥۱

𝑥۰
𝜂 𝑑𝑑𝑥𝑓𝑦′ 𝑑𝑥.

ی  ع  ن  ی: ،𝜂م  رزی ش  رای  ط از ه  م  چ  ن  ی  ن و م  ش  ت  ق  ات  ش و 𝑓 ت  واب  ع پ  ی  وس  ت  گ  ی از ای  ن ج  ا در

𝜂(𝑥۰) = 𝜂′(𝑥۰) = 𝜂(𝑥۱) = 𝜂′(𝑥۱) = ۰



ان  ت  ه  ای  ی۴۶۴ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝛿(𝐽, 𝜂) در ب  الا ج  م  لات دادن ق  رار از اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده

𝛿𝐽(𝜂, 𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰

𝑑۲
𝑑𝑥۲𝑓𝑦″ −

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′ + 𝑓𝑦 𝜂 𝑑𝑥.

پ  س اس  ت، م  ی  ن  ی  م  م دارای 𝜖 = ۰ ن  ق  ط  ه در 𝐼(𝜖)پ  س اس  ت، ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م ت  اب  ع ی  ک 𝑦 چ  ون
ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. ب  رق  رار م  ی ب  ای  س  ت  ی ف  وق ب  ه ص  ورت 𝜂 ت  م  ام ب  رای 𝛿𝐽(𝜂, 𝑦) = 𝑑𝐼(𝜖)

𝑑𝜖 
𝜖=۰

= ۰

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی دوب  وی  س-ری  م  ون  د ل  م ی  ع  ن  ی ،۱ . ۷ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق

𝑑۲
𝑑𝑥۲𝑓𝑦″ −

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′ + 𝑓𝑦 = ۰. (۲۲ . ۷)

ت  اب  ع ی  ک 𝑦 ت  اب  ع ک  ه ای  ن ب  رای لازم ش  رط ی  ک ب  ه ع  ن  وان ب  الا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ب  دی  ن ت  رت  ی  ب
داری  م. را زی  ر خ  اص  ی  ت ی  ع  ن  ی آم  د. ب  ه دس  ت ب  اش  د 𝐽 ت  اب  ع  ک م  وض  ع  ی ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی

م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑦″ و 𝑦′ ،𝑦 ،𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت 𝑓 ت  اب  ع (۲۰ . ۷) ت  اب  ع  ک در اگ  ر .۴ . ۷ خ  اص  ی  ت
ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را 𝐽(𝑦)ت  اب  ع  ک 𝑦 پ  ی  وس  ت  ه چ  ه  ارم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ب  ا ت  اب  ع و پ  ی  وس  ت  ه س  وم م  رت  ب  ه
چ  ه  ارم م  رت  ب  ه از ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ج  واب ی  ک 𝑦 آن گ  اه ک  ن  د، ن  ه  ای  ی (۲۱ . ۷) م  رزی

م  ی ن  م  ای  د. ص  دق (۲۱ . ۷) م  رزی ش  رای  ط در ک  ه اس  ت (۲۲ . ۷)

ت  غ  ی  ی  رات م  س  ئ  ل  ه ج  واب وج  ود ب  رای را لازم ش  رط ی  ک ب  الا خ  اص  ی  ت ک  ن  ی  د ت  وج  ه (۱ ت  ذک  ر.
م  ی ده  د. ب  ه دس  ت (۲۱ . ۷) و (۲۰ . ۷)

ف  اق  د اس  ت م  م  ک  ن (۲۱ . ۷) م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه (۲۲ . ۷) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه (۲
ب  اش  د. ج  واب ی  ک از ب  ی  ش دارای ی  ا و ج  واب ی  ک دارای ج  واب،

م  س  ئ  ل  ه (۲۱ . ۷) م  رزی ش  رای  ط ب  ا را م  ع  ادل  ه ای  ن و اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه را (۲۲ . ۷) م  ع  ادل  ه (۳
گ  وی  ن  د. (۲۱ . ۷) و (۲۰ . ۷) ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه ب  ه واب  س  ت  ه اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ

در و ک  ن  د ن  ه  ای  ی را زی  ر ت  اب  ع  ک ت  ا ب  ی  اب  ی  د ط  وری [۰, ۱] ب  ازه روی را 𝑦(𝑥) ت  اب  ع .۹ . ۷ م  ث  ال
𝑝ت  اب  ع  ک ای  ن در ن  م  ای  د. ص  دق 𝑦(۱) = 𝑦′(۱) = ۱ و 𝑦(۰) = 𝑦′(۰) = ۰ م  رزی ش  رای  ط

اس  ت. ث  اب  ت ع  ددی
𝐽(𝑦) = 

۱

۰
(𝑦″۲ − ۲𝑝𝑦) 𝑑𝑥



ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه س  اده ت  ری  ن از ت  ع  م  ی  م چ  ن  د . ۳ . ۷۴۶۵

ک  ه م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑦(۴) = 𝑝ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ک ای  ن ب  رای را اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ح  ل.
ع  م  وم  ی ج  واب دارای

𝑦(𝑥) = 𝑝
۴!𝑥

۴ + 𝑐۱𝑥۳ + 𝑐۲𝑥۲ + 𝑐۳𝑥 + 𝑐۴

اع  م  ال از .𝑐۳ = 𝑐۴ = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑦′(۰) = ۰ و 𝑦(۰) = ۰ م  رزی ش  رای  ط از اس  ت.
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑦′(۱) = ۱ و 𝑦(۱) = ۱ م  رزی ش  رای  ط

𝑝
۳! + ۳𝑐۱ + ۳𝑐۲ = ۱, 𝑝

۴! + 𝑐۱ + 𝑐۲ = ۱.

از اس  ت ع  ب  ارت ن  ه  ای  ی ج  واب و 𝑐۲ = ۲ + ۱
۲۴𝑝 و 𝑐۱ = −۱ −

۱
۱۲𝑝پ  س

𝑦(𝑥) =
𝑝
۲۴
𝑥۴ − ۱ +

𝑝
۱۲
 𝑥۳ + ۲ +

𝑝
۲۴
 𝑥۲.

م  ی ک  ن  د. پ  ی  دا س  اده ای ص  ورت (۲۲ . ۷) اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه خ  اص م  واردی در ت  ذک  ر.
م  ی آوری  م: زی  ر در را م  وارد ای  ن از ب  ع  ض  ی

در ب  اش  د ن  ش  ده ظ  اه  ر ص  ری  ح ب  ه ص  ورت 𝑦 خ  ود 𝐽(𝑦)ت  اب  ع  ک ان  ت  گ  رال، زی  ر ت  اب  ع در اگ  ر (۱
اس  ت. ث  اب  ت 𝑐۱ آن در ک  ه م  ی آی  د در زی  ر ب  ه ص  ورت (۲۲ . ۷) ای  ن ص  ورت

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦″ − 𝑓𝑦′ = 𝑐۱

م  ع  ادل  ه ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  د، ن  ش  ده ظ  اه  ر ص  ری  ح ب  ه ط  ور 𝑥 م  ذک  ور ت  اب  ع در اگ  ر (۲
اس  ت. ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ث  اب  ت 𝑐۱ آن در ک  ه م  ی گ  ردد س  اده زی  ر ب  ه ص  ورت اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ

𝐻(𝑦, 𝑦′, 𝑦″) = 𝑦″𝑓𝑦″ − 𝑦′ 
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦″ − 𝑓𝑦′ − 𝑓 = 𝑐۱.

ص  ف  ر ب  راب  ر اول  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ع  ب  ارت ای  ن م  ش  ت  ق ده  ی  د ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ی
اس  ت.



ان  ت  ه  ای  ی۴۶۶ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

و 𝑦(𝑥۱) = 𝑦′(𝑥۱) = ۱ م  رزی ش  رای  ط ت  ح  ت 𝑥۱∫را
𝑥۰

(۱+𝑦′۲)۲

𝑦″ 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک .۱۰ . ۷ م  ث  ال
ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی 𝑦(𝑥۰) = 𝑦′(𝑥۰) = ۰

ب  الا ت  ذک  ر (۱ ب  ن  د ط  ب  ق پ  س اس  ت، 𝑦 ف  اق  د ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع چ  ون ح  ل.
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦″ − 𝑓𝑦′ = 𝑐۱.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  الا ت  ذک  ر (۲ ب  ن  د در ت  س  اوی، ای  ن ب  ه ک  ارگ  ی  ری ب  ا

𝑦″𝑓𝑦″ − 𝑦′ 
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦″ − 𝑓𝑦′ − 𝑓 = 𝑦

″𝑓𝑦″ − 𝑦′𝑐۱ − 𝑓

= −۲ (۱ + 𝑦
′۲)۲

𝑦″ − 𝑦′𝑐۱ = 𝑐۲.

ث  اب  ت ان  د: 𝑅۲م  ق  ادی  ری 𝑅۱و آن در ک  ه ن  وش  ت م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت را ت  س  اوی ای  ن

𝑦″𝑅۱𝑦′ + 𝑅۲
(۱ + 𝑦′۲)۲ = ۱.

م  ی ده  ی  م. را 𝑦′ = tan𝜓 م  ج  ه  ول ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر دوم م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ای  ن ح  ل ب  رای
م  ی ش  ود: ب  الا م  ع  ادل  ه و 𝑦″ = 𝜓′ sec۲𝜓ای  ن ص  ورت در

𝜓′ sec۲(𝜓)𝑅۱ tan𝜓 + 𝑅۲

(۱ + tan۲𝜓)۲
= ۱.

ی  ا
(𝑅۱ cos𝜓 sin𝜓 + 𝑅۲ cos۲𝜓)𝜓′ = ۱.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ت  س  اوی ای  ن ط  رف  ی  ن از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ا

𝑥 = 𝑅۳ +
𝑅۱
۴
(− cos ۲𝜓) + 𝑅۲

۲ 𝜓 +
۱
۲
sin ۲𝜓

،𝑅۱ = ۴𝑘۱ ب  ه ص  ورت ث  اب  ت ه  ا م  ج  دد ت  غ  ی  ی  ر ب  ا اس  ت. ان  ت  گ  رال ث  اب  ت ی  ک 𝑅۳ آن در ک  ه
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑘۳ = 𝑅۳ +

𝑅۱
۴ 𝑅۲و = ۴𝑘۲

𝑥 = 𝑘۳ + ۲𝑘۲𝜓 + 𝑘۲ sin ۲𝜓 − 𝑘۱ cos ۲𝜓.



ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه س  اده ت  ری  ن از ت  ع  م  ی  م چ  ن  د . ۳ . ۷۴۶۷

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑦ب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑑𝑦 = tan𝜓𝑑𝑥 = ۲𝑘۲(۱ + cos ۲𝜓) + ۲𝑘۱ sin ۲𝜓 tan𝜓 𝑑𝜓

= [۲𝑘۱ + ۲𝑘۲ sin ۲𝜓 − ۲𝑘۱ cos ۲𝜓] 𝑑𝜓.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  الا ت  س  اوی از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ا

𝑦 = 𝑘۴ + ۲𝑘۱𝜓 − 𝑘۲ cos ۲𝜓 + 𝑘۱ sin ۲𝜓

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ب  دی  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ث  اب  ت ن  ی  ز 𝑘۴ آن در ک  ه
اع  م  ال ب  ا م  ی آی  د. 𝜓ب  ه دس  ت پ  ارام  ت  ر ب  ا 𝑦 و 𝑥ب  رای ب  الا پ  ارام  ت  ری ب  ه ص  ورت اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ
پ  س .۱ = 𝑦′(𝑥۱) = tan𝜓۱ و ۰ = 𝑦′(𝑥۰) = tan𝜓۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط

𝜓۱و =
𝜋
۴ 𝜓۰و = ۰

𝑥۰ = 𝑘۳ − 𝑘۱, 𝑥۱ = 𝑘۳ −
𝜋
۲ 𝑘۲ + 𝑘۲

𝑘۴ − 𝑘۲ = ۰ , ۱ = 𝑘۴ −
𝜋
۲ 𝑘۱ + 𝑘۱.

ب  ه دس  ت 𝑘۴ ت  ا 𝑘۱ ث  اب  ت ه  ای خ  ط  ی م  ج  ه  ول  ی چ  ه  ار م  ع  ادل  ه چ  ه  ار دس  ت  گ  اه ای  ن ح  ل از
م  ی آی  ن  د.

م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت ب  الات  ر دو م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ب  رای (۴ . ۷) خ  اص  ی  ت ک  ه اس  ت ت  وج  ه ق  اب  ل
اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل زی  ر خ  اص  ی  ت م  ورد ای  ن در واق  ع در اس  ت

۲𝑛 م  رت  ب  ه از پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق  ات دارای زی  ر ت  اب  ع  ک در 𝑓 ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض .۵ . ۷ خ  اص  ی  ت
اس  ت.

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′,⋯ , 𝑦(𝑛)) 𝑑𝑥

ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را ب  الا ت  اب  ع  ک ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه ۲𝑛 ام م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑦(𝑥) ت  اب  ع اگ  ر
ی  ک 𝑦(𝑥) ت  اب  ع ای  ن آن گ  اه ک  ن  د، ن  ه  ای  ی ،۰ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 و 𝑖 = ۰, ۱ ،𝑦(𝑘)(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖𝑘 م  رزی

اس  ت: زی  ر ۲𝑛 م  رت  ب  ه از دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ج  واب
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(−۱)𝑛 𝑑
𝑛

𝑑𝑥𝑛𝑓𝑦(𝑛) + (−۱)
𝑛−۱ 𝑑𝑛−۱

𝑑𝑥𝑛−۱𝑓𝑦(𝑛−۱) +⋯ − 𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′ + 𝑓𝑦 = ۰

𝑦(𝑘)(𝑥۰) = 𝑦۰𝑘, 𝑦(𝑘)(𝑥۱) = 𝑦۱𝑘, 𝑘 = ۰, ۱, ۲,⋯ , 𝑛 − ۱.



ان  ت  ه  ای  ی۴۶۸ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

𝑛 ب  ای  د ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری دوب  ار ب  ه ج  ای ف  ق  ط اس  ت (۴ . ۷) خ  اص  ی  ت ع  ل  ت ش  ب  ی  ه ع  ل  ت.
ب  گ  ی  ری  د. ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال  ب  ار

م  ج  ه  ول ت  اب  ع چ  ن  د ب  ا ت  اب  ع  ک ه  ا ب:
م  ج  ه  ول ت  اب  ع چ  ن  د ب  ه ک  ه ه  س  ت  ن  د ت  اب  ع  ک ه  ای  ی ح  اوی ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی
م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر س  ه ب  ه ف  ض  ا در ذره ی  ک ح  رک  ت ک  لاس  ی  ک م  ک  ان  ی  ک در م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان واب  س  ت  ه ان  د.
ق  س  م  ت ای  ن از ه  دف ن  م  ای  د. م  ش  خ  ص ف  ض  ا در را ذره ی  ک م  وق  ع  ی  ت ت  ا اس  ت، واب  س  ت  ه 𝑧 و 𝑦 ،𝑥
ب  ه ت  اب  ع  ک ه  ا ک  ه اس  ت ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل گ  ون  ه ای  ن ب  رای اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه آوردن ب  ه دس  ت
ت  اب  ع 𝑛 ،𝑦𝑖 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ،۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض واب  س  ت  ه ان  د. م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر چ  ن  د

ت  اب  ع  ک اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی

𝐽(𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛, 𝑦′۱ , 𝑦′۲,⋯ , 𝑦′𝑛) 𝑑𝑥 (۲۳ . ۷)

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر م  رزی ش  رای  ط زوج ب  ا ه  م  راه

𝑦𝑖(𝑥۰) = 𝑦𝑖۰, 𝑦𝑖(𝑥۱) = 𝑦𝑖۱, 𝑖 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛. (۲۴ . ۷)

ت  ح  ت را ب  الا ت  اب  ع  ک ک  ه اس  ت 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ت  ع  ی  ی  ن ه  دف
ک  ل  ی  ه ب  رداری ف  ض  ای 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ای  ن ج  ا در ک  ن  د. ن  ه  ای  ی ب  الا م  رزی ش  رای  ط
،𝑦 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. 𝑦 ∶ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) → ℝ𝑛 ب  رداری ت  واب  ع

اگ  ر ک  ن  د. م  ی  ن  ی  م  م را 𝐽(𝑦) = 𝐽(𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛)

𝜂(𝑥) = (𝜂۱(𝑥), 𝜂۲(𝑥),⋯ , 𝜂𝑛(𝑥)) ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱])

ب  رای ای  ن ص  ورت در ب  اش  د ش  ده داده ،۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،𝜂𝑖(𝑥۰) = 𝜂𝑖(𝑥۱) = ۰ م  رزی ش  رای  ط ب  ا
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د ک  وچ  ک و |𝜖𝑖|ه  ای 𝜖 = (𝜖۱,⋯ , 𝜖𝑛) ∈ ℝ𝑛

𝐼(𝜖) = 𝐼(𝜖۱, 𝜖۲,⋯ , 𝜖𝑛) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦۱ + 𝜖۱𝜂۱,⋯ , 𝑦𝑛 + 𝜖𝑛𝜂𝑛) 𝑑𝑥 ≥ 𝐼(۰).



ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه س  اده ت  ری  ن از ت  ع  م  ی  م چ  ن  د . ۳ . ۷۴۶۹

𝑦′۱ و 𝑦𝑛 ت  ا 𝑦۱ ،𝑥م  ت  غ  ی  ره  ای ک  ل  ی  ه ب  ه ن  س  ب  ت پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق دارای 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د ای  ن ص  ورت در اس  ت. 𝑦′𝑛 ت  ا

𝜕𝐼
𝜕𝜖𝑖 

𝜖=۰

= 𝜕
𝜕𝜖𝑖


𝑥۱

𝑥۰
𝑓 𝑑𝑥


𝜖𝑖=۰

= 
𝑥۱

𝑥۰

𝜕𝑓
𝜕𝜖𝑖 

𝜖=۰

𝑑𝑥 = ۰, 𝑖 = ۱,⋯ , 𝑛.

چ  ون
𝜕𝑓
𝜕𝜖𝑖 

𝜖=۰

= 𝜕𝑓
𝜕𝑦𝑖

𝜂𝑖 +
𝜕𝑓
𝜕𝑦′𝑖

𝜂′𝑖 , 𝑖 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د پ  س

𝛿𝐽𝑖(𝜂, 𝑦) =
𝜕𝐼
𝜕𝜖𝑖 

𝜖=۰

= 
𝑥۱

𝑥۰

𝜕𝑓
𝜕𝑦𝑖

𝜂𝑖 +
𝜕𝑓
𝜕𝑦′𝑖

𝜂′𝑖 𝑑𝑥 = ۰, 𝑖 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛.

ب  ه دس  ت 𝜂روی م  رزی ش  رای  ط ب  ردن ب  ه ک  ار و ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا
م  ی آوری  م:

𝛿𝐽𝑖(𝜂, 𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰

𝜕𝑓
𝜕𝑦𝑖

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′𝑖

 𝜂𝑖 𝑑𝑥 = ۰, 𝑖 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛.

داش  ت  ه ب  ای  د دوب  وی  س-ری  م  ون  د ل  م ط  ب  ق پ  س اس  ت. ب  رق  رار 𝜂𝑖 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ه  ر ب  رای چ  ون
ب  اش  ی  م:

𝜕𝑓
𝜕𝑦𝑖

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′𝑖

= ۰, 𝑖 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛. (۲۵ . ۷)

ن  م  ودی  م. اث  ب  ات را زی  ر خ  اص  ی  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای (۲۳ . ۷) ت  اب  ع  ک 𝑓در ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض .۶ . ۷ خ  اص  ی  ت
ت  اب  ع  ک ،𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) ت  اب  ع ه  م  پ  ن  ی  ن ب  اش  د. 𝑦′𝑛 ت  ا 𝑦′۱ و 𝑦𝑛 ت  ا 𝑦۱ ،𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت
ت  واب  ع آن گ  اه ک  ن  د. ن  ه  ای  ی (۲۴ . ۷) م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه (۲۳ . ۷) در را 𝐽(𝑦۱,⋯ , 𝑦𝑛)

م  ی ن  م  ای  د. ص  دق (۲۴ . ۷) م  رزی ش  رای  ط در و اس  ت (۲۵ . ۷) دس  ت  گ  اه ج  واب 𝑦𝑛(𝑥) ت  ا 𝑦۱(𝑥)



ان  ت  ه  ای  ی۴۷۰ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

ت  ح  ت را 𝐽(𝑦) = ∫
𝜋
۲

۰
(𝑦′۲۱ + (𝑦

′
۲ − ۱)۲ + 𝑦۲۱ + ۲√۲𝑦۱𝑦۲) 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک .۱۱ . ۷ م  ث  ال

ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی ،𝑖 = ۱, ۲ ،𝑦𝑖 
𝜋
۲
 = 𝑦𝑖۱ و 𝑦𝑖(۰) = 𝑦𝑖۰ م  رزی ش  رای  ط

از: ع  ب  ارت  س  ت ت  اب  ع  ک ای  ن ب  ر م  ن  ط  ب  ق اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات ح  ل.
𝑦″۱ − 𝑦۱ − √۲𝑦۲ = ۰

𝑦″۲ − √۲𝑦۱ = ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه دو ای  ن ب  ی  ن 𝑦۲ ح  ذف ب  ا

𝑦(۴)۱ − 𝑦″۱ − ۲𝑦۱ = ۰.

𝑟 = ±𝑖, ±√۲ ی  ا 𝑟۲ = ۲, −۱ ب  ا 𝑟۴ − 𝑟۲ − ۲ = ۰ م  ش  خ  ص  ه م  ع  ادل  ه دارای م  ع  ادل  ه ای  ن
از: ع  ب  ارت  س  ت آن ع  م  وم  ی ج  واب پ  س اس  ت.

𝑦۱ = 𝑐۱ cos 𝑥 + 𝑐۲ sin 𝑥 + 𝑐۳ cosh√۲𝑥 + 𝑐۴ sinh√۲𝑥

𝑦۲ =
۱

√۲
(−۲𝑐۱ cos 𝑥 − ۲𝑐۲ sin 𝑥 + 𝑐۳ cosh√۲𝑥 + 𝑐۴ sinh√۲𝑥).

ه  م  چ  ن  ی  ن:

𝑦۱(۰) = 𝑐۱ + 𝑐۳ = 𝑦۱۰
𝑦۲(۰) = −۲𝑐۱ + 𝑐۳ = √۲𝑦۲۰

𝑦۱ 
𝜋
۲
 = 𝑐۲ + 𝑐۳ cosh

𝜋
√۲

+ 𝑐۴ sinh
𝜋
√۲

= 𝑦۱۱

𝑦۲ 
𝜋
۲
 = −۲𝑐۲ + 𝑐۳ cosh

𝜋
√۲

+ 𝑐۴ sinh
𝜋
√۲

= √۲𝑦۲۱.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ج  ه  ول چ  ه  ار م  ع  ادل  ه چ  ه  ار ای  ن ح  ل از

𝑐۱ =
۱
۳
(𝑦۱۰ − √۲𝑦۲۰)

𝑐۲ =
۱
۲
(𝑦۱۱ + √۲𝑦۲۱)

𝑐۳ =
۱
۳
(۲𝑦۱۰ − √۲𝑦۲۰)

𝑐۴ =
۱

۲ sinh 𝜋
۲

𝑦۱۱ + √۲𝑦۲۱ −
۱
۳
(𝑦۱۰ − √۲𝑦۲۰) cosh

𝜋
√۲
.
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س  ه ب  ع  دی ف  ض  ای در اج  س  ام ح  رک  ت ب  ررس  ی در ف  وق خ  اص  ی  ت ک  ارب  رد ی  ک
اگ  ر م  ی آوری  م. ای  ن  ج  ا در ب  ی  ش  ت  ر ج  زی  ی  ات ب  ا را م  ط  ل  ب ای  ن اس  ت.
ف  ض  ای در را ذره ی  ک ح  رک  ت م  وق  ع  ی  ت 𝑞(𝑡) = (𝑞۱(𝑡), 𝑞۲(𝑡), 𝑞۳(𝑡)) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))

ای  ن ص  ورت در ده  د ن  ش  ان ب  ع  دی س  ه

𝑇(𝑞, 𝑞′) = ۱
۲
𝑚(�̇�۲ + �̇�۲ + �̇�۲) = ۱

۲
𝑚

۳

𝑖=۱
�̇�۲𝑖

ع  ب  ارت ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. آن پ  ت  ان  س  ی  ل ,𝑉(𝑡ان  ر ژی 𝑞) و ذره ای  ن ج  ن  ب  ش  ی ان  رژی

𝐿(𝑡, 𝑞, �̇�) = 𝑇(𝑞, �̇�) − 𝑉(𝑡, 𝑞) = ۱
۲
𝑚(�̇�۲ + �̇�۲ + �̇�۲) − 𝑉(𝑡, 𝑞)

ک  ه اس  ت ط  وری ذره ح  رک  ت م  س  ی  ر م  ی گ  وی  ن  د ه  ام  ی  ل  ت  ون اص  ل گ  وی  ن  د. لاگ  ران  ژ ح  رک  ت ت  اب  ع را
ت  اب  ع  ک

𝐽(𝑞) = 
𝑡۱

𝑡۰
𝐿(𝑡, 𝑞, �̇�) 𝑑𝑡

زی  ر ب  ه ص  ورت را ذره لاگ  ران  ژ ح  رک  ت م  ع  ادلات ،(۲۵ . ۷) اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات گ  ردد. ن  ه  ای  ی
م  ی ده  د: ب  ه دس  ت

𝑑
𝑑𝑡
𝜕𝐿
𝜕�̇�𝑖

= 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖

, 𝑖 = ۱, ۲,۳.

دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه
𝑚�̈�𝑖 = −

𝜕𝑉
𝜕𝑞𝑖

.

از ع  ب  ارت  س  ت ش  ود م  ی وارد ذره ب  ر پ  ت  ان  س  ی  ل م  ی  دان اث  ر در ک  ه ن  ی  روی  ی دی  گ  ر ط  رف از
را 𝑓 = 𝑚𝑎ی  ع  ن  ی ن  ی  وت  ن ح  رک  ت م  ع  ادل  ه لاگ  ران  ژ ح  رک  ت م  ع  ادلات ب  دی  ن ت  رت  ی  ب .𝑓𝑖 = −

𝜕𝑉
𝜕𝑞𝑖

ب  ه ش  ده وارد ن  ی  روی و ش  ت  اب ب  ه ت  رت  ی  ب 𝑓 = (𝑓۱, 𝑓۲, 𝑓۳) و 𝑎 = �̈� آن در ک  ه م  ی ده  د ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت. ذره

ب  ا دی  ن  ام  ی  ک  ی س  ی  س  ت  م ه  ر ح  رک  ت ک  ه اس  ت واق  ع  ی  ت ای  ن ب  ی  ان  گ  ر ه  ام  ی  ل  ت  ون اص  ل ت  ذک  ر.
ک  ار و س  ی  س  ت  م ج  ن  ب  ش  ی ان  رژی ت  غ  ی  ی  رات ان  ت  گ  رال ک  ه اس  ت ه  م  اه  ن  گ ب  ه گ  ون  ه ای م  رزی ش  رای  ط



ان  ت  ه  ای  ی۴۷۲ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

زم  ان  ی ف  اص  ل  ه ه  ر در س  ی  س  ت  م روی ب  ر خ  ارج  ی ن  ی  روه  ای ک  ل  ی  ه ت  وس  ط ش  ده ان  ج  ام م  ج  ازی
اس  ت. ص  ف  ر ب  راب  ر [𝑡۰, 𝑡۱]

ان  ر ژی ت  اث  ی  ر ت  ح  ت و اس  ت ح  رک  ت در (𝑦, 𝑧) ص  ف  ح  ه در ذره ای ک  ن  ی  د ف  رض .۱۲ . ۷ م  ث  ال
ش  رای  ط ب  ا ۰, 𝜋۲  ب  ازه روی را ذره ای  ن ح  رک  ت م  س  ی  ر دارد. ,𝑉(𝑦ق  رار 𝑧) = −𝑦𝑧پ  ت  ان  س  ی  ل

ب  ی  اب  ی  د. 𝑦 𝜋۲  = ۱ و 𝑧 𝜋۲  = −۱ ،𝑦(۰) = ۰ ،𝑧(۰) = ۰ م  رزی

گ  ردد. ن  ه  ای  ی م  ی ب  ای  س  ت  ی زی  ر ت  اب  ع  ک ه  ام  ی  ل  ت  ون اص  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ل.

𝐽(𝑦, 𝑧) = 
𝜋
۲

۰

۱
۲
(𝑦′۲ + 𝑧′۲ + ۲𝑦𝑧) 𝑑𝑡.

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ک ای  ن ب  رای اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات

𝑦″ − 𝑧 = ۰, 𝑧″ − 𝑦 = ۰.

ع  م  وم  ی ج  واب دارای ک  ه ،𝑦(۴) − 𝑦 = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه دو ای  ن ب  ی  ن 𝑧ح  ذف ب  ا
اس  ت: زی  ر

𝑦 = 𝑐۱ cos 𝑡 + 𝑐۲ sin 𝑡 + 𝑐۳ cosh 𝑡 + 𝑐۴ sinh 𝑡
𝑧 = −𝑐۱ cos 𝑡 − 𝑐۲ sin 𝑡 + 𝑐۳ cosh 𝑡 + 𝑐۴ sinh 𝑡.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د 𝑡 = ۰ در م  رزی ش  رای  ط ب  رق  راری ب  رای

𝑦(۰) = 𝑐۱ + 𝑐۳ = ۰, 𝑧(۰) = −𝑐۱ + 𝑐۳ = ۰

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د 𝑡 = 𝜋
۲ در م  رزی ش  رای  ط ب  رق  راری ب  رای .𝑐۱ = 𝑐۳ = ۰ پ  س

𝑦 𝜋
۲
 = 𝑐۲ + 𝑐۴ sinh

𝜋
۲
= ۱, 𝑧 𝜋

۲
 = −𝑐۲ + 𝑐۴ sinh

𝜋
۲
= −۱

ع  ب  ارت  س  ت پ  ارام  ت  ری ب  ه ص  ورت ح  رک  ت م  س  ی  ر ب  دی  ن ت  رت  ی  ب ب  اش  د. 𝑐۲ = ۱ و 𝑐۴ = ۰ ب  ای  د پ  س
از،

𝑦 = sin 𝑡, 𝑧 = − sin 𝑡, ۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝜋
۲
.
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ک  وت  اه ت  ری  ن ک  ه ده  ی  د ن  ش  ان م  ن  ح  ن  ی ط  ول ان  ت  گ  رال  ی ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا .۱۳ . ۷ م  ث  ال
اس  ت. م  س  ت  ق  ی  م خ  ط ف  ض  ا از ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن ف  اص  ل  ه

ای  ن ب  اش  د. ج  واب م  ن  ح  ن  ی ،𝑥۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝑥۱ ،𝑧 = 𝑧(𝑥) و 𝑦 = 𝑦(𝑥) ک  ن  ی  د ف  رض ح  ل.
ت  اب  ع  ک ب  ای  د م  ن  ح  ن  ی

𝐽(𝑦, 𝑧) = 
𝑥۱

𝑥۰ 
۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲ 𝑑𝑥

ب  اش  د: زی  ر م  ع  ادلات ج  واب م  ن  ح  ن  ی ای  ن ب  ای  د پ  س ن  م  ای  د. م  ی  ن  ی  م  م را

𝑑
𝑑𝑥

𝑦′

۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲
= ۰, 𝑑

𝑑𝑥
𝑧′

۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲
= ۰.

و 𝑧′ = 𝑐۱ پ  س . 𝑧′

۱+(۱+𝐴۲)𝑧′۲
= 𝑐 ی  ا 𝐴ب  اش  د. م  ان  ن  د ث  اب  ت  ی ب  رای 𝑦′ = 𝐴𝑧′ ب  ای  د پ  س

م  س  ت  ق  ی  م خ  ط ی  ک م  ط  ل  وب م  ن  ح  ن  ی ی  ع  ن  ی .𝑦 = 𝑐۲𝑥 + 𝑐′۲ و 𝑧 = 𝑐۱𝑥 + 𝑐′۱ ی  ا 𝑦′ = 𝑐۲
اس  ت.

م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره دو ب  ا ت  اب  ع  ک ه  ا ج:
و واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر ی  ک ب  ه ان  ت  گ  رال زی  ر ت  اب  ع ک  ه ت  اب  ع  ک ه  ای  ی ب  رای را ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل اک  ن  ون
ت  اب  ع  ک در ان  ت  گ  رال ای  ن ص  ورت در م  ی ده  ی  م. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد دارد ب  س  ت  گ  ی م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ر دو
ه  م  وار م  رز ب  ا ک  ران  ه دار و س  اده ه  م  ب  ن  د و ب  از م  ج  م  وع  ه Ωی  ک ⊂ ℝ۲ ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. دوگ  ان  ه
م  ان  ن  د ت  واب  ع ت  م  ام 𝐶۲(Ω)م  ج  م  وع  ه ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. آن Ωب  س  ت  ار = Ω ∪ 𝜕Ω و 𝜕Ω
ت  اب  ع خ  ود و م  ش  ت  ق  ات ای  ن و Ωاس  ت در پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق  ات دارای ک  ه اس  ت 𝑢 ∶ Ω → ℝ
در زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝐽 ∶ 𝐶۲(Ω) → ℝت  اب  ع  ک ح  ال ش  ده ان  د. رویΩت  ع  ری  ف پ  ی  وس  ت  ه ب  ه ط  ور

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر

𝐽(𝑢) =


𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦. (۲۶ . ۷)

𝑢𝑥 ،𝑢 ،𝑦 ،𝑥 ب  ه ن  س  ب  ت پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑓 ک  ه اس  ت ای  ن ب  ر ف  رض ای  ن ج  ا در
ک  ه اس  ت 𝑢 ∈ 𝐶۲(Ω) ت  اب  ع ت  ع  ی  ی  ن از ع  ب  ارت ب  الا ت  اب  ع  ک ب  رای ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ئ  ل  ه اس  ت. 𝑢𝑦 و



ان  ت  ه  ای  ی۴۷۴ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

م  رزی ش  رط در

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢۰(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω (۲۷ . ۷)

اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه و ش  ده ت  ع  ری  ف 𝜕Ωروی 𝑢۰(𝑥, 𝑦) ت  اب  ع ک  ن  د. ن  ه  ای  ی را 𝐽(𝑢) و ک  ن  د ص  دق
ب  اش  د، م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) ک  ن  ی  د ف  رض ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ج  واب ای  ن ت  ع  ی  ی  ن ب  رای
در و 𝜂 ∈ 𝐶۲(Ω) ک  ن  ی  د ف  رض ن  م  ای  د. ص  دق ب  الا م  رزی ش  رای  ط در و ک  ن  د ن  ه  ای  ی را 𝐽(𝑢)ی  ع  ن  ی
𝜂(𝑥, 𝑦) ک  ن  ی  د ف  رض .𝜂(𝑥, 𝑦) ≡ ۰ داری  م 𝜕Ωروی ی  ع  ن  ی ک  ن  د. ص  دق ص  ف  ر م  رزی ش  رای  ط

ت  اب  ع ک  وچ  ک |𝜖| ب  ا 𝜖 ∈ ℝب  رای ای  ن ص  ورت در ب  اش  د ش  ده داده

�̂�(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝜖𝜂(𝑥, 𝑦)

ک  ن  د م  ی  ن  ی  م  م ب  الا م  رزی ش  رای  ط ب  ا را 𝐽(𝑢)ت  اب  ع  ک 𝑢(𝑥, 𝑦) اگ  ر دارد. ق  رار 𝑢(𝑥, 𝑦)ن  زدی  ک  ی در
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د ک  وچ  ک |𝜖|ب  رای ای  ن ص  ورت در

𝐼(𝜖) =


𝑓(𝑥, 𝑦, �̂�, �̂�𝑥, �̂�𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 𝐼(۰).

ب  ای  د ن  ت  ی  ج  ه در
𝑑𝐼(𝜖)
𝑑𝜖 

𝜖=۰

=



𝜕𝑓
𝜕𝑢𝜂 +

𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑥

𝜂𝑥 +
𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑦

𝜂𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ۰. (۲۸ . ۷)

از را ن  س  ب  ی م  ش  ت  ق  ات ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی ب  ای  س  ت  ی ق  ب  ل م  ان  ن  د ای  ن ج  ا در
ب  رای ن  ی  س  ت. ق  ب  ل ب  ه س  ادگ  ی ک  ار ای  ن ده  ی  م. ق  رار م  رب  وط  ه ض  ری  ب ج  م  ل  ه ب  ر و ب  رداری  م 𝜂روی
ق  ض  ی  ه ک  ار ای  ن ب  رای اص  ل  ی اب  زار م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان ای  ن ج  ا در ک  ه اس  ت. ن  ی  از م  ق  دم  ات  ی ک  ار ای  ن
زی  ر در اث  ب  ات ب  دون را خ  اص  ی  ت ای  ن ص  ورت دارد. را ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال  ن  ق  ش ک  ه اس  ت گ  ری  ن

داری  م.

ک  ران  ه دار و ب  از س  اده، ه  م  ب  ن  د م  ی  دان Ωی  ک ک  ن  ی  د ف  رض گ  ری  ن). (ق  ض  ی  ه ۷ . ۷ خ  اص  ی  ت
ب  اش  ن  د، پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق  ات ,𝑄(𝑥رویΩدارای 𝑦) و 𝑃(𝑥, 𝑦) اگ  ر ب  اش  د. 𝜕Ω ه  م  وار م  رز ب  ا

آن گ  اه

𝜕

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =
𝑄

(𝑄𝑥 − 𝑃𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.
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ب  گ  ی  ری  د: ب  الا ت  س  اوی در ک  ن  ی  د، س  اده را (۲۸ . ۷) دوم ط  رف ای  ن ک  ه ب  رای ح  ال

𝑃 = −𝜂 𝜕𝑓𝜕𝑢𝑦
, 𝑄 = 𝜂 𝜕𝑓𝜕𝑢𝑥

.

و ب  رد ب  ه ک  ار را گ  ری  ن ق  ض  ی  ه م  ی ت  وان پ  س اس  ت پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق دارای 𝑓 و 𝜂 چ  ون
ن  وش  ت: را زی  ر ت  س  اوی




𝜂𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑥

+ 𝜂 𝜕𝜕𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑥

+ 𝜂𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑦

+ 𝜂 𝜕𝜕𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑦

 𝑑𝑥𝑑𝑦

= 
𝜕

𝜂 𝜕𝑓𝜕𝑢𝑥
𝑑𝑦 − 𝜂 𝜕𝑓𝜕𝑢𝑦

𝑑𝑥.

م  ن  ح  ن  ی روی ت  س  اوی ای  ن دوم ط  رف ان  ت  گ  رال پ  س اس  ت ص  ف  ر ب  راب  ر 𝜕Ωروی 𝜂(𝑥, 𝑦) چ  ون
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  الا ت  س  اوی از ب  دی  ن ت  رت  ی  ب اس  ت. ص  ف  ر ب  راب  ر 𝜕Ω





𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑥

𝜂𝑥 +
𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑦

𝜂𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = −


𝜂 
𝜕
𝜕𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑥

+ 𝜕
𝜕𝑦

𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑦

 𝑑𝑥𝑑𝑦.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت (۲۸ . ۷) در آن دادن ق  رار از




𝜂
𝜕
𝜕𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑥

+ 𝜕
𝜕𝑦

𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑦

− 𝜕𝑓𝜕𝑢 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ۰.

دوب  وی  س-ری  م  ون  د ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا پ  س اس  ت. ب  رق  رار 𝜂 ∈ 𝐶۲(Ω) ه  ر ب  رای ت  س  اوی ای  ن چ  ون
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د

𝜕
𝜕𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑥

+ 𝜕
𝜕𝑦

𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑦

− 𝜕𝑓𝜕𝑢 = ۰. (۲۹ . ۷)

رس  ان  دی  م. اث  ب  ات ب  ه را زی  ر خ  اص  ی  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای (۲۶ . ۷) ت  اب  ع  ک در 𝑓 ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض .۸ . ۷ خ  اص  ی  ت
ن  ه  ای  ی را ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه ف  وق 𝐶۲(Ω)ت  اب  ع  ک در واق  ع 𝑢 ت  اب  ع و پ  ی  وس  ت  ه
ش  رط در ک  ه اس  ت (۲۹ . ۷) دوم م  رت  ب  ه از پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ج  واب 𝑢 آن  گ  اه ک  ن  د.

م  ی ک  ن  د. ص  دق (۲۷ . ۷) م  رزی



ان  ت  ه  ای  ی۴۷۶ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

گ  وی  ن  د. اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ن  ی  ز را (۲۹ . ۷) م  ع  ادل  ه ت  ذک  ر.
ن  ظ  ر Ωدر = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥۲ + 𝑦۲ < ۱} واح  د دی  س  ک روی را زی  ر ت  اب  ع  ک .۱۴ . ۷ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د.
𝐽(𝑢) =



(𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

ش  رای  ط در و ک  ن  د ن  ه  ای  ی را ب  الا ت  اب  ع  ک ت  ا آوری  د ب  ه دس  ت 𝐶۲(Ω)ط  وری در را 𝑢(𝑥, 𝑦) ت  اب  ع
ک  ن  د. ص  دق 𝑢۰(𝑥, 𝑦) = ۲𝑥۲ − ۱ م  رزی

زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه ج  واب م  ی ب  ای  س  ت  ی ج  واب ت  اب  ع ۸ . ۷ خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ل.
ب  اش  د:

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = ۰, 𝑢۰(𝑥, 𝑦) = ۲𝑥۲ − ۱ واح  د دای  ره .روی

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ه م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در را آن م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای

𝑢𝑟𝑟 +
۱
𝑟𝑢𝑟 +

۱
𝑟۲𝑢𝜃𝜃 = ۰, ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در لاپ  لاس م  ع  ادل  ه

𝑢۰(۱, 𝜃) = cos ۲𝜃 =
۱
۲
𝑒۲𝑖𝜃 + ۱

۲
𝑒−۲𝑖𝜃, ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در م  رزی .ش  رای  ط

زی  ر ب  ه ص  ورت ب  الا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب 𝑒𝑖𝑛𝜃
𝑛=∞

𝑛=−∞
پ  ای  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا

م  ی گ  ردد: ح  اص  ل

𝑢(𝑟, 𝜃) =
∞

𝑛=−∞

(𝑎𝑛𝑟𝑛 + 𝑏𝑛𝑟−𝑛)𝑒𝑖𝑛𝜃.

داش  ت  ه ب  ای  د پ  س .𝑛 < ۰ ب  رای 𝑎𝑛 = ۰ و 𝑛 > ۰ ب  رای 𝑏𝑛 = ۰ پ  س |𝑢(۰, 𝜃)| < ∞ چ  ون
ب  اش  ی  م:

𝑢(𝑟, 𝜃) =
∞

𝑛=۰

𝑎𝑛𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 +
∞

𝑛=۰

𝑏𝑛𝑟𝑛𝑒−𝑖𝑛𝜃.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د م  رزی ش  رای  ط ب  رق  راری ب  رای

𝑢۰(۱, 𝜃) =
∞

𝑛=۰
(𝑎𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 + 𝑏𝑛𝑒−𝑖𝑛𝜃) =

۱
۲
𝑒۲𝑖𝜃 + ۱

۲
𝑒−۲𝑖𝜃.



ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه س  اده ت  ری  ن از ت  ع  م  ی  م چ  ن  د . ۳ . ۷۴۷۷

ب  دی  ن ت  رت  ی  ب .𝑛 ≠ ۲ ب  رای 𝑏−𝑛 = ۰ و 𝑛 ≠ ۲ ب  رای 𝑎𝑛 = ۰ و 𝑏−۲ =
۱
۲ و 𝑎۲ =

۱
۲ ن  ت  ی  ج  ه در

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت

𝑢(𝑟, 𝜃) = ۱
۲
𝑟۲𝑒۲𝑖𝜃 + ۱

۲
𝑟۲𝑒−۲𝑖𝜃 = 𝑟۲ cos ۲𝜃 = 𝑟۲(cos۲ 𝜃 − sin۲ 𝜃).

دک  ارت  ی م  خ  ت  ص  ات در ی  ا
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥۲ − 𝑦۲.

۳ . ۷ ت  م  ری  ن

ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را زی  ر ت  اب  ع  ک ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری را 𝑦(𝑥) ت  اب  ع . ۱
ک  ن  د. ن  ه  ای  ی

𝐽(𝑦) = ∫
𝑥۱
𝑥۰
(𝑦″۲ − 𝑦۲ + ۲𝑦𝑥۳) 𝑑𝑥

𝑦(𝑘)(𝑥۰) = ۰, 𝑦(𝑘)(𝑥۱) = ۱, 𝑘 = ۰, ۱.

ش  رای  ط در ت  ا ب  ی  اب  ی  د ط  وری را 𝐽(𝑦) = ∫۱

۰
𝑦′۱ + 𝑦″۲ 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع . ۲

ک  ن  د. ص  دق 𝑦′(۱) = ۲ و 𝑦(۱) = ۱ ،𝑦′(۰) = ۰ ،𝑦(۰) = ۰ م  رزی

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر ت  اب  ع  ک ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی اس  ت. ث  ق  ل ش  ت  اب ده  ن  ده ن  م  ای  ش 𝑔 ک  ن  ی  د ف  رض . ۳

𝐽(𝑞) = 
𝑡۱

𝑡۰

۱
۲
(�̇�۲۱ + �̇�۲۲) − 𝑔𝑞۲ 𝑑𝑥

آوری  د. ب  ه دس  ت را زی  ر ت  اب  ع  ک ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی اس  ت. ث  اب  ت ع  ددی 𝑘 ک  ن  ی  د ف  رض . ۴

𝐽(𝑞) = 
𝑡۱

𝑡۰
�̇�

۲
۱ + 𝑞۲۲�̇�۲۲ − 𝑘𝑞۲ 𝑑𝑥



ان  ت  ه  ای  ی۴۷۸ ث  اب  ت ن  ق  اط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب . ۷ ف  ص  ل

م  ی  دان روی را زی  ر ت  اب  ع  ک ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را 𝑢(𝑥, 𝑦) ت  اب  ع . ۵

𝑄 = (𝑥, 𝑦) ∶ ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, ۰ ≤ 𝑦 ≤ ۱

ک  ن  د. ن  ه  ای  ی ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه

𝐽(𝑢) = ∬
𝑄
(𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦 + 𝑢۲) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢(𝑥, ۱) = ۰, 𝑢𝑥(۰, 𝑦) = 𝑦, 𝑢𝑥(۱, 𝑦) = ۰.

روی ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه زی  ر ت  اب  ع  ک ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را 𝑢(𝑥, 𝑦) ت  اب  ع . ۶
م  ی  دان

𝑄 = (𝑥, 𝑦) ∶ −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, ۰ ≤ 𝑦 ≤ ۱

ک  ن  د. ن  ه  ای  ی را

𝐽(𝑢) = ∬
𝑄
(𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦 − ۲𝑢۲) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑢(−𝜋, 𝑦) = 𝑢(𝜋, 𝑦), 𝑢𝑥(−𝜋, 𝑦) = 𝑢(𝜋, 𝑦)
𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = ۰.

م  ی  دان روی را زی  ر ت  اب  ع  ک ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را 𝑢(𝑥, 𝑦) ت  اب  ع . ۷

𝑄 = (𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱, 𝑦 ≥ ۰

ک  ن  د. ن  ه  ای  ی ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه

𝐽(𝑢) =
𝑄

(𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

دای  ره ن  ی  م ق  وس روی .𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥 ،𝑥 < ۰ ب  رای و 𝑢𝑦(𝑥, ۰) = ۱ ،𝑥 > ۰ ب  رای
.𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 ب  اش  ی  م داش  ت  ه 𝑦 > ۰ و 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱ ی  ع  ن  ی واح  د، دای  ره ف  وق  ان  ی



۸ ف  ص  ل
م  ت  غ  ی  ر ک  ران  ه ه  ای و م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل

آن ب  ا ه  م  راه اس  ت، م  ط  رح ت  اب  ع  ک ی  ک ک  ردن ن  ه  ای  ی ک  ه ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی در
م  ی ت  وان  د ق  ی  ود ای  ن م  ی گ  ردد. اع  م  ال م  ط  ل  وب ت  اب  ع روی ب  ر ط  ب  ی  ع  ی ب  ه ص  ورت ق  ی  ودی ت  اب  ع  ک
ای  ن از ت  رک  ی  ب  ی ی  ا و دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ی  ا و ان  ت  گ  رال  ی م  ع  ادلات ی  ا ت  اب  ع  ی م  ع  ادلات ب  ه ص  ورت

گ  ردد. ظ  اه  ر م  وارد

س  اده ت  ری  ن ب  رای ان  ت  گ  رال  ی ق  ی  د و ث  اب  ت م  رزی ش  رای  ط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل ۱ . ۸ ب  خ  ش در
از ب  ی  ش  ت  ر ق  ی  ود ت  ع  داد و ب  الات  ر م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ب  ا م  س  ائ  ل س  پ  س و ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه
۲ . ۸ ب  خ  ش در م  ی گ  وی  ن  د. ه  م  دوری ق  ی  ود م  ع  م  ولاً را ق  ی  ود ن  وع ای  ن م  ی ش  ود. ب  ح  ث ی  ک  ی
ت  اب  ع  ی ب  ه ص  ورت ق  ی  ود ای  ن  گ  ون  ه دی  د. خ  واه  ی  م غ  ی  ران  ت  گ  رال  ی ق  ی  ود ب  رای را م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل
اس  ت. ث  اب  ت م  رزی ش  رای  ط ب  ا ب  خ  ش دو ای  ن در م  س  ائ  ل ک  ل  ی  ه ه  س  ت  ن  د. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ی  ا و
دی  گ  ر ب  ه ع  ب  ارت ن  م  ای  د. ت  غ  ی  ی  ر م  ی ت  وان  د م  رزی ش  راب  ط م  ق  ی  د غ  ی  ر ب  ع  ض  اً و م  ق  ی  د م  س  ائ  ل در ل  ی  ک  ن
ن  ق  ط  ه دو ه  ر ی  ا ی  ک  ی ک  ه م  ی ش  وی  م م  واج  ه م  س  ائ  ل  ی ب  ا ه  ن  دس  ی و ف  ی  زی  ک  ی م  ه  ن  دس  ی، م  س  ائ  ل در
ت  اب  ع ه  ای ت  ع  ی  ی  ن ب  ا ه  م  راه م  ی ب  ای  س  ت  ی و ن  ی  س  ت ش  ده ت  ع  ی  ی  ن پ  ی  ش از آن  ه  ا م  ق  ادی  ر ی  ا م  رزی
ب  ا ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل را ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ائ  ل گ  ون  ه ای  ن ک  رد. ت  ع  ی  ی  ن ن  ی  ز را آن  ه  ا ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی
م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ب  ررس  ی و م  ع  رف  ی ب  ه ۳ . ۸ ب  خ  ش در م  ی گ  وی  ن  د. م  ت  غ  ی  ر ک  ران  ه ه  ای
م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ۴ . ۸ ب  خ  ش در م  ی پ  ردازی  م. م  ورد ای  ن در م  ث  ال ه  ای  ی ارائ  ه و ط  ب  ی  ع  ی

م  ی ده  ی  م. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد را ش  ون  ده ج  اب  ه ج  ا



م  ت  غ  ی  ر۴۸۰ ک  ران  ه ه  ای و م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۸ ف  ص  ل

(ه  م م  ح  ی  ط) ه  م  دوری م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل ۱ . ۸
ب  ی  ان ن  ی  ز را آن ه  ا ح  ل روش و م  ط  رح را ه  م م  ح  ی  ط ی  ا ه  م  دور ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل ب  خ  ش ای  ن در
ک  ه اس  ت زم  ی  ن  ه ای  ن در م  س  ئ  ل  ه اول  ی  ن ب  ه خ  اط  ر م  س  ائ  ل گ  ون  ه ای  ن ب  رای ن  ام ای  ن ع  ل  ت م  ی ک  ن  ی  م.
ی  ا ت  اب  ع م  ف  ه  وم ب  ی  ان از ق  ب  ل ح  ت  ی ت  غ  ی  ی  رات، ح  س  اب پ  ی  دای  ش از ق  ب  ل ق  رن ه  ا دی  دو ت  وس  ط

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ای  ن اس  ت. گ  ردی  ده ب  ی  ان م  ع  ادل  ه

م  س  ط  ح دش  ت ی  ک در را م  اگ  زی  م  م س  ط  ح و ۲𝐿 ب  راب  ر م  ح  ی  ط ب  ا زم  ی  ن ق  ط  ع  ه دی  دو: م  س  ئ  ل  ه
ب  ی  اب  ی  د.

ب  ی  ان ب  ه اک  ن  ون ن  م  ود. خ  واه  ی  م ح  ل ب  خ  ش ای  ن ان  ت  ه  ای در ک  ل  ی ت  ر ح  ال  ت در را م  س  ئ  ل  ه ای  ن
م  ی پ  ردازی  م. اص  ل  ی م  س  ئ  ل  ه

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ک  ی 𝐽 ∶ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥. (۱ . ۸)

از ع  ب  ارت ه  م م  ح  ی  ط ی  ا ه  م  دوری م  س  ئ  ل  ه اس  ت. 𝑦′ و 𝑦 ،𝑥 از ه  م  وار ت  اب  ع  ی 𝑓 ت  اب  ع  ک، ای  ن در
م  رزی ش  رای  ط در ک  ردن ص  دق ب  ر ع  لاوه ک  ه اس  ت 𝐽 ن  ه  ای  ی م  ق  ادی  ر ت  ع  ی  ی  ن

𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱ (۲ . ۸)

ش  رط ی  ا ق  ی  د در

𝐼(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥 = 𝐿 (۳ . ۸)

ن  ی  ز اس  ت م  ع  ی  ن و ث  اب  ت ع  ددی 𝐿 و اس  ت 𝑦′ و 𝑦 ،𝑥 از ه  م  وار و م  ع  ی  ن ت  اب  ع  ی 𝑔 آن در ک  ه
ب  ه م  رب  وط م  ورد ای  ن در ط  ب  ی  ع  ی م  س  ئ  ل  ه اول  ی  ن ش  د گ  ف  ت  ه ق  ب  لاً ک  ه ه  م  ان ط  ور ن  م  ای  د. ص  دق
را م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه اس  ت. ب  وده م  ح  ی  ط ط  ول ب  ه ص  ورت م  ذک  ور ق  ی  د و م  س  اح  ت ک  ردن م  اگ  زی  م  م
ن  ه  ای  ی ک  ه ه  م  وار ت  اب  ع  ی ب  رای لازم ش  رط ی  ک ب  خ  ش ای  ن در گ  وی  ن  د. ه  م م  ح  ی  ط ی  ا ه  م  دور م  س  ائ  ل

ک  رد. خ  واه  ی  م ارائ  ه ب  اش  د، ب  الا م  س  ئ  ل  ه ک  ن  ن  ده



(ه  م م  ح  ی  ط) ه  م  دوری م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۱ . ۸۴۸۱

ک  ن  د. م  ی  ن  ی  م  م ب  الا ه  م  دور ق  ی  د و م  رزی ش  رای  ط ت  ح  ت را 𝐽(𝑦)ت  اب  ع  ک 𝑦(𝑥) ک  ن  ی  د ف  رض
م  رزی ش  رای  ط در ک  ه ب  اش  ن  د ش  ده داده ت  اب  ع دو 𝜂۱, 𝜂۲ ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ک  ن  ی  د ف  رض

𝜂۱(𝑥۰) = 𝜂۱(𝑥۱) = 𝜂۲(𝑥۰) = 𝜂۲(𝑥۱) = ۰

ب  ه ق  دری ق  درم  ط  ل  ق م  ق  دار ن  ظ  ر از 𝜖۲ و 𝜖۱ پ  ارام  ت  ره  ای ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن ک  ن  د. ص  دق
م  ق  دار م  ی  ن  ی  م  م ی  ع  ن  ی دارد، ق  رار 𝑦ن  زدی  ک  ی در �̂� = 𝑦 + 𝜖۱𝜂۱ + 𝜖۲𝜂۲ ب  ه ط  وری ک  ه ک  وچ  ک ان  د
ب  ا م  ت  ن  اس  ب 𝜖۲𝜂۲ ان  ت  خ  اب ب  ا اس  ت. ش  ده داده 𝑦ت  وس  ط م  ذک  ور ق  ی  د و ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه 𝐽(𝑦)

داری  م: 𝜖۱𝜂۱
𝐽(𝑦) ≤ 𝐽(�̂�), 𝐼(�̂�) = 𝐼(𝑦) = 𝐿.

ب  گ  ی  ری  د: ح  ال
𝐽(𝜖۱, 𝜖۲) = 𝐽(�̂�), 𝐼(𝜖۱, 𝜖۲) = 𝐼(�̂�).

زی  ر رواب  ط در پ  س پ  ی  وس  ت  ه ان  د، دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑔 و 𝑓 چ  ون

𝐽(𝜖۱, 𝜖۲) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝜖۱𝜂۱ + 𝜖۲𝜂۲, 𝑦′ + 𝜖۱𝜂′۱ + 𝜖۲𝜂′۲) 𝑑𝑥

𝐼(𝜖۱, 𝜖۲) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑔(𝑥, 𝑦 + 𝜖۱𝜂۱ + 𝜖۲𝜂۲, 𝑦′ + 𝜖۱𝜂′۱ + 𝜖۲𝜂′۲) 𝑑𝑥

م  ش  ت  ق  ات دارای 𝐼(𝜖۱, 𝜖۲) و 𝐽(𝜖۱, 𝜖۲) ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. 𝑥۱∫م  ج  از
𝑥۰

و 𝜕
𝜕𝜖۲

و 𝜕
𝜕𝜖۱

ت  ع  وی  ض
را 𝐽(𝜖۱, 𝜖۲) ت  اب  ع (۰, ۰) ن  ق  ط  ه ک  وچ  ک، 𝜖۲۱ + 𝜖۲۲ ب  رای چ  ون م  ی ب  اش  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه اول م  رت  ب  ه
لاگ  ران  ژی ض  ری  ب ،∇𝐼(𝜖۱, 𝜖۲) ≠ ۰ اگ  ر پ  س م  ی ک  ن  د، م  ی  ن  ی  م  م 𝐼(𝜖۱, 𝜖۲) = 𝐿 ق  ی  د ت  ح  ت

داری  م: (𝜖۱, 𝜖۲) = (۰, ب  رای(۰ ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝜆م  وج  ود م  ان  ن  د

∇𝐽(𝜖۱, 𝜖۲) = 𝜆∇𝐼(𝜖۱, 𝜖۲).

ی  ا


𝑥۱

𝑥۰
∇𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝜖۱𝜂۱ + 𝜖۲𝜂۲, 𝑦′ + 𝜖۱𝜂′۱ + 𝜖۲𝜂′۲) 𝑑𝑥

= 𝜆
𝑥۱

𝑥۰
∇𝑔(𝑥, 𝑦 + 𝜖۱𝜂۱ + 𝜖۲𝜂۲, 𝑦′ + 𝜖۱𝜂′۱ + 𝜖۲𝜂′۲) 𝑑𝑥 = ۰.
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ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د 𝜂۲(𝑥) و 𝜂۱(𝑥) ک  ل  ی  ه ب  رای (۰, ۰) ن  ق  ط  ه در ی  ا


𝑥۱

𝑥۰

𝜕𝑓
𝜕𝑦 − 𝜆

𝜕𝑔
𝜕𝑦
𝜂۱ + 

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ − 𝜆

𝜕𝑔
𝜕𝑦′

𝜂′۱ + 
𝜕𝑓
𝜕𝑦 − 𝜆

𝜕𝑔
𝜕𝑦
𝜂۲

+  𝜕𝑓𝜕𝑦′ − 𝜆
𝜕𝑔
𝜕𝑦′

𝜂′۲ 𝑑𝑥 = ۰.

اس  ت  ف  اده و ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال ب  ه ک  ارگ  ی  ری ب  ا .𝐹 = 𝑓 − 𝜆𝑔 ب  گ  ی  ری  د س  اده ن  وی  س  ی ب  رای ح  ال
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝜂۲ و 𝜂۱ ب  رای ص  ف  ر م  رزی ش  رای  ط از


𝑥۱

𝑥۰

𝜕𝐹
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′

𝜂۱ + 
𝜕𝐹
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′

𝜂۲ 𝑑𝑥 = ۰.

داش  ت  ه ب  ای  د ۱ . ۷ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق پ  س اس  ت ب  رق  رار 𝜂۲ و 𝜂۱ ه  ر ب  رای م  ی ب  ای  س  ت  ی ب  الا ت  س  اوی
ب  اش  ی  م:

𝜕𝐹
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′ = ۰.

ی  ا
𝜕
𝜕𝑦
𝑓 − 𝜆𝑔 − 𝑑

𝑑𝑥
𝜕
𝜕𝑦′

𝑓 − 𝜆𝑔 = ۰. (۴ . ۸)

ک  ه اس  ت (۴ . ۸) م  ع  ادل  ه ج  واب ی  ک 𝑦 ای  ن ص  ورت، در ∇𝐼(𝜖۱, 𝜖۲)
𝜖۱=𝜖۲=۰

≠ ۰ اگ  ر

م  ع  ادل  ه ی  ک (۴ . ۸) م  ع  ادل  ه چ  ون ک  ن  د. ص  دق (۳ . ۸) ق  ی  د و (۲ . ۸) م  رزی ش  رای  ط در م  ی ب  ای  س  ت  ی
رود م  ی ان  ت  ظ  ار پ  س اس  ت 𝑐۲ و 𝑐۱ ث  اب  ت م  ق  دار دو دارای آن ج  واب و دوم م  رت  ب  ه از دی  ف  ران  س  ی  ل

ش  ود. ب  رق  رار (۳ . ۸) ق  ی  د و (۲ . ۸) م  رزی 𝜆ش  رای  ط و 𝑐۲ ،𝑐۱ ان  ت  خ  اب ب  ا

از ی  ک  ی در ل  ی  ک  ن ن  ش  ود، ظ  اه  ر ص  ری  ح ب  ه ط  ور 𝑔 ی  ا 𝑓 در اس  ت م  م  ک  ن 𝑦′ ک  ن  ی  د ت  وج  ه ت  ذک  ر.
ش  ود. ظ  اه  ر م  ی ب  ای  س  ت  ی آن  ه  ا

رس  ان  ده ای  م. اث  ب  ات ب  ه را زی  ر خ  اص  ی  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را 𝐽(𝑦)ت  اب  ع  ک 𝑦 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ک  ن  ی  د ف  رض .۱ . ۸ خ  اص  ی  ت
𝑦 ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝜆م  وج  ود م  ان  ن  د ع  ددی آن گ  اه ک  ن  د. ن  ه  ای  ی (۳ . ۸) ه  م  دوری ق  ی  د و (۲ . ۸)

اس  ت. (۳ . ۸) ه  م  دوری ق  ی  د و (۲ . ۸) م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه (۴ . ۸) ج  واب
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اس  ت. دی  دو م  س  ئ  ل  ه ش  ده س  اده ش  ک  ل ک  ه داری  م زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ث  ال اول  ی  ن

ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری (−۱, ۱) ب  ازه روی را 𝑦 = 𝑓(𝑥) > ۰ ت  اب  ع .۱ . ۸ م  ث  ال
[−۱, پ  اره خ  ط[۱ و آن ب  ی  ن م  س  اح  ت و 𝐿 > ۲ ب  ا ب  راب  ر آن م  ن  ح  ن  ی ط  ول و 𝑦(−۱) = 𝑦(۱) = ۰

ب  اش  د. م  اگ  زی  م  م

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  رزی ش  رای  ط و م  ذک  ور م  س  اح  ت ح  ل.

𝐽(𝑦) = 
۱

−۱
𝑦 𝑑𝑥, 𝑦(−۱) = ۰, 𝑦(۱) = ۰.

از: ع  ب  ارت  س  ت 𝑦 وس  ی  ل  ه ب  ه ش  ده داده م  ن  ح  ن  ی ط  ول

𝐼(𝑦) = 
۱

−۱
۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥 = 𝐿 > ۲.

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت 𝐹 = 𝑦 − 𝜆۱ + 𝑦′۲ ت  اب  ع ب  رای اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′ −

𝜕𝐹
𝜕𝑦 = −𝜆

𝑑
𝑑𝑥

𝑦′

۱ + 𝑦′۲
− ۱ = ۰

ی  ا
𝑦′

۱ + 𝑦′۲
= − ۱

𝜆(𝑥 + 𝑐۱) ⟹ 𝑦′۲
۱ + 𝑦′۲ =

۱
𝜆۲ (𝑥 + 𝑐۱)

۲

ی  ا

𝑦′۲ =
۱
𝜆۲ (𝑥 + 𝑐۱)

۲

۱ − ۱
𝜆۲ (𝑥 + 𝑐۱)

۲
⟹𝑦′ =

− ۱
𝜆 (𝑥 + 𝑐۱)

۱ − ۱
𝜆۲ (𝑥 + 𝑐۱)

۲

ی  ا

𝑦 = 
− ۱
𝜆 (𝑥 + 𝑐۱)

۱ − ۱
𝜆۲ (𝑥 + 𝑐۱)

۲
𝑑𝑥 − 𝑐۲.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

۱
𝜆(𝑦 + 𝑐۲) = 

۱ − ۱
𝜆۲ (𝑥 + 𝑐۱)

۲
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ی  ا
(𝑦 + 𝑐۲)۲ + (𝑥 + 𝑐۱)۲ = 𝜆۲.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

𝑐۲۲ + (۱ + 𝑐۱)۲ = 𝜆۲, 𝑐۲۲ + (−۱ + 𝑐۱)۲ = 𝜆۲.

دی  گ  ر ط  رف از .𝑐۲۲ + ۱ = 𝜆۲ و 𝑐۱ = ۰ پ  س

𝐿 = 
۱

−۱
۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥 = 

۱

−۱

𝜆
√𝜆۲ − 𝑥۲

𝑑𝑥.

و 𝑑𝑥 = 𝜆 cos 𝑡 𝑑𝑡ای  ن ص  ورت در .𝑥 = 𝜆 sin 𝑡 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝐿 = 𝜆𝑑𝑡 = 𝜆𝑡 = 𝜆 sin−۱ 𝑥𝜆
۱

−۱
= 𝜆 sin−۱ ۱𝜆 − sin

−۱ −۱
𝜆


ی  ا
𝐿 = ۲𝜆 sin−۱ ۱𝜆

ی  ا
۱
𝜆 = sin

𝐿
۲𝜆 ⟹ 𝜆sin 𝐿

۲𝜆 = ۱.

ح  ق  ی  ق  ی ج  واب ن  ی  ز 𝑐۲ ب  رای پ  س |𝜆| > ۱ و اس  ت [−۱, پ  اره خ  ط[۱ 𝐼(𝑦) ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی چ  ون
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت

ن  ه  ای  ی ت  اب  ع ی  اف  ت  ن م  س  ئ  ل  ه ب  ا م  ع  ادل (۳ . ۸) و (۲ . ۸) ،(۱ . ۸) م  ق  ی  د م  س  ئ  ل  ه ح  ل (۱ ت  ذک  ر.
اس  ت: زی  ر م  س  ئ  ل  ه ک  ن  ن  ده

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
(𝑓 − 𝜆𝑔) 𝑑𝑥, 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱.

ب  اش  د. ب  رق  رار (۳ . ۸) ق  ی  د ت  ا ش  ود ان  ت  خ  اب ط  وری 𝜆ب  ای  د م  ق  دار ه  م  چ  ن  ی  ن

ن  م  ود. اس  ت  ف  اده م  ی ت  وان ن  ی  ز 𝑥 ف  اق  د 𝑓 − 𝜆𝑔خ  اص ح  ال  ت در ۳ . ۷ خ  اص  ی  ت از (۲

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را زن  ج  ی  ر م  س  ئ  ل  ه ب  ع  دی م  ث  ال در
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آن در ک  ه اس  ت آوی  زان (۱, ℎ) و (۰, ℎ) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن 𝐿 > ۱ ط  ول ب  ه زن  ج  ی  ری .۲ . ۸ م  ث  ال
ب  ی  اب  ی  د. را زن  ج  ی  ر م  ن  ح  ن  ی ،۲ℎ > 𝐿

در زی  ر ب  ه ص  ورت (۳ . ۷) ف  رم  ول ط  ب  ق گ  ردد م  ی  ن  ی  م  م ب  ای  د ک  ه زن  ج  ی  ر ب  ه م  رب  وط ت  اب  ع  ک ح  ل.
م  ی آی  د.

𝐽(𝑦) = 
۱

۰
𝑦۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥, 𝑦(۰) = ℎ, 𝑦(۱) = ℎ.

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را زن  ج  ی  ر ط  ول ق  ی  د ه  م  چ  ن  ی  ن

𝐼(𝑦) = 
۱

۰
𝑦۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥 = 𝐿 > ۱.

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت 𝐹 ت  اب  ع م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای

𝐹 = 𝑦۱ + 𝑦′۲ − 𝜆۱ + 𝑦′۲ = (𝑦 − 𝜆)۱ + 𝑦′۲.

زی  ر ب  ه ص  ورت را اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه اس  ت، ن  ش  ده ظ  اه  ر ص  ری  ح ب  ه ط  ور 𝑥 آن در چ  ون
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت

𝑦′𝐹𝑦′ − 𝐹 = 𝑦′(𝑦 − 𝜆)
𝑦′

۱ + 𝑦′۲
− (𝑦 − 𝜆)۱ + 𝑦′۲ = 𝑐۱.

م  ی آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت ب  الا م  ع  ادل  ه ای  ن ص  ورت در ،𝑢 = 𝑦 − 𝜆 ب  گ  ی  ری  د ح  ال

𝑢۲
۱ + 𝑢′۲ = 𝑐

۲
۱ ⟹ 𝑢′۲ = 𝑢۲

𝑐۲۱
− ۱

ی  ا

𝑢′ =

𝑢
𝑐۱

۲
− ۱

ی  ا
𝑑𝑢


 𝑢𝑐۱ 

۲
− ۱

= 𝑑𝑥 ⟹ 
𝑑𝑢


 𝑢𝑐۱ 

۲
− ۱

= 𝑥 + 𝑐۲.



م  ت  غ  ی  ر۴۸۶ ک  ران  ه ه  ای و م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۸ ف  ص  ل

و 𝑑𝑢 = 𝑐۱ sinh 𝑡 𝑑𝑡 م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑢𝑐۱ = cosh 𝑡 م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا

𝑥 + 𝑐۲ = 
𝑐۱ sinh 𝑡
sinh 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑐۱𝑡 = 𝑐۱ cosh

−۱ 𝑢
𝑐۱

ی  ا
𝑢 = 𝑐۱ cosh

۱
𝑐۱
(𝑥 + 𝑐۲)

ی  ا
𝑦 = 𝜆 + 𝑐۱ cosh

۱
𝑐۱
(𝑥 + 𝑐۲).

م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا ای  ن ص  ورت در .𝑘۲ =
𝑐۲
𝑐۱

و 𝑘۱ = 𝑐۱ ب  گ  ی  ری  د س  ادگ  ی ب  رای
م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ت  س  اوی ه  ای

ℎ − 𝜆 = 𝑘۱ cosh 𝑘۲, ℎ − 𝜆 = 𝑘۱ cosh 
۱
𝑘۱
+ 𝑘۲.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د ب  ن  اب  رای  ن

cosh 𝑘۲ = cosh 𝑘۲ +
۱
𝑘۱
.

ن  ی  ز ه  م  دوری ق  ی  د اس  ت. ب  رق  رار 𝑘۲ = − ۱
۲𝑘۱

ی  ا 𝑘۲ = 𝑘۲ +
۱
𝑘۱
 ب  ه ازاء ت  س  اوی ای  ن

م  ی ش  ود: ب  رق  رار زی  ر ب  ه ص  ورت

𝐿 = 
۱

۰ 
۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥 = 

۱

۰ 
۱ + sinh۲  𝑥𝑘۱

+ 𝑘۲ 𝑑𝑥

= 
۱

۰
cosh  𝑥𝑘۱

+ 𝑘۲ 𝑑𝑥 = 𝑘۱ sinh 
𝑥
𝑘۱
+ 𝑘۲

۱

۰
.

م  ی ی  اب  د: ت  ق  ل  ی  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ش  رط ای  ن

𝐿 = ۲𝑘۱ sinh
۱
۲𝑘۱

⟹ 𝐿
۲𝑘۱

= sinh ۱
۲𝑘۱

.

ج  واب ی  ک ن  ت  ی  ج  ه در و 𝑘۱ ب  رای م  ث  ب  ت ی  گ  ان  ه ای ج  واب دارای م  ع  ادل  ه ای  ن 𝐿 > ۱ ب  رای
م  ق  دار 𝜆ب  رای ℎ − 𝜆 = 𝑘۱ cosh 𝑘۲ م  ع  ادل  ه از ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. 𝑘۲ = −

۱
۲𝑘۱

ب  رای م  ن  ف  ی
م  ی آی  د. 𝜆ب  ه دس  ت = ℎ − 𝑘۱ cosh 𝑘۲



(ه  م م  ح  ی  ط) ه  م  دوری م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۱ . ۸۴۸۷

ج  ه  ت چ  ن  د از گ  رف  ت ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد ای  ن ج  ا در ک  ه ه  م  دوری م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل
ظ  اه  ر ب  الات  ر ی  ا و دوم م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ان  ت  گ  رال زی  ر ت  واب  ع در ک  ه ای  ن اول اس  ت. ت  ع  م  ی  م ق  اب  ل
م  ت  غ  ی  ره  ای ت  ع  داد ک  ه ای  ن س  وم ب  اش  د. ی  ک  ی از ب  ی  ش  ت  ر ق  ی  ده  ا ت  ع  داد ک  ه ای  ن دوم ب  اش  د. ش  ده
ب  ی  ش  ت  ر م  س  ت  ق  ل م  ت  غ  ی  ره  ای ت  ع  داد ک  ه ای  ن چ  ه  ارم ب  اش  د. ی  ک  ی از ب  ی  ش  ت  ر م  ج  ه  ول ت  واب  ع ی  ا واب  س  ت  ه
در ب  اش  د. ب  رق  رار م  ی ت  وان  د ن  ی  ز ب  الا چ  ه  ارگ  ان  ه م  وارد از ت  رک  ی  ب  ی ه  ر ک  ه ای  ن آخ  ر در و ب  اش  د ی  ک  ی از
ق  اب  ل ب  ه س  ادگ  ی ف  وق ب  خ  ش م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  الات ای  ن ک  ه دی  د خ  واه  ی  م ب  خ  ش ای  ن ادام  ه

اس  ت. ب  ررس  ی

ب  الات  ر م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ح  اوی م  س  ائ  ل ال  ف:
ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ک ه  ای  ی 𝐼 و 𝐽 ک  ن  ی  د ف  رض

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦″) 𝑑𝑥, 𝐼(𝑦) = 

𝑥۱

𝑥۰
𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦″) 𝑑𝑥

در م  ش  اب  ه ت  ح  ل  ی  ل و ت  ج  زی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ان  د. ه  م  وار ت  واب  ع  ی 𝑔 و 𝑓 آن در ک  ه ب  اش  ن  د
ه  م  دوره ای، ق  ی  د در ک  ه 𝐽(𝑦) ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ج  واب داد ن  ش  ان م  ی ت  وان ۱ . ۸ خ  اص  ی  ت اث  ب  ات
ص  دق 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ و 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱ ،𝑦′(𝑥۰) = 𝑦′۰ ،𝑦′(𝑥۱) = 𝑦′۱ م  رزی ش  رای  ط و 𝐼(𝑦) = 𝐿

اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ج  واب ی  ک ب  ای  د م  ی ک  ن  د

𝑑۲
𝑑𝑥۲

𝜕𝐹
𝜕𝑦″ −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′ +

𝐹
𝜕𝑦 = ۰

ص  دق ک  ن  د. ب  الا م  رزی ش  رای  ط در و 𝐹 = 𝑓 − 𝜆𝑔 آن در ک  ه ب  اش  د
ک  ام  لاً وض  ع  ی  ت ن  ی  ز م  ی گ  ردن  د ظ  اه  ر 𝑔 ی  ا 𝑓 در ک  ه دو از ب  الات  ر م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ب  رای

اس  ت. م  ش  اب  ه

ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی را زی  ر م  رزی ش  رای  ط و ه  م  دوره ای ق  ی  د ب  ا ه  م  راه 𝐽(𝑦)ت  اب  ع  ک .۳ . ۸ م  ث  ال

𝐽(𝑦) = 
۱

۰
𝑦″۲ 𝑑𝑥, 𝐼(𝑦) = 

۱

۰
𝑦 𝑑𝑥 = ۱

𝑦(۰) = 𝑦(۱) = ۰, 𝑦′(۰) = 𝑦′(۱) = ۰.



م  ت  غ  ی  ر۴۸۸ ک  ران  ه ه  ای و م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۸ ف  ص  ل

م  س  ئ  ل  ه، ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ب  الا م  ط  ال  ب ط  ب  ق .𝑔 = 𝑦 و 𝑓 = (𝑦″)۲ م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای ح  ل.
اس  ت: زی  ر م  س  ئ  ل  ه ج  واب

۲𝑦(۴) − 𝜆 = ۰, 𝑦(۰) = 𝑦(۱) = 𝑦′(۰) = 𝑦′(۱) = ۰.

اس  ت: زی  ر ع  م  وم  ی ج  واب دارای ب  الا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه

𝑦 = 𝜆𝑥۴
۴! + 𝑐۳𝑥

۳ + 𝑐۲𝑥۲ + 𝑐۱𝑥 + 𝑐۰.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د م  رزی ش  رای  ط ب  رق  راری ب  رای

𝑦(۰) = 𝑐۰ = ۰, 𝑦′(۰) = 𝑐۱ = ۰

𝑦(۱) = 𝜆
۴! + 𝑐۳ + 𝑐۲ = ۰, 𝑦′(۱) = 𝜆

۳! + ۳𝑐۳ + ۲𝑐۲ = ۰.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د ه  م  دوری ق  ی  د ب  رق  راری ب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن

𝐼(𝑦) = 
۱

۰
𝑦 𝑑𝑥 = 𝜆

۵! +
𝑐۳
۴
+ 𝑐۲

۳
= ۱.

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝜆 و 𝑐۳ ،𝑐۲ ب  رای خ  ط  ی م  ج  ه  ول س  ه و م  ع  ادل  ه س  ه دس  ت  گ  اه ای  ن ح  ل از
م  ی گ  ردد: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  دی  ن ت  رت  ی  ب .𝑐۳ = −۶۰ و 𝑐۲ = ۳۰،𝜆 = ۶!

𝑦 = ۳۰𝑥۴ − ۶۰𝑥۳ + ۳۰𝑥۲.

ه  م  دوری ق  ی  د چ  ن  د ح  اوی م  س  ائ  ل ب:
ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را زی  ر ه  م  دوری ق  ی  ده  ای و ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه 𝐽(𝑦)ت  اب  ع  ک

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥, 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ , 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱

𝐼𝑘(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑔𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥 = 𝐿𝑘, 𝑘 = ۱, ۲,⋯ ,𝑚.



(ه  م م  ح  ی  ط) ه  م  دوری م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۱ . ۸۴۸۹

ه  م  واران  د. 𝑘 = ۱, ۲,⋯ ,𝑚 ،𝑔𝑘 و 𝑓 ت  واب  ع ک  ه اس  ت ای  ن ب  ر ف  رض گ  ذش  ت  ه ه  م  ان  ن  د ای  ن ج  ا در
روش ای  ن ج  ا ای  ن در اس  ت. م  ف  ی  د م  ق  ی  د چ  ن  دگ  ان  ه لاگ  ران  ژ ض  ری  ب روش م  ج  دداً م  س  ئ  ل  ه ای  ن در

م  ی گ  ردد. ن  ت  ی  ج  ه م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت ک  ل  ی ح  ال  ت م  ی ک  ن  ی  م. 𝑚ب  ررس  ی = ۲ ب  رای را
ق  ی  ده  ای و م  رزی ش  رای  ط در ک  ه ب  اش  د 𝐽 م  وض  ع  ی ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع ی  ک 𝑦 ک  ن  ی  د ف  رض
ب  رق  رار ه  م  دوری ق  ی  د دو ای  ن ک  ه ای  ن ب  رای ک  ن  د. ص  دق 𝐼۲(𝑦) = 𝐿۲ و 𝐼۱(𝑦) = 𝐿۱ دوری
ت  اب  ع ،𝑦 ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع ه  م  س  ای  گ  ی در ب  اش  ی  م. داش  ت  ه دی  گ  ری اخ  ت  ی  اری پ  ارام  ت  ر ب  ای  د ب  اش  د

ش  ده ان  د. داد ت  واب  ع 𝜂۳ و 𝜂۲ ،𝜂۱ ک  ه م  ی گ  ی  ری  م زی  ر ب  ه ص  ورت را �̂�

�̂� = 𝑦 + 𝜖۱𝜂۱ + 𝜖۲𝜂۲ + 𝜖۳𝜂۳ = 𝑦 + ⟨𝜖, 𝜂⟩

اس  ت. داخ  ل  ی ض  رب ن  م  اد ه  م  ان ⟨⋅, ⋅⟩ و 𝜂 = (𝜂۱, 𝜂۲, 𝜂۳) ،𝜖 = (𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) آن در ک  ه
و 𝜂𝑘(𝑥۰) = 𝜂𝑘(𝑥۱) = ۰ و 𝜂𝑘 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱])ق  ب  ل  ی ب  خ  ش ه  ای م  ان  ن  د ه  م  چ  ن  ی  ن

ب  گ  ی  ری  د: ح  ال .𝑘 = ۱, ۲,۳ ب  رای ||𝜂𝑘||∞ ≤ ۱

𝐽(𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦 + ⟨𝜖, 𝜂⟩, 𝑦′ + ⟨𝜖, 𝜂′⟩) 𝑑𝑥

𝐼۱(𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑔۱(𝑥, 𝑦 + ⟨𝜖, 𝜂⟩, 𝑦′ + ⟨𝜖, 𝜂′⟩) 𝑑𝑥 = 𝐿۱

𝐼۲(𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑔۲(𝑥, 𝑦 + ⟨𝜖, 𝜂⟩, 𝑦′ + ⟨𝜖, 𝜂′⟩) 𝑑𝑥 = 𝐿۲.

ق  ی  ده  ای، ت  ح  ت را 𝐽(𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) ت  اب  ع (۰, ۰, ۰) ن  ق  ط  ه ک  وچ  ک، 𝜖۲۱ + 𝜖۲۲ + 𝜖۲۳ ب  رای چ  ون

𝐼۱(𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) = 𝐿۱
𝐼۲(𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) = 𝐿۲

𝜖 = (𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) = ب  رای۰ ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝜆۲م  وج  ود 𝜆۱و م  ق  ادی  ر پ  س م  ی ک  ن  د. م  ی  ن  ی  م  م
داری  م:

∇𝐽(𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) = 𝜆۱∇𝐼۱(𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) + 𝜆۲∇𝐼۲(𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳).



م  ت  غ  ی  ر۴۹۰ ک  ران  ه ه  ای و م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۸ ف  ص  ل

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د (𝜖۱, 𝜖۲, 𝜖۳) = (۰, ۰, ۰) ن  ق  ط  ه در ی  ا


𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦 + ⟨𝜖, 𝜂⟩, 𝑦′ + ⟨𝜖, 𝜂′⟩) 𝑑𝑥

=
۲

𝑖=۱
𝜆𝑖

𝑥۱

𝑥۰
𝑔𝑖(𝑥, 𝑦 + ⟨𝜖, 𝜂⟩, 𝑦′ + ⟨𝜖, 𝜂′⟩) 𝑑𝑥.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د 𝜖 = ۰ ن  ق  ط  ه در ی  ا


𝑥۱

𝑥۰

𝜕𝑓
𝜕𝑦 −

۲

𝑖=۱
𝜆𝑖
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦
𝜂۱ + 

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ −

۲

𝑖=۱
𝜆𝑖
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦′

𝜂′۱

+ 𝜕𝑓𝜕𝑦 −
۲

𝑖=۱
𝜆𝑖
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦
𝜂۲ + 

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ −

۲

𝑖=۱
𝜆𝑖
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦′

𝜂′۲

+ 𝜕𝑓𝜕𝑦 −
۲

𝑖=۱
𝜆𝑖
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦
𝜂۳ + 

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ −

۲

𝑖=۱
𝜆𝑖
𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑦′

𝜂′۳ 𝑑𝑥 = ۰.

ب  ه  را 𝜂𝑘-ه  ا ص  ف  ر م  رزی ش  رای  ط و ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال و 𝐹 = 𝑓 − 𝜆۱𝑔۱ − 𝜆۲𝑔۲ ب  گ  ی  ری  د ح  ال
آی  د: ب  ه دس  ت ت  ا ب  ری  د ک  ار


𝑥۱

𝑥۰

𝜕𝐹
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′

𝜂۱ + 
𝜕𝐹
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′

𝜂۲

+ 𝜕𝐹𝜕𝑦 −
𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′

𝜂۳ 𝑑𝑥 = ۰.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د ۱ . ۷ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق پ  س اس  ت، ب  رق  رار 𝜂۳ و 𝜂۲ ،𝜂۱ ه  ر ب  رای ب  الا ت  س  اوی

𝜕𝐹
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′ = ۰, 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱.

م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب اس  ت. 𝐹 = 𝑓 − 𝜆۱𝑔۱ − 𝜆۲𝑔۲ آن در ک  ه
دو ای  ن ه  م  دوری ق  ی  د دو و م  رزی ش  رای  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت. اخ  ت  ی  اری ث  اب  ت دو دارای دوم
ت  ا ب  اش  د ب  رق  رار ش  رای  ط  ی م  ی ب  ای  س  ت  ی ل  ی  ک  ن اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن 𝜆۲ق  اب  ل 𝜆۱و م  ق  دار و اخ  ت  ی  اری ث  اب  ت
ب  اش  د. ج  واب دارای م  ی رود ب  ه ک  ار م  ج  ه  ول چ  ه  ار ای  ن م  ح  اس  ب  ه ب  رای ک  ه ج  ب  ری م  ع  ادل  ه چ  ه  ار



(ه  م م  ح  ی  ط) ه  م  دوری م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۱ . ۸۴۹۱

خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل 𝜖 = ۰ ن  ق  ط  ه 𝐼۲(𝜖)∇در 𝐼۱(𝜖)∇و ب  ردار دو ک  ه اس  ت ای  ن ش  روط ای  ن از ی  ک  ی
ب  ه ص  ورت 𝜖 = ۰ 𝐼(𝜖)∇ب  رای ت  ا ب  اش  د ط  وری ب  ای  د ب  الا، م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑦ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د.

ب  اش  د. ب  ی  ان 𝐼۲(𝜖)∇ق  اب  ل 𝐼۱(𝜖)∇و از خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ی

ن  ه  ای  ی ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط و ه  م  دوری ق  ی  ده  ای ت  ح  ت را زی  ر 𝐽(𝑦)ت  اب  ع  ک .۴ . ۸ م  ث  ال
ک  ن  ی  د.

𝐽(𝑦) = 
۱

۰
𝑦′۲ 𝑑𝑥, 𝑦(۰) = 𝑦(۱) = ۰

𝐼۱(𝑦) = 
۱

۰
𝑦 𝑑𝑥 = ۲, 𝐼۲(𝑦) = 

۱

۰
𝑥𝑦 𝑑𝑥 = ۱

۲
.

ب  ای  د ب  الا م  س  ئ  ل  ه ج  واب ب  الا م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا .𝐹 = 𝑦′۲ − 𝜆۱𝑦 − 𝜆۲𝑥𝑦 ب  گ  ی  ری  د ح  ل.
ک  ن  د. ص  دق ن  ی  ز ه  م  دوری ق  ی  ده  ای در و ب  اش  د زی  ر م  س  ئ  ل  ه ج  واب

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′ −

𝜕𝐹
𝜕𝑦 = ۰, 𝑦(۰) = 𝑦(۱) = ۰.

م  ی  آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ای  ن

۲𝑦″ + 𝜆۱ + 𝜆۲𝑥 = ۰, 𝑦(۰) = 𝑦(۱) = ۰.

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑦 = −𝜆۲𝑥
۳

۶
− 𝜆۱𝑥

۲

۴
+ 𝑐۱𝑥 + 𝑐۰.

م  ی ک  ن  ی  م: اع  م  ال را ق  ی  ده  ا و م  رزی ش  رای  ط ح  ال

𝑦(۰) = ۰ ⟹ 𝑐۰ = ۰

𝑦(۱) = ۰ ⟹ 𝑐۱ =
𝜆۱
۴
+ 𝜆۲

۶


۱

۰
𝑦 𝑑𝑥 = ۲ ⟹ ۲ = −𝜆۱

۱۲
− 𝜆۲
۲۴
+ 𝑐۱
۱۲


۱

۰
𝑥𝑦 𝑑𝑥 = ۱

۲
⟹ ۱

۲
= −𝜆۱

۱۶
− 𝜆۲
۳۰
+ 𝑐۱

۳
.



م  ت  غ  ی  ر۴۹۲ ک  ران  ه ه  ای و م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۸ ف  ص  ل

،𝑐۱ = ۴۲۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت خ  ط  ی م  ج  ه  ول  ی س  ه م  ع  ادل  ه س  ه دس  ت  گ  اه ای  ن ح  ل از
م  ی گ  ردد: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت م  ط  ل  وب ج  واب 𝜆۱ب  دی  ن ت  رت  ی  ب = ۴۰۸. 𝜆۲و = −۳۶۰

𝑦 = ۶۰𝑥۳ − ۱۰۲𝑥۲ + ۴۲𝑥.

م  ج  ه  ول ت  اب  ع چ  ن  د ح  اوی م  س  ائ  ل ج:
م  ج  ه  ول ت  اب  ع ی  ا واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر چ  ن  د ح  اوی ه  م  دوری م  س  ائ  ل ب  رای لاگ  ران  ژ ض  ری  ب روش

و 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) ب  گ  ی  ری  د، م  ط  ل  ب ای  ن دی  دن ب  رای اس  ت. اع  م  ال ق  اب  ل ن  ی  ز

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛, 𝑦′۱ , 𝑦′۲,⋯ , 𝑦′𝑛) 𝑑𝑥 (۵ . ۸)

𝐼(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛, 𝑦′۱ , 𝑦′۲,⋯ , 𝑦′𝑛) 𝑑𝑥 (۶ . ۸)

ت  اب  ع  ک 𝑦 ع  لاوه ب  ه اس  ت پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑔 و 𝑓 ت  واب  ع ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن
ک  ن  د. ن  ه  ای  ی زی  ر م  رزی ش  رای  ط و 𝐼(𝑦) = 𝐿 ق  ی  د ب  ا ه  م  راه را 𝐽(𝑦)

𝑦𝑖(𝑥۰) = 𝑦۰𝑖, 𝑦𝑖(𝑥۱) = 𝑦۱𝑖, 𝑖 = ۱, ۲,۳,⋯ , 𝑛. (۷ . ۸)

م  ع  ادل  ه دس  ت  گ  اه ج  واب ی  ک 𝑦 ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود 𝜆 م  ان  ن  د ع  ددی ای  ن ص  ورت در
اس  ت. 𝐹 = 𝑓 − 𝜆𝑔 آن در ک  ه م  ی ک  ن  د ص  دق ب  الا م  رزی ش  رای  ط در و اس  ت زی  ر اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕�̇�𝑖

− 𝜕𝐹𝜕𝑦𝑖
= ۰, 𝑖 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛. (۸ . ۸)

م  ی گ  ی  ری  م: م  ط  ل  ب ای  ن دی  دن ب  رای

𝜂(𝑥) = (𝜂۱(𝑥),⋯ , 𝜂𝑛(𝑥)) ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]), ‖𝜂‖∞ ≤ ۱

𝜖 = (𝜖۱, 𝜖۲,⋯ , 𝜖𝑛) ∈ ℝ𝑛, 𝜖𝜂 = (𝜖۱𝜂۱, 𝜖۲𝜂,⋯ , 𝜖𝑛𝜂𝑛)
̂𝐽 (𝜖) = 𝐽(𝑦 + 𝜖𝜂), ̂𝐼(𝜖) = 𝐼(𝑦 + 𝜖𝜂).



(ه  م م  ح  ی  ط) ه  م  دوری م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۱ . ۸۴۹۳

م  ان  ن  د ع  ددی پ  س اس  ت. ̂𝐼 (𝜖) = 𝐿 ق  ی  د ب  ا ̂𝐽 (𝜖)م  وض  ع  ی ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی 𝜖 = ۰ ای  ن ص  ورت در
ی  ا .∇ ̂𝐽(𝜖) = 𝜆∇ ̂𝐼(𝜖) ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝜆م  وج  ود

𝜕
𝜕𝜖𝑖

 ̂𝐽(𝜖) − 𝜆 ̂𝐼(𝜖)

𝜖=۰

= ۰, 𝑖 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛.

ج  واب ی  ع  ن  ی م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  ط  ل  وب ن  ت  ی  ج  ه ک  ن  ی  م ع  م  ل ۶ . ۷ خ  اص  ی  ت اث  ب  ات م  ان  ن  د اگ  ر ح  ال
دس  ت  گ  اه ج  واب ک  ن  د، ص  دق (۶ . ۸) ق  ی  د و (۷ . ۸) م  رزی ش  رای  ط در ک  ه (۴ . ۸) ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی

اس  ت. (۷ . ۸) م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه (۸ . ۸) ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات
ج  واب ای  ن ک  ه ای  ن ف  رض ب  دون ش  د ح  ل گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش در ک  ه دی  دو م  س  ئ  ل  ه ای  ن ج  ا در

م  ی ک  ن  ی  م. ح  ل اس  ت 𝑥 از ت  اب  ع  ی 𝑦ب  ه ص  ورت

𝛾(−۱) = (−۱, ۰) ب  ا −۱ ≤ 𝑡 ≤ ۱ ،𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))پ  ارام  ت  ری م  ن  ح  ن  ی .۵ . ۸ م  ث  ال
𝑙 > ۲ ب  راب  ر م  ن  ح  ن  ی ای  ن ط  ول ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری 𝑥ه  ا م  ح  ور ب  الای در را 𝛾(۱) = (۱, ۰) و

گ  ردد. م  اگ  زی  م  م ه  ا 𝑥 م  ح  ور روی [−۱, پ  اره خ  ط[۱ و م  ن  ح  ن  ی ای  ن ب  ی  ن م  س  اح  ت و

ای  ن ص  ورت: در ب  اش  د ش  ده م  ح  ص  ور م  س  اح  ت 𝐽(𝑥, 𝑦) و ش  ده م  ح  ص  ور 𝐷م  ی  دان اگ  ر ح  ل.

𝐽(𝑥, 𝑦) =
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ۱
۲
𝜕𝐷

𝑥 𝑑𝑦 − 𝑦 𝑑𝑥 = ۱
۲

𝑡۱

𝑡۰
(𝑥�̇� − 𝑦�̇�) 𝑑𝑡

ط  وری را 𝛾(𝑡) ب  ای  د پ  س اس  ت. ش  ده ن  وش  ت  ه گ  ری  ن ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا اول ت  س  اوی ک  ه
ق  ی  د ت  ح  ت ت  ا ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب

𝐼(𝑥, 𝑦) = 
𝑡۱

𝑡۰ 
�̇�۲ + �̇�۲𝑑𝑡 = 𝑙

م  رزی ش  رای  ط و
𝛾(−۱) = (−۱, ۰), 𝛾(۱) = (−۱, ۰)

ک  ن  د. م  اگ  زی  م  م را زی  ر ت  اب  ع  ک

𝐽(𝑥, 𝑦) = ۱
۲

𝑡۱

𝑡۰
(𝑥�̇� − 𝑦�̇�) 𝑑𝑡.



م  ت  غ  ی  ر۴۹۴ ک  ران  ه ه  ای و م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۸ ف  ص  ل

ک  ن  د. ص  دق 𝐹 = ۱
۲ (𝑥�̇� − 𝑦�̇�) − 𝜆(�̇�

۲ + �̇�۲) ب  ا (۸ . ۸) م  ع  ادل  ه در ب  ای  د ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع
ی  ع  ن  ی:

𝑑
𝑑𝑡
 −𝜆�̇�

�̇�۲ + �̇�۲
− ۱
۲
𝑦 − ۱

۲
�̇� = ۰

𝑑
𝑑𝑡
 −𝜆�̇�

�̇�۲ + �̇�۲
− ۱
۲
𝑥 − ۱

۲
�̇� = ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

−𝜆�̇�

�̇�۲ + �̇�۲
+ 𝑦 = 𝑐۰

−𝜆�̇�

�̇�۲ + �̇�۲
+ 𝑥 = 𝑐۱.

ج  م  ع و م  ع  ادل  ه دو ای  ن از ی  ک ه  ر رس  ان  دن دو ت  وان ب  ا ث  اب  ت ان  د. م  ق  ادی  ری 𝑐۱ و 𝑐۰ آن در ک  ه
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت آن  ه  ا

(𝑥 − 𝑐۱)۲ + (𝑦 − 𝑐۰)۲ = 𝜆۲.

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط از اس  ت. (𝑐۱, 𝑐۰) م  رک  ز و 𝜆 ش  ع  اع ب  ه دای  ره ای ج  واب پ  س
اس  ت. واب  س  ت  ه 𝑙 م  ق  دار ب  ه آن م  ق  دار و ب  اش  د م  ث  ب  ت ی  ا م  ن  ف  ی اس  ت م  م  ک  ن 𝑐۰ ث  اب  ت .𝑐۱ = ۰

ق  ی  ده  ای ب  ا ه  م  راه م  س  ت  ق  ل، م  ت  غ  ی  ره چ  ن  د م  ج  ه  ول ت  اب  ع ب  رای ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل ت  ذک  ر.
م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت ۸ . ۷ خ  اص  ی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ف  ص  ل ای  ن گ  ذش  ت  ه ب  ح  ش ه  ای ه  م  ان  ن  د ه  م  دوری

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  ش  اب  ه ن  ت  ای  ج و ب  ررس  ی ق  اب  ل

۱ . ۸ ت  م  ری  ن



(ه  م م  ح  ی  ط) ه  م  دوری م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۱ . ۸۴۹۵

آوری  د. ب  ه دس  ت ش  ده داده ق  ی  د و م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را زی  ر 𝐽(𝑦)ن  ه  ای  ی م  ق  دار . ۱

𝐽(𝑦) = 
۱

۰
𝑦′۲ 𝑑𝑥, 𝐼(𝑦) = 

۱

۰
𝑦 𝑑𝑥 = 𝐿, 𝑦(۰) = ۰, 𝑦(۱) = ۲.

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ه ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات در دی  دو م  س  ئ  ل  ه ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت . ۲

𝐽(𝑟) = ۱
۲

𝜋

۰
𝑟۲ 𝑑𝜃, 𝐼(𝑟) = 

𝜋

۰
√𝑟۲ + 𝑟′۲ 𝑑𝜃 = 𝐿, 𝑟(۰) = 𝑟(𝜋) = ۰.

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در زی  ر ه  م  دوره ای ق  ی  د و م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را زی  ر 𝐽(𝑦)ت  اب  ع  ک . ۳

𝐽(𝑦) = 
۱

۰
(𝑦𝑦′)۲ 𝑑𝑥, 𝐼(𝑦) = 

۱

۰
𝑦۲ 𝑑𝑥 = 𝐿, 𝑦(۰) = ۱, 𝑦(۱) = ۲.

از ع  ب  ارت  س  ت 𝐽(𝑦) ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع 𝐿 = ۳ ب  رای ده  ی  د ن  ش  ان ال  ف:
.𝑦 = ۴ − ۳(𝑥 − ۱)۲

اس  ت. خ  ط  ی ت  اب  ع ی  ک ب  الا م  س  ئ  ل  ه ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع 𝐿 = ۷
۳ ب  رای ده  ی  د ن  ش  ان ب:

𝜆 = ۰ ب  ا ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ج  واب دارای ب  الا م  ق  ی  د م  س  ئ  ل  ه 𝐿 = ۵
۲ ب  رای ده  ی  د ن  ش  ان ج:

اس  ت.

ق  ی  د و م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه اس  ت ه  م  وار 𝐴(𝑦)ت  اب  ع  ی آن در ک  ه زی  ر ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ئ  ل  ه . ۴
ک  ن  ی  د. ح  ل ش  ده داده

𝐽(𝑦) = 
۱

۰
𝐴(𝑦)𝑦′ 𝑑𝑥, 𝐼(𝑦) = 

۱

۰ 
۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥 = ۴

𝑦(۰) = ۰, 𝑦(۱) = ۱.

در [𝑡۰, 𝑡۱] دام  ن  ه ب  ا 𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))پ  ارام  ت  ری م  ن  ح  ن  ی ه  ای ب  رای را زی  ر ت  اب  ع  ک ه  ای . ۵
ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر

𝐽(𝑥, 𝑦) = 
𝑡۱

𝑡۰
۱ − 𝑥

𝑥۲ + 𝑦۲
�̇� 𝑑𝑡, 𝐼(𝑥, 𝑦) = 

𝑡۱

𝑡۰
𝑦۲�̇� 𝑑𝑡.



م  ت  غ  ی  ر۴۹۶ ک  ران  ه ه  ای و م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۸ ف  ص  ل

و 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐾 > ۰ ق  ی  د ب  ا را 𝐽(𝑥, 𝑦)ت  اب  ع  ک 𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ک  ن  ی  د ف  رض
ش  رای  ط

𝛾(𝑡۰) = (𝑥۰, 𝑦۰), 𝛾(𝑡۱) = (𝑥۱, 𝑦۱)

ع  ددی ب  رای ده  ی  د ن  ش  ان س  پ  س و آوری  د ب  ه دس  ت را 𝛾(𝑡)م  ن  ح  ن  ی اب  ت  دا ک  ن  د. ن  ه  ای  ی
𝜆داری  م: م  ان  ن  د ث  اب  ت

𝑥 = 𝜆(𝑥۲ + 𝑦۲)
۳
۲ .

ب  گ  ی  ری  د: ن  ظ  ر در را زی  ر ت  اب  ع  ک ه  ای . ۶

𝐽(𝑦) = 
۱

۰
𝑦′۲ 𝑑𝑥, 𝐼۱(𝑦) = 

۱

۰
𝑥۲𝑦′۲ 𝑑𝑥, 𝐼۲(𝑦) = 

۱

۰
𝑦 𝑑𝑥.

م  رزی ش  رای  ط و 𝐼۲(𝑦) = 𝑙۲ و 𝐼۱(𝑦) = 𝑙۱ ق  ی  ده  ای ت  ح  ت را 𝐽 ک  ن  ن  ده ه  ای ن  ه  ای  ی
آوری  د. ب  ه دس  ت 𝑦(۱) = ۱ و 𝑦(۰) = ۰

و 𝐼(𝑦) = ∫۲

۱
𝑦″۲𝑑𝑥 = ۲ ق  ی  د ب  ا ه  م  راه را 𝐽(𝑦) = ∫۲

۱
(𝑦″۲ − 𝑦′۲ + 𝑦۲) 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک . ۷

ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی 𝑦(۱) = 𝑦′(۱) = 𝑦(۲) = 𝑦′(۲) = ۰ م  رزی ش  رای  ط

ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه 𝐼(𝑦) = ∫𝜋
۰
𝑦۲ 𝑑𝑥 = ۱ ق  ی  د ت  ح  ت را 𝐽(𝑦) = ∫𝜋

۰
𝑦″۲ 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک . ۸

ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی 𝑦(𝜋) = 𝑦′(𝜋) = ۰ و 𝑦(۰) = 𝑦′(۰) = ۰ م  رزی

ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی زی  ر م  رزی ش  رای  ط و ق  ی  د ب  ا ه  م  راه را 𝐽(𝑦) = ∫۱

۰
(𝑦″۲ − 𝑦′۲) 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک . ۹

𝐼۱(𝑦) = 
۱

۰
𝑦′۲ 𝑑𝑥 = ۱, 𝑦(۰) = 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦(۱) = 𝑦′(۱) = ۱.

ق  ی  د دو ب  ا را 𝐽(𝑦) = ∫۱

۰
𝑦″۲ 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک . ۱۰

𝐼۱(𝑦) = 
۱

۰
𝑥۲𝑦′ 𝑑𝑥 = ۲, 𝐼۲(𝑦) = 

۱

۰
(𝑦 − 𝑥)۲ 𝑑𝑥 = ۴

ک  ن  ی  د: ن  ه  ای  ی زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه

𝑦(۰) = 𝑦′(۰) = ۰, 𝑦(۱) = 𝑦′(۱) = ۱.



دی  ف  ران  س  ی  ل  ی و ت  اب  ع  ی ق  ی  ود . ۲ . ۸۴۹۷

دی  ف  ران  س  ی  ل  ی و ت  اب  ع  ی ق  ی  ود ۲ . ۸
در م  رزی ش  رای  ط و ه  م  دوری ق  ی  د ت  ح  ت را ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل ف  ص  ل ای  ن گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش در
و ت  اب  ع  ی ق  ی  ود ب  ا م  ق  ی  د م  س  ائ  ل ب  خ  ش ای  ن در دادی  م. ق  رار ب  ررس  ی م  ورد گ  ون  اگ  ون ح  الات

م  ی ده  ی  م. ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد دی  ف  ران  س  ی  ل  ی

ت  اب  ع  ی ق  ی  د ال  ف:
ظ  اه  ر ط  ب  ی  ع  ی ب  ه ص  ورت اس  ت م  م  ک  ن ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل روی ب  ر ک  ه دی  گ  ری ق  ی  د ن  وع ی  ک

م  ی ش  ود. ظ  اه  ر ژئ  ودزی  ک م  س  ائ  ل در ط  ب  ی  ع  ی ب  ه ص  ورت ق  ی  د ای  ن اس  ت. ت  اب  ع  ی ق  ی  د گ  ردد

(۰, ۱, ۰) ن  ق  ط  ه و (۰, ۰, ۱) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن را 𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))م  ن  ح  ن  ی .۶ . ۸ م  ث  ال
ف  رض م  ی ت  وان گ  ردد. م  ی  ن  ی  م  م آن ط  ول ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری 𝑥۲ + 𝑦۲ + 𝑧۲ = ۱ ک  ره روی

ت  اب  ع  ک ب  ای  د ای  ن ص  ورت در اس  ت. [۰, ۱] ب  س  ت  ه ب  ازه 𝛾(𝑡) دام  ن  ه ک  رد

𝐽(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 
۱

۰ 
�̇�۲ + �̇�۲ + �̇�۲ 𝑑𝑡

ن  م  ای  ی  م. م  ی  ن  ی  م  م زی  ر م  رزی ش  رای  ط و ق  ی  د ب  ا را

𝑥۲(𝑡) + 𝑦۲(𝑡) + 𝑧۲(𝑡) = ۱

(𝑥(۰), 𝑦(۰), 𝑧(۰)) = (۰, ۰, ۱), (𝑥(۱), 𝑦(۱), 𝑧(۱)) = (۰, ۱, ۰).

ل  ی  ک  ن ن  ی  س  ت ح  ل ق  اب  ل ق  ب  ل  ی ب  خ  ش م  ط  ال  ب از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ت  ق  ی  م ب  ه ص  ورت ب  الا م  ث  ال
م  س  ائ  ل گ  ون  ه ای  ن دق  ی  ق ص  ورت دارد. ق  ب  ل  ی ب  خ  ش ه  ای م  ش  اب  ه ح  ل  ی م  س  ائ  ل گ  ون  ه ای  ن

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت
زی  ر ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ک  ی 𝐽 ∶ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) → ℝ و 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) ک  ن  ی  د ف  رض

اس  ت.

𝐽(𝑦) = 𝐽(𝑦۱,⋯ , 𝑦𝑛) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦۱,⋯ , 𝑦𝑛, 𝑦′۱ ,⋯ , 𝑦′𝑛) 𝑑𝑥 (۹ . ۸)

ت  اب  ع  ی ق  ی  د ب  ا م  س  ئ  ل  ه ی  ک اس  ت. 𝑦′ = (𝑦′۱ ,⋯ , 𝑦′𝑛) و 𝑦 ،𝑥 از ه  م  وار ت  اب  ع  ی 𝑓 آن در ک  ه
ص  دق زی  ر ت  اب  ع  ی ق  ی  ده  ای و م  رزی ش  رای  ط در ک  ه اس  ت 𝐽(𝑦)ن  ه  ای  ی م  ق  ادی  ر ت  ع  ی  ی  ن از ع  ب  ارت
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ک  ن  د.

𝑦𝑘(𝑥۰) = 𝑦۰𝑘, 𝑦𝑘(𝑥۱) = 𝑦۱𝑘, 𝑘 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛 (۱۰ . ۸)
𝑔𝑗(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) = ۰, 𝑗 = ۱, ۲,⋯ ,𝑚, 𝑚 < 𝑛. (۱۱ . ۸)

ب  رح  س  ب 𝑦𝑚 ت  ا 𝑦۱ ب  رای را ،𝑗 = ۱, ۲,⋯ ,𝑚 ،𝑔𝑗(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) = ۰ ب  ت  وان اگ  ر
ق  ی  د ب  دون م  س  ئ  ل  ه ب  ه ت  ب  دی  ل م  س  ئ  ل  ه 𝐽(𝑦) در م  ق  ادی  ر ای  ن دادن ق  رار از ن  م  ود، ح  ل 𝑦𝑛 ت  ا 𝑦𝑚+۱
ح  ل ق  اب  ل ۶ . ۷ خ  اص  ی  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن م  ی گ  ردد. 𝑦𝑛 ت  ا 𝑦𝑚+۱ م  ج  ول ه  ای ب  رای
ب  ه ای  ن دل  ی  ل ن  ی  س  ت. م  ق  دور س  راس  ری ب  ه ص  ورت ک  ل  ی  ت در 𝑦𝑚 ت  ا 𝑦۱ ب  رای ح  ل ای  ن ل  ی  ک  ن اس  ت.

م  ی ک  ن  ی  م. ارئ  ه را دی  گ  ری روش ای  ن ج  ا در
ی  ع  ن  ی: م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در را 𝑛 = ۲ ی  ع  ن  ی ح  ال  ت، س  اده ت  ری  ن اب  ت  دا در س  ادگ  ی ب  رای

𝐽(𝑦۱, 𝑦۲) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦′۱ , 𝑦′۲) 𝑑𝑥 (۱۲ . ۸)

𝑦۱(𝑥۰) = 𝑦۰۱, 𝑦۲(𝑥۰) = 𝑦۰۲, 𝑦۱(𝑥۱) = 𝑦۱۱, 𝑦۲(𝑥۱) = 𝑦۱۲ (۱۳ . ۸)

𝑔(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲) = ۰. (۱۴ . ۸)

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د ت  اب  ع  ی ق  ی  د و م  رزی ش  رای  ط ب  ی  ن س  ازگ  اری ب  رای

𝑔(𝑥۰, 𝑦۰۱, 𝑦۰۲) = ۰, 𝑔(𝑥۱, 𝑦۱۱, 𝑦۱۲) = ۰.

داری  م: [𝑥۰, 𝑥۱] ب  ازه روی 𝑦 ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع ب  رای ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ای  ن ج  ا در

∇𝑔 =  𝜕𝑔𝜕𝑦۱
, 𝜕𝑔𝜕𝑦۲

 ≠ ۰.

در . 𝜕𝑔𝜕𝑦۲ ≠ ۰ ک  ن  ی  د ف  رض ن  م  ود. ح  ل م  ی ت  وان 𝑦۲ ی  ا 𝑦۱ ب  رای را (۱۴ . ۸) م  ع  ادل  ه ای  ن ص  ورت در
ن  م  ود. ح  ل م  ی ت  وان 𝑦۱ ب  رح  س  ب 𝑦۲ ب  رای را م  ع  ادل  ه ای  ن ای  ن ص  ورت

و 𝜂(𝑥۰) = 𝜂(𝑥۱) = ۰ و ‖𝜂‖ < ۱ ب  ا 𝜂 = (𝜂۱, 𝜂۲) ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ب  گ  ی  ری  د ح  ال
ب  رای م  ی ت  وان را 𝑔(𝑥, 𝑦۱ + 𝜖𝜂۱, 𝑦۲ + 𝜖𝜂۲) = ۰ م  ع  ادل  ه ک  وچ  ک |𝜖| ب  ا 𝜖ب  رای .𝜖 ∈ ℝ
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چ  ون ن  م  ود. ح  ل اس  ت، ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲) ک  ه وق  ت  ی 𝜂۱ و 𝜖ب  رح  س  ب 𝜂۲
م  ی ت  وان ب  دی  ن ت  رت  ی  ب .𝜂۲ ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱])پ  س اس  ت پ  ی  وس  ت  ه دوم م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑔
ه  م  چ  ن  ی  ن گ  رف  ت. ن  ظ  ر در 𝜂۱(𝑥۰) = 𝜂۱(𝑥۱) = ۰ ب  ا اخ  ت  ی  اری ت  اب  ع ی  ک 𝜂۱ ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱])
.𝜂۲(𝑥۰) = 𝜂۲(𝑥۱) = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝑔(𝑥, 𝑦۱ + 𝜖𝜂۱, 𝑦۲ + 𝜖𝜂۲) = ۰ م  ع  ادل  ه از

ب  گ  ی  ری  د: ب  الا ب  ه ص  ورت 𝜖 و 𝜂 = (𝜂۱, 𝜂۲) و 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲) ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع ب  رای اک  ن  ون

𝐼(𝜖) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦۱ + 𝜖𝜂۱, 𝑦۲ + 𝜖𝜂۲, 𝑦′۱ + 𝜖𝜂′۱ , 𝑦′۲ + 𝜖𝜂′۲) 𝑑𝑥.

ی  ع  ن  ی: ، 𝑑𝑑𝜖 𝐼(𝜖)
𝜖=۰
= ۰ ب  ای  د پ  س اس  ت 𝐽(𝑦۱, 𝑦۲) ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲) چ  ون

𝑑
𝑑𝜖𝐼(𝜖)

𝜖=۰

= 
𝑥۱

𝑥۰
 𝜕𝑓
𝜕𝑦۱

𝜂۱ +
𝜕𝑓
𝜕𝑦۲

𝜂۲ +
𝜕𝑓
𝜕𝑦′۱

𝜂′۱ +
𝜕𝑓
𝜕𝑦′۲

𝜂′۲
𝜖=۰

𝑑𝑥 = ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝜂۲ و 𝜂۱ ب  رای ص  ف  ر م  رزی ش  رای  ط و ج  زب  ه  ج  زء ان  ت  گ  رال ب  ردن ب  ه ک  ار ب  ا


𝑥۱

𝑥۰

𝜕𝑓
𝜕𝑦۱

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′۱

𝜂۱ + 
𝜕𝑓
𝜕𝑦۲

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′۲

𝜂۲ 𝑑𝑥 = ۰. (۱۵ . ۸)

ب  ا گ  رف  ت. ن  ت  ی  ج  ه را اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ن  م  ی ت  وان ت  س  اوی ای  ن از اس  ت 𝜂۱ از ت  اب  ع  ی 𝜂۲ چ  ون
ت  اب  ع  ی ک  ه گ  رف  ت ن  ظ  ر در 𝜖 از ت  اب  ع  ی م  ی ت  وان را 𝜂۲ ش  ده داده 𝜂۱ ب  رای ب  الا م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه

ن  وش  ت: م  ی ت  وان 𝜂۲(𝜖) ت  اب  ع ای  ن ب  رای اس  ت. ه  م  وار

𝑑
𝑑𝜖𝑔(𝑥, 𝑦۱ + 𝜖𝜂۱, 𝑦۲ + 𝜖𝜂۲(𝜖))

𝜖=۰

= 𝜕𝑔
𝜕𝑦۱

𝜂۱ +
𝜕𝑔
𝜕𝑦۲

𝜂۲ + 𝜖
𝑑𝜂۲
𝑑𝜖


𝜖=۰

= ۰.

اس  ت ه  م  وار ت  اب  ع  ی 𝑓 چ  ون .𝜂۲ = −
𝑔𝑦۱
𝑔𝑦۲
𝜂۱ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت 𝜕𝑔

𝜕𝑦۲
≠ ۰ از ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

𝑥 از پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی ن  ی  ز 𝑔𝑦۲ =
𝜕𝑔
𝜕𝑦۲

ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. 𝑥 از پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی 𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′۲ − 𝑓𝑦۲ پ  س

ب  ه ط  وری ک  ه: اس  ت 𝜆(𝑥)م  وج  ود م  ان  ن  د پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی پ  س اس  ت.

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦

′
۲
− 𝑓𝑦۲ = 𝜆(𝑥)

𝜕𝑔
𝜕𝑦۲

= 𝜆(𝑥)𝑔𝑦۲ . (۱۶ . ۸)
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از (۱۵ . ۸) در 𝑓𝑦۲ −
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′۲ع  ب  ارت ب  رای ح  ال اس  ت. واب  س  ت  ه 𝑦۲ و 𝑦۱ ب  ه 𝜆 ک  ن  ی  د ت  وج  ه

آوری  د: ب  ه دس  ت ت  ا ک  ن  ی  د اس  ت  ف  اده 𝜂۲ = −
𝑔𝑦۱
𝑔𝑦۲
𝜂۱ ت  س  اوی از و ک  ن  ی  د ج  ای  گ  زی  ن (۱۶ . ۸)


𝑥۱

𝑥۰

𝜕𝑓
𝜕𝑦۱

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′۱

𝜂۱ + 𝜆(𝑥)
𝜕𝑔
𝜕𝑔𝑦۲

𝜂۲ 𝑑𝑥

= 
𝑥۱

𝑥۰

𝜕𝑓
𝜕𝑦۱

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′۱

𝜂۱ + 𝜆(𝑥)
𝜕𝑔
𝜕𝑔𝑦۱

𝜂۱ 𝑑𝑥

= 
𝑥۱

𝑥۰
 𝜕𝑓
𝜕𝑦۱

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′۱

− 𝜆(𝑥) 𝜕𝑔𝜕𝑔𝑦۱
𝜂۱ 𝑑𝑥 = ۰.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د ۱ . ۷ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق پ  س اس  ت ب  رق  رار 𝜂۱ ه  ا ک  ل  ی  ه ب  رای ت  س  اوی ای  ن چ  ون

𝜕𝑓
𝜕𝑦۱

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦۱

− 𝜆(𝑥) 𝜕𝑔𝜕𝑦۱
= ۰. (۱۷ . ۸)

و 𝑦۲ ،𝑦۱ م  ج  ه  ول ت  اب  ع س  ه ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه دو دس  ت  گ  اه ی  ک (۱۷ . ۸) و (۱۶ . ۸) م  ع  ادلات
ای  ن ح  ل از م  ی ده  د. ب  ه دس  ت را س  وم  ی م  ع  ادل  ه (۱۴ . ۸) ق  ی  د ه  م  چ  ن  ی  ن م  ی ده  د. ب  ه دس  ت 𝜆را

اس  ت. ح  ص  ول 𝜆ق  اب  ل و 𝑦۲ ،𝑦۱ م  ع  ادلات
م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده لاگ  ران  ژ ض  ری  ب گ  ذش  ت  ه 𝜆(𝑥)م  ان  ن  د ت  اب  ع

آن در ک  ه ن  وش  ت م  ی ت  وان زی  ر ف  ش  رده ب  ه ص  ورت را (۱۷ . ۸) و (۱۶ . ۸) م  ع  ادلات
.𝐹 = 𝑓 − 𝜆𝑔

𝜕𝐹
𝜕𝑦𝑘

− 𝑑
𝑑𝑥

𝜕𝐹
𝜕𝑦′𝑘

= ۰, 𝑘 = ۱, ۲. (۱۸ . ۸)

ن  م  ودی  م. اث  ب  ات را زی  ر خ  اص  ی  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑔(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲) و 𝑓(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲) ک  ن  ی  د ف  رض .۲ . ۸ خ  اص  ی  ت
ه  م  راه (۱۲ . ۸) ت  اب  ع  ک ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع ی  ک 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲) ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) و پ  ی  وس  ت  ه
𝜆(𝑥) م  ان  ن  د پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی آن گ  اه ب  اش  د، (۱۴ . ۸) ت  اب  ع  ی ق  ی  د و (۱۳ . ۸) م  رزی ش  رای  ط ب  ا
دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ج  واب 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲) ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت م  وج  ود [𝑥۰, 𝑥۱]روی

اس  ت. (۱۴ . ۸) ت  اب  ع  ی ق  ی  د و (۱۳ . ۸) م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه (۱۸ . ۸)
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ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی زی  ر ش  ده داده ق  ی  د و م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را زی  ر ت  اب  ع  ک .۷ . ۸ م  ث  ال

𝐽(𝑦۱, 𝑦۲) = 
𝜋
۲

۰ ۱ + 𝑦′۲۱ + 𝑦′۲۲ 𝑑𝑥

𝑔(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲) = 𝑦۲۱ + 𝑦۲۲ − ۱ = ۰

𝑦۱(۰) = ۱ , 𝑦۲(۰) = ۰ , 𝑦۱
𝜋
۲
 = ۰ , 𝑦۲

𝜋
۲
 = ۱.

م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای ح  ل.

𝐹(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲) = ۱ + 𝑦′۲۱ + 𝑦′۲۲ − 𝜆(𝑥)(𝑦۲۱ + 𝑦۲۲).

م  ی گ  ردد: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات و

𝑑
𝑑𝑥

𝑦′۱

۱ + 𝑦′۲۱ + 𝑦′۲۲
− ۲𝜆(𝑥)𝑦۱ = ۰

𝑑
𝑑𝑥

𝑦′۲

۱ + 𝑦′۲۱ + 𝑦′۲۲
− ۲𝜆(𝑥)𝑦۲ = ۰.

م  ی گ  ی  ری  م: داری  م 𝑦۲۱ + 𝑦۲۲ = ۱ ب  ه ص  ورت را ت  اب  ع  ی ق  ی  د ب  ه ای  ن ک  ه ت  وج  ه ب  ا

𝑦۱(𝑥) = cos𝜙(𝑥), 𝑦۲(𝑥) = sin𝜙(𝑥).

م  ع  ادل  ه و 𝑦′۲۱ + 𝑦
′۲
۲ = 𝜙′۲ ن  ت  ی  ج  ه در .𝑦۲ = 𝜙′ cos𝜙 و 𝑦′۱ = −𝜙′ sin𝜙 پ  س

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ب  رح  س  ب𝜙ب  ه ص  ورت اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ

𝑑
𝑑𝑥
𝜙′ sin𝜙

𝜙′۲ + ۱
+ ۲𝜆(𝑥) cos𝜙 = ۰

𝑑
𝑑𝑥
𝜙′ cos𝜙

𝜙′۲ + ۱
− ۲𝜆(𝑥) sin𝜙 = ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ع  ادل  ه دو ای  ن ب  ی  ن ح  ذف𝜆از ب  ا

sin𝜙 𝑑
𝑑𝑥

𝜙′ sin𝜙

𝜙′۲ + ۱
 + cos𝜙 𝑑

𝑑𝑥

𝜙′ cos𝜙

𝜙′۲ + ۱
 = ۰.
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت را زی  ر ت  س  اوی ب  الا م  ع  ادل  ه چ  پ س  م  ت از م  ش  ت  ق گ  ی  ری ب  ا
𝜙′

۱ + 𝜙′۲
= .ث  اب  ت

دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ج  واب ب  دی  ن ت  رت  ی  ب .𝜙(𝑥) = 𝑐۰𝑥 + 𝑐۱ ن  ت  ی  ج  ه در .𝜙′ = 𝑐۰ پ  س
م  ی گ  ردد: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ

𝑦۱(𝑥) = cos(𝑐۰𝑥 + 𝑐۱)

𝑦۲(𝑥) = sin(𝑐۰𝑥 + 𝑐۱).

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑦۲(۰) = ۰ و 𝑦۱(۰) = ۱ م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

cos 𝑐۱ = ۱, sin 𝑐۱ = ۰.

𝑦۲
𝜋
۲
 = ۱ و 𝑦۱

𝜋
۲
 = ۰ م  رزی ش  رای  ط از ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. 𝑐۱ = ۲𝑛𝜋 ب  ای  د پ  س

م  ی گ  ردد: ح  اص  ل زی  ر ت  س  اوی ه  ای

cos 𝑐۰ +
𝜋
۲
 = ۰, sin 𝑐۰ +

𝜋
۲
 = ۱.

𝑚و = 𝑛 = ۰ پ  س ۰ ≤ (۴𝑚 + ۱)𝑥 + ۲𝑛𝜋 ≤ 𝜋
۲ چ  ون ب  اش  د. 𝑐۰ = ۴𝑚 + ۱ ب  ای  د پ  س

𝑦۱ = cos 𝑥, 𝑦۲ = sin 𝑥.

(۱۳ . ۸) م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه (۹ . ۸) ح  ال  ت ی  ع  ن  ی ک  ل  ی، ح  ال  ت در را ب  الا م  س  ئ  ل  ه اک  ن  ون
ن  ه  ای  ی ت  اب  ع ب  رای ب  الا 𝑛 = ۲ ح  ال  ت ب  ا م  ش  اب  ه ای  ن ص  ورت در ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در (۱۴ . ۸) ق  ی  ود و
ب  ای  د ی  ع  ن  ی ب  اش  د. ص  ف  ر م  س  اوی 𝐽 اول ت  غ  ی  ی  ر م  ی ب  ای  س  ت  ی 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) ک  ن  ن  ده

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه

𝛿𝐽(𝑦, 𝜂) = 
𝑥۱

𝑥۰

𝑛

𝑖=۱
 𝜕𝑓
𝜕𝑦𝑖

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′𝑖

𝜂𝑖 𝑑𝑥 = ۰. (۱۹ . ۸)

از دی  گ  ر ط  رف از .𝜂(𝑥۰) = 𝜂(𝑥۱) = ۰ و 𝜂 = (𝜂۱, 𝜂۲,⋯ , 𝜂𝑛) ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) در ک  ه
ای  ن اول ت  ع  ی  ی  رات پ  س اس  ت ب  رق  رار (۱۴ . ۸) رواب  ط ،𝑖 = ۱,⋯ , 𝑛 ،𝑦𝑖 ت  واب  ع ب  ی  ن ک  ه آن ج  ا
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ب  ا (۱۴ . ۸) واب  س  ت  گ  ی راب  ط  ه اول ت  غ  ی  ی  ر م  ح  اس  ب  ه ب  ا واق  ع در ن  ی  س  ت  ن  د. ی  ک  دی  گ  ر از م  س  ت  ق  ل ت  واب  ع
م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت م  ت  غ  ی  ره چ  ن  د ت  اب  ع ی  ک دی  ف  ران  س  ی  ل گ  ی  ری ش  ب  ی  ه روش  ی

𝑛

𝑖=۱

𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑦𝑖

𝜂𝑖 = ۰, 𝑗 = ۱, ۲,⋯ ,𝑚.

م  ی  آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑥۱ ت  ا 𝑥۰ از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری 𝜆𝑗(𝑥)و لاگ  ران  ژ ض  ری  ب در آن ض  رب از


𝑥۱

𝑥۰
𝜆𝑗(𝑥)

𝑛

𝑖=۱

𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑦𝑖

𝜂𝑖 𝑑𝑥 = ۰

ی  ا و

𝛿(𝑔۱,⋯ , 𝑔𝑛) =
𝑚

𝑗=۱


𝑥۱

𝑥۰
𝜆𝑗(𝑥)

𝑛

𝑖=۱

𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑦𝑖

𝜂𝑖 𝑑𝑥 = ۰. (۲۰ . ۸)

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت (۲۰ . ۸) و (۱۹ . ۸) ج  م  ع از

𝛿(𝐽 + 𝑔) = 
𝑥۱

𝑥۰

𝑛

𝑖=۱

𝜕𝑓
𝜕𝑦𝑖

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′𝑖

+
𝑛

𝑖=۱
𝜆𝑗
𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑦𝑖

𝜂𝑖 𝑑𝑥 = ۰.

ص  ف  ر ی  ک  ای  ک 𝜂𝑖 ض  رای  ب ب  ا ج  م  ل  ه ه  ای ت  ا ن  م  ود ان  ت  خ  اب ط  وری را 𝜆𝑗(𝑥) ت  واب  ع م  ی ت  وان ح  ال
ای  ن ص  ورت: در ش  ون  د.

𝜕𝑓
𝜕𝑦𝑖

− 𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′𝑖

+
𝑛

𝑖=۱
𝜆𝑗
𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑦𝑖

= ۰, 𝑖 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛. (۲۱ . ۸)

ه  م روی (۱۴ . ۸) 𝑚ق  ی  د ب  ا ه  م  راه ک  ه اس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه 𝑛 م  ج  م  وع  اً (۲۱ . ۸) رواب  ط
م  ی ده  ن  د. 𝜆𝑚ب  ه دس  ت 𝜆۱ت  ا و 𝑦𝑛 ت  ا 𝑦۱ م  ج  ه  ول (𝑚 + 𝑛)ب  رای م  ع  ادل  ه (𝑚 + 𝑛) ت  ع  داد

را اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه اس  ت ک  اف  ی ب  الا دس  ت  گ  اه آوردن ب  ه دس  ت ب  رای ت  ذک  ر.
ب  ن  وی  س  ی  م. 𝑓 +

𝑛
∑
𝑗=۱
𝜆𝑗𝑔𝑗 ب  رای



م  ت  غ  ی  ر۵۰۴ ک  ران  ه ه  ای و م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۸ ف  ص  ل

اس  ت  وان  ه روی را (۲, ۲, ۲) و (۰, ۰, ۰) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن ف  اص  ل  ه .۸ . ۸ م  ث  ال
آوری  د. ب  ه دس  ت (𝑦 − ۱)۲ + (𝑧 − ۱)۲ = ۲

ب  اش  د ن  ق  ط  ه دو ای  ن ب  ی  ن م  ن  ح  ن  ی ی  ک ،۰ ≤ 𝑡 ≤ ۱ ،𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) اگ  ر ح  ل.
ت  اب  ع  ک ب  ای  د

𝐽(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 
۱

۰ 
�̇�۲ + �̇�۲ + �̇�۲ 𝑑𝑡

ن  م  ای  م: م  ی  ن  ی  م  م زی  ر م  رزی ش  رای  ط و ق  ی  د ب  ا ه  م  راه را

(𝑦 − ۱)۲ + (𝑧 − ۱)۲ = ۲, 𝛾(۰) = (۰, ۰, ۰), 𝛾(۱) = (۲, ۲, ۲).

م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ج  واب 𝛾(𝑡) ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝜆(𝑡)م  وج  ود م  ان  ن  د ت  اب  ع  ی ب  الا م  ط  ال  ب ط  ب  ق
اس  ت: زی  ر ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل

− 𝑑𝑑𝑡
�̇�

�̇�۲ + �̇�۲ + �̇�۲
= ۰

− 𝑑𝑑𝑡
�̇�

�̇�۲ + �̇�۲ + �̇�۲
+ ۲𝜆(𝑡)(𝑦 − ۱) = ۰

− 𝑑𝑑𝑡
�̇�

�̇�۲ + �̇�۲ + �̇�۲
+ ۲𝜆(𝑡)(𝑧 − ۱) = ۰.

در .𝑦 − ۱ = √۲ cos𝜙(𝑡) و 𝑧 − ۱ = √۲ sin𝜙(𝑡) م  ی گ  ی  ری  م ت  اب  ع  ی ق  ی  د ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ای  ن ص  ورت:

�̇� = −√۲ sin𝜙(𝑡)�̇�, �̇� = √۲ cos𝜙(𝑡)�̇�, �̇�۲ + �̇�۲ = ۲�̇�۲.

م  ی آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑥 ح  س  ب𝜙و ب  ر اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات

− 𝑑𝑑𝑡
�̇�

�̇�
۲ + ۲�̇�۲

= ۰

𝑑
𝑑𝑡

�̇� sin𝜙

�̇�
۲ + ۲�̇�۲

+ ۲𝜆(𝑡) cos𝜙 = ۰

− 𝑑𝑑𝑡
�̇� cos𝜙

�̇�
۲ + ۲�̇�۲

+ ۲𝜆(𝑡) sin𝜙 = ۰.
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت آخ  ر م  ع  ادل  ه دو ح  ذف𝜆(𝑡)ب  ی  ن ب  ا

sin𝜙 𝑑𝑑𝑡
�̇� sin𝜙

�̇�
۲ + ۲�̇�۲

+ cos𝜙 𝑑𝑑𝑡
�̇� cos𝜙

�̇�
۲ + ۲�̇�۲

= ۰

ی  ا
(sin۲ 𝜙 + cos۲ 𝜙) 𝑑𝑑𝑡

�̇�

�̇�
۲ + ۲�̇�۲

= ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب
𝑑
𝑑𝑡

�̇�

�̇�
۲ + ۲�̇�۲

= ۰.

پ  س
�̇�

�̇�
۲ + ۲�̇�۲

= 𝑐۱.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ دس  ت  گ  اه آخ  ر م  ع  ادل  ه دو در ت  س  اوی ای  ن اع  م  ال ب  ا

𝜆(𝑡) = −𝑐۱�̇�.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ اول م  ع  ادل  ه در ت  س  اوی آن اع  م  ال ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن
𝑑
𝑑𝑥
𝑐۱�̇�
�̇�
= ۰, ی  ا �̇� = 𝑐۱𝑐۲�̇�, ی  ا 𝜙 = 𝑎𝑥 + 𝑏

ی  ا

𝑦 = √۲ cos(𝑎𝑥 + 𝑏) + ۱

𝑧 = √۲ sin(𝑎𝑥 + 𝑏) + ۱.

م  ی گ  ردد: ح  اص  ل م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

𝑦 = √۲ cos
𝜋
۴
(𝑥 − ۳) + ۱

𝑧 = √۲ sin
𝜋
۴
(𝑥 − ۳) + ۱.



م  ت  غ  ی  ر۵۰۶ ک  ران  ه ه  ای و م  ق  ی  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل . ۸ ف  ص  ل

دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د ب:
گ  ون  ه ای  ن م  ی پ  ردازی  م، دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د ب  ا ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ائ  ل ب  ررس  ی ب  ه اک  ن  ون
ن  ه  ای  ی م  ق  ادی  ر ت  ع  ی  ی  ن از ع  ب  ارت  س  ت م  س  ائ  ل گ  ون  ه ای  ن م  ی گ  وی  ن  د. ن  ی  ز لاگ  ران  ژ م  س  ائ  ل را م  س  ائ  ل

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ی ق  ی  د و م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه ت  اب  ع  ک ی  ک ب  رای

𝐽(𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦۱,⋯ , 𝑦𝑛, 𝑦′۱ , 𝑦′۲,⋯ , 𝑦′𝑛) 𝑑𝑥 (۲۲ . ۸)

𝑦𝑘(𝑥۰) = 𝑦۰𝑘, 𝑦𝑘(𝑥۱) = 𝑦۱𝑘, 𝑘 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛 (۲۳ . ۸)

𝑔𝑘(𝑥, 𝑦۱,⋯ , 𝑦𝑛, 𝑦′۱ ,⋯ , 𝑦′𝑛) = ۰, 𝑘 = ۱, ۲,⋯ ,𝑚. (۲۴ . ۸)

ارائ  ه اث  ب  ات ب  دون دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د ب  ا ارت  ب  اط در را لاگ  ران  ژ ض  ری  ب ب  خ  ش ای  ن ادام  ه در
م  ی ده  ی  م.

𝑦′𝑛 ت  ا 𝑦۱ و 𝑥 از ه  م  وار ت  اب  ع  ی 𝑓 آن در و (۲۲ . ۸) ت  اب  ع  ک 𝐽 ک  ن  ی  د ف  رض .۳ . ۸ خ  اص  ی  ت
ق  ی  د ب  ا ه  م  راه 𝐽 ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ی  ک 𝑦 = (𝑦۱,⋯ , 𝑦𝑛) ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ک  ن  ی  د ف  رض ب  اش  د.
اس  ت م  وج  ود 𝜆(𝑥) م  ان  ن  د ت  اب  ع  ی آن  گ  اه ب  اش  د. (۲۳ . ۸) م  رزی ش  رای  ط و 𝑘 = ۱ ب  رای (۲۴ . ۸)

ب  ه ط  وری ک  ه

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦′𝑗

− 𝜕𝐹𝜕𝑦𝑗
= ۰, 𝑗 = ۱, ۲,⋯ , 𝑛. (۲۵ . ۸)

.𝐹 = 𝑓 − 𝜆(𝑥)𝑔 آن در ک  ه

م  ی گ  ردد. ظ  اه  ر م  ش  ت  ق𝜆(𝑥)ن  ی  ز ی  ع  ن  ی ،𝜆′(𝑥) ،(۲۵ . ۸) م  ع  ادلات در ک  ن  ی  د ت  وج  ه ت  ذک  ر.
در ی  ع  ن  ی اس  ت. دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه خ  ود (۲۴ . ۸) دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د ک  ن  ی  د ت  وج  ه ه  م  چ  ن  ی  ن
ی  ک و (۲۵ . ۸) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه 𝑛 ب  ای  د ب  اش  ی  م داش  ت  ه دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د ی  ک ف  ق  ط ک  ه ح  ال  ت  ی

ک  ن  ی  م. ح  ل را دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه 𝑛 + ۱ ی  ع  ن  ی دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د
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م  ی آوری  م. را زی  ر م  ث  ال ب  الا م  ط  ال  ب ب  ا ارت  ب  اط در

داده م  رزی ش  رای  ط و دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د ت  ح  ت را زی  ر ت  اب  ع  ک ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع .۹ . ۸ م  ث  ال
ب  ی  اب  ی  د. ش  ده

𝐽(𝑦۱, 𝑦۲) = 
۱

۰
(𝑦۲۱ + 𝑦۲۲) 𝑑𝑥

𝑔(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦′۱ , 𝑦′۲) = 𝑦′۱ + 𝑦۱ + 𝑦۲ = ۰

𝑦۱(۰) = ۰, 𝑦۱(۱) = ۱, 𝑦۲(۰) = ۱, 𝑦۲(۱) = ۰.

م  ع  ادلات ۳ . ۸ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق و 𝐹 = 𝑦۲۱ + 𝑦۲۲ − 𝜆۱(𝑥)(𝑦′۱ + 𝑦۱ + 𝑦۲) ای  ن ج  ا در ح  ل.
داری  م: را زی  ر

�̇�۱ − 𝜆۱ + ۲𝑦۱ = ۰
𝜆۱ − ۲𝑦۲ = ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د و م  ع  ادلات ای  ن از

𝑦″۱ − ۲𝑦۱ = ۰.

اس  ت: زی  ر ع  م  وم  ی ج  واب دارای م  ع  ادل  ه ای  ن

𝑦۱ = 𝑐۱ cosh√۲𝑥 + 𝑐۲ sinh√۲𝑥.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د از ه  م  چ  ن  ی  ن ث  اب  ت ان  د. م  ق  ادی  ری 𝑐۲ و 𝑐۱ آن در ک  ه

𝑦۲ = −(𝑐۱ + 𝑐۲√۲) sinh√۲𝑥 − (𝑐۱√۲ + 𝑐۲) cosh√۲𝑥

𝜆۱ = −۲(𝑐۱ + 𝑐۲√۲) sinh√۲𝑥 − ۲(𝑐۱√۲ + 𝑐۲) cosh√۲𝑥.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

𝑦۱(۰) = 𝑐۱ = ۰, 𝑦۱(۱) = 𝑐۲ sinh√۲ = ۱.

و 𝑐۲ =
۱

√۲
و 𝑐۱ = ۰ پ  س

𝑦۱ =
sinh√۲𝑥
sinh√۲

, 𝑦۲ = −
√۲

sinh√۲
sinh√۲𝑥 −

cosh√۲𝑥
sinh√۲

.
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𝑥۰ < 𝑥۱ ب  ا (𝑥۱, 𝑦۱) و (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن 𝑙 ط  ول ب  ه زن  ج  ی  ری ک  ن  ی  د ف  رض .۱۰ . ۸ م  ث  ال
ب  ی  اب  ی  د. را زن  ج  ی  ر م  ن  ح  ن  ی اس  ت. آوی  زان (𝑥, 𝑦)ع  م  ودی ص  ف  ح  ه در 𝑦۰, 𝑦۱ > 𝑙 و

𝐽(𝑥, 𝑦) زن  ج  ی  ر پ  ت  ان  س  ی  ل ان  ر ژی م  ق  دار ب  اش  د (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  ه از زن  ج  ی  ر ق  وس ط  ول 𝑠 اگ  ر ح  ل.
اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت

𝐽(𝑥, 𝑦) = 
𝑙

۰
𝑦 𝑑𝑠.

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑦 و 𝑥 ،𝑠ب  ی  ن ارت  ب  اط ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑑𝑥
𝑑𝑠

۲
+ 𝑑𝑦𝑑𝑠


۲
= ۱.

اس  ت: زی  ر دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د ت  ح  ت زی  ر ت  اب  ع  ک ک  ردن ن  ه  ای  ی از ع  ب  ارت  س  ت م  س  ئ  ل  ه پ  س

𝐽(𝑥, 𝑦) = 
𝑙

۰
𝑦 𝑑𝑠

𝑥′۲ + 𝑦′۲ − ۱ = ۰, 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱.

ب  ه ص  ورت را اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات ای  ن ص  ورت در .𝐹 = 𝑦 − 𝜆(𝑥′۲ + 𝑦′۲ − ۱) ب  گ  ی  ری  د
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر

۲𝜆𝑥′ = 𝑘۱
۲𝜆𝑦′ = 𝑠 + 𝑘۲.

ب  ه دس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د و م  ع  ادل  ه دو ای  ن از ه  س  ت  ن  د. ث  اب  ت م  ق  ادی  ری 𝑘۲ و 𝑘۱ آن در ک  ه
م  ی آوری  م:

𝜆 = ۱
۲𝑘

۲
۱ + (𝑠 + 𝑘۲)۲

𝑥 = sinh−۱ 𝑠 + 𝑘۲𝑘۱
 + 𝑘۳

𝑦 = 𝑘
۲
۱ + (𝑠 + 𝑘۲)۲ + 𝑘۴.
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م  ی گ  ردد: ح  اص  ل 𝑦 و 𝑥ب  ی  ن 𝑠ح  ذف ب  ا ه  س  ت  ن  د. ث  اب  ت م  ق  ادی  ری ن  ی  ز 𝑘۴ و 𝑘۳ آن ه  ا در ک  ه

𝑦 = 𝑘۱ cosh(𝑥 − 𝑘۳) + 𝑘۴.

ه  س  ت  ن  د. ح  ص  ول ق  اب  ل ث  اب  ت ه  ا م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

۲ . ۸ ت  م  ری  ن

𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱ اس  ت  وان  ه روی ب  ر را (۰, ۱, ۵) و (۱, ۰, ۰) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن ف  اص  ل  ه ک  وت  اه ت  ری  ن . ۱
ب  ی  اب  ی  د.

𝑥۲ +𝑦۲ + 𝑧۲ = ۳ ک  ره روی ب  ر را (۱, ۱, ۱) و (−۱, −۱, ۱) ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن ف  اص  ل  ه ک  وت  اه ت  ری  ن . ۲
ب  ی  اب  ی  د.

ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط و ت  اب  ع  ی ق  ی  د ت  ح  ت را زی  ر ت  اب  ع  ک . ۳

𝐽(𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦۳) = 
۱

۰ 
𝑦′۲۱ + 𝑦

′۲
۲ + 𝑦

′۲
۳ 𝑑𝑥

𝑔(𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦۳) = 𝑦۲۱ + 𝑦۲۲ − ۱ = ۰

𝑦۱(۰) = ۰, 𝑦۲(۰) = ۱, 𝑦۳(۰) = ۰

𝑦۱(۱) = ۱, 𝑦۲(۱) = ۰, 𝑦۳(۱) = ۱.

ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط و دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د ت  ح  ت را زی  ر ت  اب  ع  ک . ۴

𝐽(𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦۳) = 
۱

۰
(𝑦′۲۱ + 𝑦

′۲
۲ + 𝑦

′۲
۳) 𝑑𝑥

𝑔(𝑥, 𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦۳) = 𝑥�̇�۱ + �̇�۲ + 𝑦۳ − ۱ = ۰

(𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦۳)(۰) = (𝛼۰, 𝛽۰, 𝛾۰), (𝑦۱, 𝑦۲, 𝑦۳)(۱) = (𝛼۱, 𝛽۱, 𝛾۱)
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ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی زی  ر م  رزی ش  رای  ط و دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ق  ی  د ب  ا ه  م  راه را زی  ر ت  اب  ع  ک . ۵

𝐽(𝑦۱, 𝑦۲) = 
۱

۰
(𝑦۲۱ + 𝑦۲۲) 𝑑𝑥

𝑑𝑦۱
𝑑𝑡 = 𝑦۲ − 𝑦۱, 𝑦۱(۰) = ۱, 𝑦۱(۱) = ۲.

ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رای  ط ۳ . ۸
ش  ه  رت ث  اب  ت ک  ران  ه ه  ای ب  ا ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل ب  ه ک  ردی  م م  ط  ال  ع  ه ح  ال ب  ه ت  ا ک  ه ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل
داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه زی  ر ت  اب  ع  ک ک  ردن ن  ه  ای  ی ب  ه دن  ب  ال م  س  ئ  ل  ه س  اده ت  ری  ن در دارد.

ه  س  ت  ی  م: ش  ده

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥 (۲۶ . ۸)

𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱. (۲۷ . ۸)

م  ش  ت  ق  ات ح  اوی م  س  ائ  ل در ه  س  ت  ن  د. ث  اب  ت و م  ع  ی  ن م  ق  ادی  ری 𝑦۱ و 𝑦۰ ،𝑥۱ ،𝑥۰ م  س  ئ  ل  ه ای  ن در
ث  اب  ت و م  ع  ی  ن م  ق  ادی  ری ب  ا ن  ی  ز ش  رای  ط ای  ن ل  ی  ک  ن ب  ود، ن  ی  از ب  ی  ش  ت  ری م  رزی ش  رای  ط ب  الات  ر
ش  رای  ط ای  ن گ  ون  ه م  ی ش  د. داده م  ج  ه  ول ت  اب  ع ه  ای ی  ا واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ره  ای م  ش  ت  ق  ات ب  رح  س  ب
و م  ع  ی  ن اث  ری م  رزی ش  رای  ط ای  ن گ  ون  ه م  ق  ی  د م  س  ائ  ل در م  ی گ  وی  ن  د. ث  اب  ت م  رزی ش  رای  ط را م  رزی
م  س  ائ  ل  ی ب  ا ه  ن  دس  ی و ف  ی  زی  ک  ی م  س  ائ  ل در ل  ی  ک  ن دارد. ق  ی  ود روی ب  ر ش  ده ت  ع  ی  ی  ن پ  ی  ش از
ش  ده ت  ع  ی  ی  ن پ  ی  ش از آن  ه  ا م  ق  ادی  ر ی  ا م  رزی ن  ق  اط ت  م  ام ی  ا ق  س  م  ت ی  ک ک  ه م  ی ش  وی  م م  واج  ه
ای  ن گ  ون  ه ک  رد. ت  ع  ی  ی  ن ن  ی  ز را آن  ه  ا ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع ه  ای ت  ع  ی  ی  ن ب  ا ه  م  راه م  ی ب  ای  س  ت  ی و ن  ی  س  ت
ب  خ  ش ای  ن در م  ی گ  وی  ن  د. م  ت  غ  ی  ر ک  ران  ه ه  ای ب  ا ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل را ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ائ  ل
ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل ب  ه ب  ع  دی، ب  خ  ش در داری  م. ط  ب  ی  ع  ی ی  ا آزاد م  رزی ش  رای  ط ب  ا ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل

م  ی پ  ردازی  م. ش  ون  ده ج  اب  ه ج  ا م  رزی
ب  ه ص  ورت و ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رآی  ن  د ط  ی ک  ه اس  ت م  رزی ش  رای  ط  ی م  رزی، ش  رای  ط از ن  وع ی  ک
آزاد ی  ا ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رای  ط را م  رزی ش  رای  ط ن  وع ای  ن م  ی گ  ردد. اع  م  ال م  س  ئ  ل  ه ب  ر ط  ب  ی  ع  ی
ف  رآی  ن  د و ن  دارد وج  ود پ  ی  ش از م  رزی ش  رای  ط ن  وع ای  ن روی ب  ر ش  رط  ی ه  ی  چ واق  ع در گ  وی  ن  د.
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ش  ده ن  ه  ای  ی وض  ع  ی  ت ک  ه دی  د خ  واه  ی  م ای  ن ج  ا در م  ی س  ازد. را م  ط  ل  وب م  رزی ش  رای  ط ت  غ  ی  ی  رات،
م  ی ده  د. ب  ه دس  ت م  س  ئ  ل  ه ب  رای را آن م  ق  دار و م  رزی ش  رای  ط ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب ت  اب  ع  ک

ه  م  وار ت  اب  ع ی  ک 𝑓 و (۲۶ . ۸) ش  ک  ل ب  ه ت  اب  ع  ک ی  ک 𝐽 ∶ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض
ش  رط ه  ی  چ و اس  ت 𝐽 ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع ی  ک 𝑦 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د.
ت  ا اس  ت 𝐽 ب  رای لازم ش  رای  ط ت  ع  ی  ی  ن ب  خ  ش ای  ن از ه  دف اس  ت. ن  ش  ده اع  م  ال 𝑦روی ب  ر م  رزی
ک  وچ  ک و 𝜖 ∈ ℝ و 𝜂 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱])ب  رای ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. م  ی  ن  ی  م  م م  ق  دار دارای 𝑦 در

داری  م:
𝐼(𝜖) = 𝐽(𝑦 + 𝜖𝜂) ≥ 𝐽(𝑦) = 𝐼(۰).

ی  ا 𝑑
𝑑𝜖 𝐼(𝜖)

𝜖=۰
= ۰ ب  ای  د پ  س


𝑥۱

𝑥۰
𝜂𝜕𝑓𝜕𝑦 + 𝜂

′ 𝜕𝑓
𝜕𝑦′

 𝑑𝑥 = ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ج  زب  ه  ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ه ک  ارگ  ی  ری ب  ا

𝜂 𝜕𝑓𝜕𝑦′ 
𝑥۱

𝑥۰
+

𝑥۱

𝑥۰
𝜂𝜕𝑓𝜕𝑦 + 𝜂

′ 𝜕𝑓
𝜕𝑦′

 𝑑𝑥 = ۰. (۲۸ . ۸)

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝜂(𝑥۰) = 𝜂(𝑥۱) = ۰ از ش  ده ت  ع  ی  ی  ن پ  ی  ش از ی  ا ث  اب  ت م  رزی ش  رای  ط ب  رای

𝜂 𝜕𝑓𝜕𝑦′ 
𝑥=𝑥۰

= 𝜂 𝜕𝑓𝜕𝑦′ 
𝑥=𝑥۱

= ۰.

ب  رای گ  ف  ت ن  م  ی ت  وان ن  ی  س  ت، ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل پ  ی  ش از 𝜂(𝑥۱) و 𝜂(𝑥۰) ک  ه ب  الا م  س  ئ  ل  ه ب  رای ل  ی  ک  ن
در را گ  ون  اگ  ون  ی م  ی ب  ای  س  ت  ی𝜂 ه  ای ب  ح  ث ادام  ه ب  رای اس  ت. ص  ف  ر ب  راب  ر م  ق  ادی  ر ای  ن 𝜂   ه  ا ت  م  ام

ب  گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر
ب  رق  رار ب  ای  د (۲۸ . ۸) ت  س  اوی 𝜂(𝑥۰) = 𝜂(𝑥۱) = ۰ ب  ا 𝜂 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ه  ر ب  رای چ  ون

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د پ  س ب  اش  د.

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′ −

𝜕𝑓
𝜕𝑦 = ۰. (۲۹ . ۸)
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ت  س  اوی ب  ای  د اس  ت ب  رق  رار (۲۹ . ۸) و (۲۸ . ۸) ،𝜂 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ت  م  ام ب  رای چ  ون ه  م  چ  ن  ی  ن

𝜂 𝜕𝑓𝜕𝑦′ 
𝑥=𝑥۰

− 𝜂 𝜕𝑓𝜕𝑦′ 
𝑥=𝑥۰

= ۰

م  وج  ود 𝜂 ه  ای  ی ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) دی  گ  ر ط  رف از ب  اش  د. ب  رق  رار 𝜂 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ک  ل  ی  ه ب  رای
(۲۹ . ۸) و (۲۸ . ۸) از ه  ا 𝜂 ای  ن گ  ون  ه ب  رای .𝜂(𝑥۱) ≠ ۰ و 𝜂(𝑥۰) = ۰ ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ 

𝑥=𝑥۱

= ۰. (۳۰ . ۸)

و اس  ت م  وج  ود 𝜂(𝑥۱) = ۰ و 𝜂(𝑥۰) ≠ ۰ ب  ا 𝜂 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) م  ان  ن  د ت  واب  ع  ی م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت (۲۹ . ۸) و (۲۸ . ۸) از 𝜂 ه  ا ای  ن گ  ون  ه ب  رای

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ 

𝑥=𝑥۰

= ۰. (۳۱ . ۸)

رس  ان  دی  م. اث  ب  ات ب  ه را زی  ر خ  اص  ی  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

𝑦 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) و ه  م  وار 𝑓 ت  اب  ع (۲۶ . ۸) ت  اب  ع  ک در ک  ن  ی  د ف  رض .۴ . ۸ خ  اص  ی  ت
م  ع  ادل  ه ج  واب 𝑦 آن  گ  اه ب  اش  د، م  رزی ش  رط  ی ه  ی  چ اع  م  ال ب  دون ت  اب  ع  ک ای  ن ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی

اس  ت. (۳۱ . ۸) و (۳۰ . ۸) م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه (۲۹ . ۸) دی  ف  ران  س  ی  ل

ج  واب ه  ای ب  ر ش  رای  ط  ی اع  م  ال گ  ون  ه ه  ی  چ ب  دون (۳۱ . ۸) و (۳۰ . ۸) م  رزی ش  رای  ط چ  ون
م  رزی ش  رای  ط را م  رزی ش  رای  ط گ  ون  ه ای  ن م  ی گ  ردد. ظ  اه  ر (۲۶ . ۸) در 𝐽 ت  اب  ع  ک ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی

گ  وی  ن  د. آزاد م  رزی ش  رای  ط ی  ا ط  ب  ی  ع  ی

ک  ن  د. ن  ه  ای  ی را زی  ر ت  اب  ع  ک ت  ا آوری  د ب  ه دس  ت ط  وری [۰, ۱] دام  ن  ه ب  ا را 𝑦(𝑥)ت  اب  ع .۱۱ . ۸ م  ث  ال

𝐽(𝑦) = 
۱

۰ 
۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥



ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رای  ط . ۳ . ۸۵۱۳

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ک ای  ن ب  رای را (۳۱ . ۸) و (۳۰ . ۸)، (۲۹ . ۸) م  ع  ادلات ح  ل.
𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′ =

𝑑
𝑑𝑥

𝑦′

۱ + 𝑦′۲
= ۰

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ 

𝑥=۰

= 𝑦′

۱ + 𝑦′۲ 
𝑥=۰

= ۰

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ 

𝑥=۱

= 𝑦′

۱ + 𝑦′۲ 
𝑥=۱

= ۰.

دی  گ  ر م  ع  ادل  ه دو از .𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏 ی  ا 𝑦′(𝑥) = 𝑚 م  ی آوری  د ب  ه دس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه از
اف  ق  ی پ  اره خ  ط ج  واب ی  ع  ن  ی ،𝑦 = 𝑏 𝑚و = ۰ پ  س .𝑦′(۰) = 𝑦′(۱) = ۰ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت

اس  ت. 𝑥 = ۱ و 𝑥 = ۰ ب  ی  ن 𝑦 = 𝑏

پ  ی  ش از م  رزی ش  رط 𝐽(𝑦)ت  اب  ع  ک ب  رای [𝑥۰, 𝑥۱] ب  ازه م  رزی ن  ق  ط  ه دو از ی  ک  ی در اگ  ر ت  ذک  ر.
در ب  ای  د دی  گ  ر م  رزی ن  ق  ط  ه ای  ن ص  ورت در ،𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ م  ث  لاً ب  اش  د ش  ده داده ش  ده ت  ع  ی  ی  ن

ن  م  ای  د. ص  دق (۳۰ . ۸) ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رط

و 𝑦(۰) = ℎ ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری [۰, ۱] دام  ن  ه ب  ا را 𝑦(𝑥) > ۰ م  ن  ح  ن  ی .۱۲ . ۸ م  ث  ال
م  ی  ن  ی  م  م ه  ا 𝑥 م  ح  ور دور ب  ه دوران از ح  اص  ل روی  ه و ب  اش  د آزاد ب  ص  ورت 𝑥 = ۱ در م  رزی ش  رط

گ  ردد.

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را دوران ب  ه م  رب  وط ت  اب  ع  ک ح  ل.

𝐽(𝑦) = 
۱

۰
𝑦۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥.

ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت ق  ب  لاً را آن اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ع  م  وم  ی ج  واب ت  اب  ع  ک ای  ن ب  رای
آوردی  م:

𝑦(𝑥) = 𝑐۱ cosh 
𝑥
𝑐۱
+ 𝑐۲.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑦(۰) = ℎم  رزی ش  رط از

ℎ = 𝑐۱ cosh 𝑐۲.
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ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د 𝑥 = ۱ ن  ق  ط  ه در ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رط ب  رق  راری ب  رای

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ 

𝑥=۱

= 𝑦(۱)𝑦′(۱)

۱ + 𝑦′۲
= ۰.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د ب  ن  اب  رای  ن .𝑦(۱) ≠ ۰ ب  ای  د ن  ت  ی  ج  ه در .𝑐۱ > ۰ ب  ای  د پ  س ℎ > ۰ چ  ون

𝑦′(۱) = sinh  ۱𝑐۱
+ 𝑐۲ = ۰.

ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع و 𝑐۲ = − ۱
𝑐۱

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت ب  دی  ن ت  رت  ی  ب
م  ی ش  ود:

𝑦(𝑥) = 𝑐۱ cosh(
𝑥 − ۱
𝑐۱

).

ب  گ  ی  ری  د ،ℎ = 𝑐۱ cosh(
−۱
𝑐۱
) = 𝑐۱ cosh(

۱
𝑐۱
) ی  ا 𝑦(۰) = ℎم  رزی ش  رط ب  رق  راری ب  رای

م  ن  ح  ن  ی و 𝑠 = ℎ𝑡خ  ط چ  ون .ℎ𝑡 = cosh 𝑡 ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ای  ن ص  ورت در .𝑐۱ =
۱
𝑡

م  ی ک  ن  ن  د. ق  ط  ع ن  ق  ط  ه دو در 𝑡 > ۰ ب  رای را ه  م  دی  گ  ر ب  زرگ ک  اف  ی ب  ه ان  دازه ℎب  رای 𝑠 = cosh 𝑡
ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۱ . ۸ ش  ک  ل ب  ه

دو ای  ن از ی  ک  ی م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝐽(𝑦)ب  رای ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ب  ه ع  ن  وان ت  اب  ع دو ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب
م  ی ک  ن  د. م  ی  ن  ی  م  م را 𝐽(𝑦) ت  اب  ع

ب  ا ی  ک از ب  الات  ر م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات ح  اوی ت  اب  ع  ک ه  ا ب  رای ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رای  ط ت  ذک  ر.
ن  م  ون  ه ب  ه ع  ن  وان اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن و ب  ررس  ی ق  اب  ل م  ش  اب  ه روش ب  ا ب  ه ج  زء ج  زء ان  ت  گ  رال از اس  ت  ف  اده

ت  اب  ع ب  رای

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦″) 𝑑𝑥

اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه اس  ت، ن  ش  ده اع  م  ال 𝑥۱ و 𝑥۰ ن  ق  اط در م  رزی ش  رط  ی ه  ی  چ وق  ت  ی ک  ه
ب  ه ص  ورت

𝑑۲
𝑑𝑥۲

𝜕𝑓
𝜕𝑦″ −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′ +

𝜕𝑓
𝜕𝑦 = ۰ (۳۲ . ۸)
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۱ . ۸ ش  ک  ل

م  ی ش  ود. ح  اص  ل اس  ت، ب  رق  رار 𝜂 ∈ 𝐶۴([𝑥۰, 𝑥۱]) ک  ل  ی  ه ب  رای ک  ه زی  ر ش  رط ب  ا ه  م  راه

𝜂′ 𝜕𝑓𝜕𝑦″ − 𝜂
 𝑑
𝑑𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑦″ −

𝜕𝑓
𝜕𝑦′


𝑥۱

𝑥۰
= ۰.

م  ی گ  ردد. ن  ت  ی  ج  ه زی  ر ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رط چ  ه  ار ش  رط ای  ن از

𝜕𝑓
𝜕𝑦″ 

𝑥=𝑥۰

= ۰, 𝑑
𝑑𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑦″ −

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ 

𝑥=𝑥۰

= ۰ (۳۳ . ۸)

𝜕𝑓
𝜕𝑦″ 

𝑥=𝑥۱

= ۰, 𝑑
𝑑𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑦″ −

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ 

𝑥=𝑥۱

= ۰. (۳۴ . ۸)

م  رزی ش  رط چ  ه  ار ای  ن از م  ی رود ان  ت  ظ  ار اس  ت. چ  ه  ارم م  رت  ب  ه از (۳۲ . ۸) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه
ب  اش  د. ح  ص  ول ق  اب  ل (۳۲ . ۸) ع  م  وم  ی ج  واب از ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ج  واب آم  ده ب  ه دس  ت

ب  اش  د. ش  ده ت  ع  ی  ی  ن پ  ی  ش از م  رزی ن  ق  اط از ی  ک  ی ب  رای م  رزی ش  رای  ط اگ  ر اس  ت ب  دی  ه  ی ت  ذک  ر.
اس  ت. اع  م  ال ق  اب  ل دی  گ  ر م  رزی ن  ق  ط  ه ب  رای ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رط
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ک  ش  ی  ده [۰, 𝑙] از اف  ق  ی م  ح  ور ام  ت  داد در ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را 𝑙 ط  ول ب  ه ت  ی  ری .۱۳ . ۸ م  ث  ال
در 𝜌 ∶ [۰, 𝑙] → ℝ ب  ار ت  ح  ت را آن ش  ک  ل ت  غ  ی  ی  ر 𝑦 ∶ [۰, 𝑙] → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. ش  ده

ب  ی  اب  ی  د. م  رزی ش  رای  ط گ  ون  اگ  ون ح  الات در را 𝑦م  ن  ح  ن  ی م  ی ده  د. ن  ش  ان ط  ول واح  د

از ع  ب  ارت  س  ت الاس  ت  ی  ک ن  ی  روی ت  ح  ت ت  ی  ر پ  ت  ان  س  ی  ل ان  ر ژی ح  ل.

𝑣۱ =
𝑘
۲

𝑙

۰
𝑦″۲ 𝑑𝑥

ب  ه ص  ورت ث  ق  ل ن  ی  روی ت  ح  ت را پ  ت  ان  س  ی  ل ان  ر ژی ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ث  اب  ت م  ق  داری 𝑘 آن در ک  ه
داری  م: زی  ر

𝑣۲ = −
𝑙

۰
𝜌𝑦 𝑑𝑥.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را پ  ت  ان  س  ی  ل ان  ر ژی ک  ل ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝐽(𝑦) = 
𝑙

۰
𝑘𝑦

″۲

۲
− 𝜌𝑦 𝑑𝑥.

ب  ای  د 𝑦ب  ن  اب  رای  ن ش  ود. م  ی  ن  ی  م  م پ  ت  ان  س  ی  ل ان  ر ژی ای  ن ت  ا م  ی آی  د در ب  ه ص  ورت  ی ت  ی  ر ش  ک  ل م  ن  ح  ن  ی
ک  ن  د: ص  دق زی  ر اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه در

𝑦(۴)(𝑥) = 𝜌(𝑥)
𝑘 .

م  ی گ  ردد: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑦(𝑥) = 𝑃(𝑥) + 𝑐۳𝑥۳ + 𝑐۲𝑥۲ + 𝑐۱𝑥 + 𝑐۰. (۳۵ . ۸)

ه  س  ت  ن  د. ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ث  اب  ت ه  ای م  ع  م  ول ط  ب  ق 𝑐𝑘  ه  ا 𝑃(۴)(𝑥)و = 𝜌(𝑥)
𝑘 آن در ک  ه

از: ع  ب  ارت  س  ت م  ی ش  ود وارد ث  ق  ل ن  ی  روی ت  ح  ت ت  ی  ر ب  ه ک  ه ن  ی  روی  ی ک  ل م  ق  دار

𝐹 = 
𝑙

۰
𝜌(𝑥) 𝑑𝑥.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  الا چ  ه  ارم م  رت  ب  ه دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه از ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑘[𝑦‴(𝑙) − 𝑦‴(۰)] = 𝐹.
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م  ق  دار م  ی گ  ردد. م  ع  ن  ی ت  ی  ر ان  ت  ه  ای دو در ع  ک  س ال  ع  م  ل ن  ی  روی 𝑦‴(۰) و 𝑦‴(𝑙)ج  م  لات
از: ع  ب  ارت  س  ت ت  ی  ر اب  ت  دای ب  ه ن  س  ب  ت ث  ق  ل ن  ی  روی ت  ح  ت ت  ی  ر م  م  ن  ت  م

𝑀 = 
𝑙

۰
𝑥𝜌(𝑥) 𝑑𝑥.

پ  س:

𝑀 = 𝑘
𝑙

۰
𝑥𝑦(۴)(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑘[𝑙𝑦‴(𝑙) − 𝑦″(𝑙) + 𝑦″(۰)].

ن  ق  ط  ه در ع  ک  س ال  ع  م  ل ن  ی  رو وس  ی  ل  ه ب  ه ک  ه اس  ت م  م  ن  ت  م  ی م  ق  دار از ع  ب  ارت 𝑙𝑦‴(𝑙)ع  ب  ارت
ک  ه ن  م  ود ت  ع  ب  ی  ر م  م  ن  ت  م  ی ب  ه ع  ن  وان م  ی ت  وان را 𝑘𝑦″(۰) و 𝑘𝑦″(𝑙) و م  ی گ  ردد ت  ول  ی  د 𝑥 = 𝑙

م  ی گ  ردد. ت  ول  ی  د 𝑥 = ۰ و 𝑥 = 𝑙 در ب  ه ت  رت  ی  ب
م  ی ک  ن  ی  م. ب  ح  ث م  رزی ش  رای  ط گ  ون  اگ  ون ح  الات در را ت  ی  ر ش  ک  ل م  ن  ح  ن  ی اک  ن  ون

درگ  ی  ر س  ر دو :۱ ح  ال  ت
ش  ک  ل ب  ه اس  ت. ث  اب  ت س  ر دو ه  ر و اس  ت رف  ت  ه ف  رو دی  وار در ت  ی  ر ان  ت  ه  ای دو ح  ال  ت ای  ن در

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  رزی ش  رای  ط ح  ال  ت ای  ن در پ  س ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۲ . ۸

𝑦(۰) = 𝑦′(۰) = 𝑦(𝑙) = 𝑦′(𝑙) = ۰.

۲ . ۸ ش  ک  ل
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  الا م  رزی ش  رای  ط و (۳۵ . ۸) از ح  ال  ت ای  ن در

𝑦 = 𝑃(𝑥) − 𝑙𝑃
′(𝑙) − ۲𝑃(𝑙) + ۲𝑃(۰) + 𝑃′(۰)𝑙

𝑃۳ 𝑥۳

+ 𝑙𝑃
′(𝑙) − ۳𝑃(𝑙) + ۲𝑃′(۰)𝑙 + ۳ + ۳𝑃(۰)

𝑃۳ 𝑥۲ − 𝑃′(۰)𝑥 − 𝑃(۰).

آزاد س  ر ی  ک و درگ  ی  ر س  ر ی  ک :۲ ح  ال  ت
در پ  س اس  ت آزاد دی  گ  ر ان  ت  ه  ای و اس  ت رف  ت  ه ف  رو دی  وار در 𝑥 = ۰ ان  ت  ه  ای ح  ال  ت ای  ن در

داری  م: ی  ع  ن  ی اس  ت. ط  ب  ی  ع  ی 𝑥 = 𝑙 در م  رزی ش  رط ح  ال  ت ای  ن

𝑦(۰) = 𝑦′(۰) = ۰, 𝜕𝑓
𝜕𝑦″ 𝑙

= 𝑘𝑦″(𝑙) = ۰

𝑑
𝑑𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑦″ −

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ = 𝑘𝑦

‴(𝑙) = ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت (۳۵ . ۸) از م  رزی ش  رای  ط ای  ن اع  م  ال ب  ا

𝑦 = 𝑃(𝑥) − 𝑃
‴(𝑙)
۶

𝑥۳ + [𝑃‴(𝑙) − ۲𝑃‴(𝑙)]𝑥۲ − 𝑃′(۰)𝑥 − 𝑃(۰).

در ع  ک  س ال  ع  م  ل ن  ی  روی ک  ه اس  ت م  ف  ه  وم ای  ن ک  ن  ن  ده ب  ی  ان 𝑘𝑦‴(𝑙) = ۰ ت  س  اوی ح  ال  ت ای  ن در
اس  ت. ص  ف  ر ب  راب  ر 𝑥 = 𝑙

س  اده درگ  ی  ر س  ر دو :۳ ح  ال  ت
ای  ن در پ  س ک  ن  ی  د. ت  وج  ه ۳ . ۸ ش  ک  ل ب  ه اس  ت. ش  ده ل  ولا ت  ی  ر ان  ت  ه  ای دو ح  ال  ت ای  ن در

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  رزی ش  رای  ط ح  ال  ت

𝑦(۰) = 𝑦(𝑙) = ۰.

ح  ال  ت ای  ن در اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه آوردن ب  ه دس  ت ب  رای ک  ه اس  ت  دلال  ی ب  ا ه  م  چ  ن  ی  ن
داش  ت  ه ب  ای  د ی  ع  ن  ی ب  اش  د. ب  رق  رار (۳۳ . ۸) از ان  ت  ه  ا دو در م  رزی ش  رای  ط اول ج  م  ل  ه ب  ای  د م  ی ش  ود
(۳۵ . ۸) از را ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م ج  واب ح  ال  ت ای  ن در پ  س .𝑦″(۰) = 𝑦″(𝑙) = ۰ ب  اش  ی  م

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت

𝑦 = 𝑃(𝑥) − ۱
۶𝑙𝑃

″(𝑙) − ۲𝑃″(۰)𝑥۳ − 𝑃″(۰)𝑥۲

−  ۱𝑙𝑝(𝑙) +
𝑙۲
۶
(𝑃″ − ۲𝑃″(۰)) − 𝑙𝑃″(۰) − 𝑃(۰)𝑥 − 𝑃(۰).



ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رای  ط . ۳ . ۸۵۱۹

۳ . ۸ ش  ک  ل

آزاد س  ر دو :۴ ح  ال  ت
ش  رای  ط پ  س اس  ت. ن  ش  ده اع  م  ال م  رزی ش  رط ان  ت  ه  ا دو از ی  ک ه  ی  چ در ح  ال  ت ای  ن در
زی  ر ب  ه ص  ورت را ش  رای  ط ای  ن (۳۳ . ۸) از ای  ن ص  ورت در اس  ت. ط  ب  ی  ع  ی ان  ت  ه  ا دو ه  ر در م  رزی

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت

𝑦″(۰) = ۰, 𝑦‴(۰) = ۰, 𝑦″(𝑙) = ۰, 𝑦‴(𝑙) = ۰.

ی  ع  ن  ی: اس  ت، ص  ف  ر ب  راب  ر ت  ی  ر ب  ر وارد م  م  ن  ت  م م  ق  دار و ن  ی  رو م  ق  دار م  ی گ  وی  د م  رزی ش  رای  ط ای  ن

𝐹 = 
𝑙

۰
𝜌(𝑥) 𝑑𝑥 = ۰, 𝑀 = 

𝑙

۰
𝑥𝜌(𝑥) 𝑑𝑥 = ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م ت  اب  ع ب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑦 = 𝑃(𝑥) − ۱
۶
𝑃‴(۰)𝑥۳ − ۱

۲
𝑃″(۰)𝑥۲ + 𝑐۱𝑥 − 𝑐۰.

ه  س  ت  ن  د. اخ  ت  ی  اری م  ق  ادی  ری 𝑐۱ و 𝑐۰ آن در ک  ه

𝑐۰ م  ق  ادی  ر اج  س  ام ای  ن گ  ون  ه م  س  ائ  ل در م  ی گ  ردد. م  ط  رح پ  رن  ده اج  س  ام در اخ  ی  ر ح  ال  ت ت  ذک  ر.
ان  ت  خ  اب ط  وری م  ی ب  ای  س  ت  ی 𝜌(𝑥) م  ی گ  وی  د اص  ل ای  ن اس  ت. ت  ع  ی  ی  ن ق  اب  ل ف  رده  ل  م اص  ل از 𝑐۱ و

ب  اش  د. م  ت  ع  ام  د 𝑦 = ۱ ص  ف  ح  ه و 𝑦 = 𝑥 ص  ف  ح  ه ب  ر ح  اص  ل ن  ی  روی ت  ا ش  ود
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۳ . ۸ ت  م  ری  ن

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رای  ط ب  ا [−۱, ۱] ب  ازه روی را 𝑙 > ۲ ط  ول ب  ه زن  ج  ی  ری . ۱
ب  ی  اب  ی  د. را آن پ  ت  ان  س  ی  ل ان  ر ژی ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م م  ن  ح  ن  ی

در ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رط و 𝑦(۰) = ۱ م  رزی ش  رط ب  ا [۰, ۱] ب  ازه روی را س  رس  ره م  س  ئ  ل  ه . ۲
را ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی م  ن  ح  ن  ی ه  م  چ  ن  ی  ن .𝑦′(۱) = ۰ ده  ی  د ن  ش  ان ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در 𝑥 = ۱

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را 𝑦(۱) م  ق  دار و ب  ی  اب  ی  د

ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را 𝐽(𝑦) = ∫𝑥۱
𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦″) 𝑑𝑥 ت  اب  ع  ک . ۳

ه  ر در ط  ب  ی  ع  ی ب  ه ص  ورت ک  ه را دوم م  رزی ش  رط ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در 𝑦(۱) = 𝑦۱ و 𝑦(۰) = 𝑦۰
آوری  د. ب  ه دس  ت م  ی گ  ردد ظ  اه  ر م  رزی ن  ق  اط از ی  ک

ک  ن  ی  د. ب  ح  ث گ  ون  اگ  ون م  رزی ش  رای  ط ب  ا [−۱, ۱] ب  ازه روی را ت  ی  ر م  س  ئ  ل  ه . ۴

اس  ت م  ع  روف رم  زی م  دل ب  ه ک  ه زی  ر ت  اب  ع  ک وس  ی  ل  ه ب  ه س  رم  ای  ه گ  ذاری ی  ک در س  رم  ای  ه رش  د . ۵
ت  اب  ع ب  اش  د، اول  ی  ه 𝑀(۰)س  رم  ای  ه = 𝑀۰ اگ  ر م  ی گ  ردد. ت  ع  ی  ی  ن [۰, 𝑇]زم  ان  ی ف  اص  ل  ه در
را ت  اب  ع  ک ای  ن 𝑀(𝑡)م  ی ب  ای  س  ت  ی ت  اب  ع 𝑀(𝑡)اس  ت. م  ق  دار ب  ا ب  راب  ر 𝑡 ل  ح  ظ  ه در س  رم  ای  ه

ب  ی  اب  ی  د. ی  ع  ن  ی𝑀(𝑇)را ن  ه  ای  ی، س  رم  ای  ه ک  ن  د. ن  ه  ای  ی

𝐽(𝑀) = 
𝑇

۰
𝑐۱[𝑐۲𝑀(𝑡) − 𝑀′(𝑡) − 𝑐۳]۲𝑑𝑡.

داده پ  ی  ش از م  رزی ش  رط ب  دون را زی  ر ت  اب  ع  ک 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض . ۶
ب  ی  اب  ی  د. آن ب  رای را ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رای  ط ک  ن  د. ن  ه  ای  ی ش  ده

𝐽(𝑦۱, 𝑦۲,⋯ , 𝑦𝑛) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦۱,⋯ , 𝑦𝑛, 𝑦′۱ ,⋯ , 𝑦′𝑛) 𝑑𝑥.
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ش  ون  ده ج  اب  ه ج  ا م  رزی ش  رای  ط ۴ . ۸
اس  ت م  م  ک  ن ش  ون  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع  ک در ان  ت  گ  رال ح  دود ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ائ  ل از ب  رخ  ی در
ش  رای  ط دارای ن  ه م  س  ائ  ل گ  ون  ه ای  ن ی  ع  ن  ی ش  ود. ج  اب  ه ج  ا ش  ده ت  ع  ی  ی  ن پ  ی  ش از ض  اب  ط  ه ای ط  ب  ق
م  س  ائ  ل را م  س  ائ  ل گ  ون  ه ای  ن اس  ت. ط  ب  ی  ع  ی م  رزی ش  رای  ط دارای ن  ه و اس  ت ث  اب  ت م  رزی

گ  وی  ن  د. ش  ون  ده ج  اب  ه ج  ا ک  ران  ه ه  ای ب  ا ت  غ  ی  ی  رات  ی

ب  ر (𝑥۱, 𝑦۱) ن  ق  ط  ه آن ان  ت  ه  ای و (۰, اب  ت  دای  ی(۵ ن  ق  ط  ه ب  ا را 𝑦 = 𝑓(𝑥)م  ن  ح  ن  ی .۱۴ . ۸ م  ث  ال
ه  ا 𝑥 م  ح  ور دور ب  ه آن دوران از ح  اص  ل روی  ه ت  ا ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن ط  وری 𝑥 + 𝑦 = ۱۰ خ  ط روی
ط  وری را (𝑥۱, 𝑦۱) ن  ق  ط  ه و 𝑦 = 𝑓(𝑥) ت  اب  ع م  ی ب  ای  س  ت  ی دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه گ  ردد. م  ی  ن  ی  م  م

ت  اب  ع  ک ت  ا ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

۰
۲𝜋𝑦۱ + 𝑦′۲ 𝑑𝑥

ب  اش  د. ب  رق  رار زی  ر م  رزی ش  رای  ط و ن  م  ای  د م  ی  ن  ی  م  م را

𝑦(۰) = ۵, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱, 𝑥۱ + 𝑦۱ = ۱۰.

ح  ل راه ک  ردن پ  ی  دا از ب  ع  د ن  ی  س  ت. ح  ل ق  اب  ل ق  ب  ل  ی روش ه  ای ب  ا م  ث  ال ای  ن اس  ت ب  دی  ه  ی
داری  م. ح  ل راه ی  اف  ت  ن ج  ه  ت را زی  ر م  ط  ال  ب م  ی پ  ردازی  م. م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  ه

ت  اب  ع  ی 𝑓 آن در ک  ه اس  ت زی  ر ش  ک  ل ب  ه ت  اب  ع  ک ی  ک 𝐽 ∶ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض
م  ی ب  اش  د. ه  م  وار

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥. (۳۶ . ۸)

ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه 𝐽 م  وض  ع  ی ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م ت  اب  ع ی  ک 𝑦 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن
ب  ر (𝑥۰, 𝑦۰)ل  ی  ک  ن اس  ت، ن  ام  ع  ی  ن 𝑦۱ و 𝑦۰ ،𝑥۱ ،𝑥۰ م  ق  ادی  ر و 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱ و 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ م  رزی
ای  ن ج  ا در م  ی ش  ون  د. ج  اب  ه ج  ا 𝑦 = ℎ(𝑥)م  ن  ح  ن  ی روی ب  ر (𝑥۱, 𝑦۱) و 𝑦 = 𝑔(𝑥)م  ن  ح  ن  ی روی
ن  ه  ای  ی ت  اب  ع ب  ر ع  لاوه ای  ن ج  ا در پ  س م  ی ب  اش  ن  د. ش  ده داده ت  اب  ع دو 𝑦 = ℎ(𝑥) و 𝑦 = 𝑔(𝑥)

ش  ون  د. ت  ع  ی  ی  ن ب  ای  د و م  ج  ه  ول ان  د ن  ی  ز 𝑦۱ و 𝑦۰ ،𝑥۱ ،𝑥۰ م  ق  ادی  ر 𝑦(𝑥) ک  ن  ن  ده
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در ب  اش  د. ب  الا م  س  ئ  ل  ه ج  واب و پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه از م  ش  ت  ق  ات دارای 𝑦 ک  ن  ی  د ف  رض
دام  ن  ه ب  ا �̂� = 𝑦 + 𝜖𝜂 و ک  وچ  ک 𝜖 ∈ ℝ و پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات ب  ا 𝜂ب  رای ای  ن ص  ورت

داری  م: �̂�(�̂�۱) = ℎ(�̂�۱) و �̂�(�̂�۰) = 𝑔(�̂�۰) و [�̂�۱, �̂�۲]

𝐽(�̂�) = 
�̂�۱

�̂�۰
𝑓(𝑥, �̂�, �̂�′) 𝑑𝑥 ≥ 𝐽(𝑦).

دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ه  س  ت  ن  د. 𝜖 از ت  واب  ع  ی �̂�۱ و �̂�۰ ،�̂�۱ ،�̂�۰ ن  ق  اط ه  م  چ  ن  ی  ن و 𝐽(�̂�)م  ع  ی  ن 𝜂ب  رای
داری  م: ̂𝑥۱ = 𝑥۱(𝜖) و ̂𝑥۰ = 𝑥۰(𝜖) ب  ا

𝐽(𝜖) = 𝐽(�̂�) = 
𝑥۱(𝜖)

𝑥۰(𝜖)
𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝜖𝜂, 𝑦′ + 𝜖𝜂′) 𝑑𝑥.

ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د ک  وچ  ک |𝜖|ب  رای پ  س اس  ت م  وض  ع  ی ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م ت  اب  ع 𝑦 چ  ون
. 𝑑𝐽𝑑𝜖 

𝜖=۰

= ۰ ی  ا 𝐽(𝜖) ≥ 𝐽(۰)

𝑑𝐽
𝑑𝜖

𝜖=۰

= 𝑑
𝑑𝜖 

𝑥۱(𝜖)

𝑥۰(𝜖)
𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝜖𝜂, 𝑦′ + 𝜖𝜂′) 𝑑𝑥


𝜖=۰

= 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′)𝑑𝑥۱(𝜖)𝑑𝜖 
𝜖=۰

− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′)𝑑𝑥۰(𝜖)𝑑𝜖 
𝜖=۰

+
𝑥۱(𝜖)

𝑥۰(𝜖)

𝑑
𝑑𝜖𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝜖𝜂, 𝑦

′ + 𝜖𝜂′) 𝑑𝑥

𝜖=۰

ل  ی  ک  ن


𝑥۱(𝜖)

𝑥۰(𝜖)

𝑑
𝑑𝜖𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝜖𝜂, 𝑦

′ + 𝜖𝜂′) 𝑑𝑥

𝜖=۰

= 
𝑥۱(𝜖)

𝑥۰(𝜖)
𝜕𝑓
𝜕𝑦𝜂 +

𝜕𝑓
𝜕𝑦′𝜂

′ 𝑑𝑥

𝜖=۰

= 
𝑥۱(𝜖)

𝑥۰(𝜖)
𝜕𝑓
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′

𝜂(𝑥) 𝑑𝑥

𝜖=۰

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑦′𝜂(𝑥۱(𝜖))

𝜖=۰

− 𝜕𝑓
𝜕𝑦′𝜂(𝑥۰(𝜖))

𝜖=۰

.
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اس  ت: ب  رق  رار زی  ر ت  س  اوی ه  ای (𝑥۱, 𝑦۱) و (𝑥۰, 𝑦۰)ک  ران  ه ای ن  ق  اط در دی  گ  ر ط  رف از

𝑦(𝑥۰(𝜖)) + 𝜖𝜂(𝑥۰(𝜖)) = 𝑔(𝑥۰(𝜖))

𝑦(𝑥۱(𝜖)) + 𝜖𝜂(𝑥۱(𝜖)) = ℎ(𝑥۱(𝜖)).

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝜖 = ۰ در آن  ه  ا از م  ش  ت  ق گ  ی  ری ب  ا

𝑦′(𝑥۰)
𝑑𝑥۰(𝜖)
𝑑𝜖 

𝜖=۰

+ 𝜂(𝑥۰) = 𝑔′(𝑥۰)
𝑑𝑥۰(𝜖)
𝑑𝜖 

𝜖=۰

𝑦′(𝑥۱)
𝑑𝑥۱(𝜖)
𝑑𝜖 

𝜖=۰

+ 𝜂(𝑥۱) = ℎ′(𝑥۱)
𝑑𝑥۱(𝜖)
𝑑𝜖 

𝜖=۰

.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑑𝐽𝑑𝜖 
𝜖=۰

در آن  ه  ا ج  ای گ  ذاری ب  ا

𝑑𝐽
𝑑𝜖

𝜖=۰

= − 𝑓
𝑔′ − 𝑦′ +

𝜕𝑓
𝜕𝑦′

𝜂(𝑥)

𝑥=𝑥۰

+  𝑓
ℎ′ − 𝑦′ +

𝜕𝑓
𝜕𝑦′

𝜂(𝑥)

𝑥=𝑥۱

+
𝑥۱(𝜖)

𝑥۰(𝜖)
𝜕𝑓
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′

𝜂(𝑥) 𝑑𝑥 = ۰.

آن ب  رق  راری از ب  اش  د. ب  رق  رار پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای 𝜂 ک  ل  ی  ه ب  رای ب  ای  د ب  الا ت  س  اوی
م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ،𝜂(𝑥۰) = 𝜂(𝑥۱) = ۰ ب  ا ب  رای𝜂 ه  ای

𝜕𝑓
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′ = ۰. (۳۷ . ۸)

(۳۷ . ۸) ب  ه ت  وج  ه ب  ا 𝜂(𝑥۱) = ۰ و 𝜂(𝑥۰) ≠ ۰ ب  ا ب  رای𝜂 ه  ای آن ب  رق  راری ب  رای ه  م  چ  ن  ی  ن
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی

𝑓
𝑔′ − 𝑦′ +

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ 

𝑥=𝑥۰

= ۰. (۳۸ . ۸)

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝜂(𝑥۱) ≠ ۰ ب  ا ب  رای𝜂 ه  ای 𝑑𝐽𝑑𝜖 
𝑥۰

= ۰ ب  رق  راری ب  رای

𝑓
ℎ′ − 𝑦′ +

𝜕𝑓
𝜕𝑦′ 

𝑥=𝑥۱

= ۰. (۳۹ . ۸)
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ف  ق  ط و ب  اش  د ش  ده داده پ  ی  ش از (𝑥۰, 𝑦۰) ن  ق  ط  ه در م  رزی ش  رط ک  ه ح  ال  ت  ی در (۱ ت  ذک  ر.
ح  ال  ت  ی در و (۳۹ . ۸) و (۳۷ . ۸) ای  ن ص  ورت در ب  اش  د ش  ون  ده ج  اب  ه ج  ا 𝑥۱ در م  رزی ش  رط
(۳۷ . ۸) ب  ه م  ن  ج  ر م  س  ئ  ل  ه ح  ل ب  اش  د ش  ده داده پ  ی  ش از (𝑥۱, 𝑦۱) ن  ق  ط  ه در م  رزی ش  رط ک  ه

م  ی گ  ردد. (۳۸ . ۸) و

و 𝑔′(𝑥۰) ≠ 𝑦′(𝑥۰) م  ی ب  ای  س  ت  ی (۳۹ . ۸) و (۳۸ . ۸) ب  ودن غ  ی  رم  ب  ه  م ب  رای (۲
ف  ی  زی  ک  ی ان  د ج  واب دارای ک  ه م  س  ائ  ل  ی ب  رای ش  رط دو ای  ن از ی  ک ه  ر .ℎ′(𝑥۱) ≠ 𝑦′(𝑥۱)

م  ی گ  وی  ن  د. اوری  ب ش  رط را آن و اس  ت ب  رق  رار ط  ب  ی  ع  ی ب  ه ص  ورت

م  ی پ  ردازی  م. ۱۴ . ۸ م  ث  ال ح  ل ب  ه اک  ن  ون

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت ۱۴ . ۸ م  ث  ال ب  رای را اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه .۱۴ . ۸ م  ث  ال ح  ل

𝑦۱ + 𝑦′۲ − 𝑦′ 𝑦𝑦′

۱ + 𝑦′۲
= 𝑐۱.

آوردی  م: ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت ق  ب  لاً اس  ت زن  ج  ی  ر م  س  ئ  ل  ه ه  م  ان  ن  د ک  ه م  ع  ادل  ه ای  ن ع  م  وم  ی ج  واب

𝑦(𝑥) = 𝑐۱ cosh 
𝑥
𝑐۱
+ 𝑐۲.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑦(۰) = ۵ م  رزی ش  رط از

۵ = 𝑐۱ cosh 𝑐۲.

م  ی آی  د. ب  ه دس  ت زی  ر م  ع  ادل  ه دو (𝑥۱, 𝑦۱) ن  ق  ط  ه در خ  ط م  ع  ادل  ه و (۳۹ . ۸) اوری  ب ش  رط از

𝑦۱۱ + 𝑦′۲(𝑥۱)
−۱ − 𝑦′(𝑥۱)

+ 𝑦۱𝑦′(𝑥۱)

۱ + 𝑦′۲(𝑥۱)
= ۰

𝑥۱ + 𝑦۱ = ۱۰.

ی  ا
𝑦′(𝑥۱) = ۱, 𝑥۱ + 𝑦۱ = ۱۰.
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زی  ر ت  س  اوی ه  ای پ  س دارد. ق  رار ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی م  ن  ح  ن  ی ن  م  ودار روی در (𝑥۱, 𝑦۱)ه  م  چ  ن  ی  ن
اس  ت: ب  رق  رار

𝑦۱ = 𝑐۱ cosh 
𝑥۱
𝑐۱
+ 𝑐۲, 𝑐۱ cosh 𝑐۲ = ۵.

داری  م: ه  م  چ  ن  ی  ن
sinh 𝑥۱𝑐۱

+ 𝑐۲ = ۱, 𝑥۱ + 𝑦۱ = ۱۰.

𝑐۱ و 𝑐۲ = cosh−۱ 𝑐۱۵ و 𝑦۱ = √۲𝑐۱ ،𝑥۱ = ۱۰ − √۲𝑐۱ م  ی آوری  م ب  ه دس  ت م  ع  ادلات از
اس  ت: زی  ر م  ع  ادل  ه ج  واب

sinh  ۱ − √۲𝑐۱𝑐۱
+ cosh−۱ ۵𝑐۱

 = ۱۰.

■

م  ج  ه  ول ت  اب  ع دو دارای ش  ون  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع  ک اک  ن  ون

𝐽(𝑦, 𝑧) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑦′, 𝑧′) 𝑑𝑥 (۴۰ . ۸)

ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در 𝑧(𝑥۰) = 𝑧۰ و 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ ث  اب  ت م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را
و 𝑦 = 𝑔(𝑥) م  ن  ح  ن  ی  روی ب  ر ج  اب  ج  ائ  ی ای  ن و ش  ون  ده ج  اب  ه ج  ا 𝑥۱ ن  ق  ط  ه در م  رزی ش  رط ک  ن  ی  د
ب  ه ص  ورت اوری  ب ش  رط و اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات ای  ن ص  ورت در م  ی گ  ی  رد. ص  ورت 𝑧 = ℎ(𝑥)

م  ی آی  د: ب  ه دس  ت زی  ر

𝜕𝑓
𝜕𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′ = ۰, 𝜕𝑓

𝜕𝑧 −
𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑧′ = ۰

𝑓 + (𝑔′ − 𝑦′) 𝜕𝑓𝜕𝑦′ + (ℎ
′ − 𝑧′) 𝜕𝑓𝜕𝑧′ 

𝑥=𝑥۱

= ۰.

ج  واب 𝑦 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) و 𝑓 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱] × ℝ۴) ک  ن  ی  د ف  رض م  ط  ل  ب ای  ن دی  دن ب  رای
ب  ا، 𝜂۱, 𝜂۲ ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) ه  ر ب  رای ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ب  الا م  س  ئ  ل  ه ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م
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ب  ه ط  ور ی  ا 𝐽(𝑦 + 𝜖𝜂۱, 𝑧 + 𝜖𝜂۲) ≥ 𝐽(𝑦, 𝑧) داری  م ک  وچ  ک |𝜖| و 𝜂۱(𝑥۰) = 𝜂۲(𝑥۰) = ۰
ل  ی  ک  ن . 𝑑𝐽𝑑𝜖 

𝜖=۰

= ۰ ب  ای  د پ  س .𝐽(𝜖) ≥ 𝐽(۰) م  خ  ت  ص  ر

𝑑𝐽
𝑑𝜖

𝜖=۰

= 𝑑
𝑑𝜖 

𝑥۱(𝜖)

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝜖𝜂۱, 𝑧 + 𝜖𝜂۲, 𝑦′ + 𝜖𝜂′۱ , 𝑧′ + 𝜖𝜂′۲) 𝑑𝑥

𝜖=۰

= 𝑓𝑑𝑥۱(𝜖)𝑑𝜖 +
𝑥۱(𝜖)

𝑥۰
(𝑓𝑦𝜂۱ + 𝑓𝑦′𝜂′۱ + 𝑓𝑧𝜂۲ + 𝑓𝑧′𝜂′۲) 𝑑𝑥

𝜖=۰

.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ج  زب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال ب  ه ک  ارگ  ی  ری ب  ا

𝑑𝐽
𝑑𝜖

𝜖=۰

= 𝑓𝑑𝑥۱(𝜖)𝑑𝜖 +
𝑥۱(𝜖)

𝑥۰
𝑓𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′

𝜂۱ + 𝑓𝑧 −
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑧′

𝜂۲ 𝑑𝑥

+ 𝑓𝑦′𝜂۱
𝑥۱(𝜖)

+ 𝑓𝑧′𝜂۲
𝑥۱(𝜖)



𝜖=۰

= ۰.

داری  م: دی  گ  ر ط  رف از

𝑦(𝑥۱(𝜖)) + 𝜖𝜂۱(𝑥۱(𝜖)) = 𝑔(𝑥۱(𝜖))
𝜖=۰

𝑧(𝑥۱(𝜖)) + 𝜖𝜂۲(𝑥۱(𝜖)) = ℎ(𝑥۱(𝜖))
𝜖=۰

.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝜖 = ۰ در آن  ه  ا از م  ش  ت  ق گ  ی  ری ب  ا

𝑦′𝑑𝑥۱(𝜖)𝑑𝜖 + 𝜂۱ = 𝑔′
𝑑𝑥۱(𝜖)
𝑑𝜖 

𝜖=۰

𝑧′𝑑𝑥۱(𝜖)𝑑𝜖 + 𝜂۲ = ℎ′
𝑑𝑥۱(𝜖)
𝑑𝜖 

𝜖=۰

.

داش  ت: خ  واه  ی  م ن  ت  ی  ج  ه در

𝜂۱ = (𝑔′ − 𝑦′)
𝑑𝑥۱(𝜖)
𝑑𝜖 

𝜖=۰

, 𝜂۲ = (ℎ′ − 𝑧′)
𝑑𝑥۱(𝜖)
𝑑𝜖 

𝜖=۰

. (۴۱ . ۸)
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑑𝐽𝑑𝜖 
𝜖=۰

در آن  ه  ا ج  ای  گ  ذاری ب  ا

𝑑𝐽
𝑑𝜖

𝜖=۰

= 
𝑥۱(𝜖)

𝑥۰
𝑓𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′

𝜂۱ + 𝑓𝑧 −
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑧′

𝜂۲ 𝑑𝑥

+ 𝑑𝑥۱(𝜖)𝑑𝜖 [𝑓 + 𝑓𝑦′(𝑔′ − 𝑦′) + 𝑓𝑧′(ℎ′ − 𝑧′)] = ۰. (۴۲ . ۸)

م  ی آوری  م ب  ه دس  ت (۴۱ . ۸) از ،𝜂۱(𝑥۱) = ۰ ب  ا 𝜂۱(𝑥) ه  ا ت  م  ام و 𝜂۲ ≡ ۰ ب  ا 𝜂۲ و 𝜂۱ ب  رای
(۴۲ . ۸) راب  ط  هٔ ،𝜂۱(𝑥۰) = 𝜂۱(𝑥۱) = ۰ ب  ا ه  ا 𝜂۱(𝑥) ت  م  ام ب  رای چ  ون ح  ال .𝑑𝑥۱(𝜖)𝑑𝜖 

𝜖=۰

= ۰

پ  س اس  ت، ب  رق  رار

𝑓𝑦 −
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′ = ۰.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه م  ی ب  ای  س  ت  ی ن  ی  ز 𝜂۲(𝑥۱) = ۰ و 𝜂۱ ≡ ۰ ب  ا 𝜂۲ و 𝜂۱ ب  رای م  ش  اب  ه ب  ه ص  ورت

𝑓𝑧 −
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑧′ = ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  اش  د، 𝜂۲(𝑥۱) ≠ ۰ و 𝜂۱(𝑥۱) ≠ ۰ اگ  ر

[𝑓 + 𝑓𝑦′(𝑔′ − 𝑦′) + 𝑓𝑧′(ℎ′ − 𝑧′)]
𝑥=𝑥۱

= ۰.

رس  ان  دی  م. اث  ب  ات ب  ه را زی  ر خ  اص  ی  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

و 𝑓 ∈ 𝐶۲([𝑥۰,∞) × ℝ۴) ،(۴۰ . ۸) ت  اب  ع  ک در ک  ن  ی  د ف  رض .۵ . ۸ خ  اص  ی  ت
و 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ ث  اب  ت م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را (۴۰ . ۸) ت  اب  ع  ک 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱])
ن  ه  ای  ی 𝑧 = ℎ(𝑥) و 𝑦 = 𝑔(𝑥) م  ن  ح  ن  ی  روی ب  ر (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱)م  ت  ح  رک ن  ق  ط  ه و 𝑧(𝑥۰) = 𝑧۰

اس  ت: زی  ر اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑧 و 𝑦 آن گ  اه ک  ن  ن  د،

𝑓𝑦 −
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′ = ۰, 𝑓𝑧 −

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑧′ = ۰

[𝑓 + 𝑓𝑦′(𝑔′ − 𝑦′) + 𝑓𝑧′(ℎ′ − 𝑧′)]
𝑥=𝑥۱

= ۰

𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱, 𝑧(𝑥۰) = 𝑧۰, 𝑧(𝑥۱) = 𝑧۱
𝑦۱ = 𝑔(𝑥۱), 𝑧۱ = ℎ(𝑥۱).
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ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را 𝐽(𝑦, 𝑧) = ∫𝑥۱
۰
(𝑦′۲ + 𝑧′۲ + ۲𝑦 − ۴𝑧) 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک .۱۵ . ۸ م  ث  ال

روی ب  ر (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱) ن  ق  ط  ه ش  ون  ده ج  اب  ه ج  ا م  رزی ش  رط و 𝑧(۰) = ۰ و 𝑦(۰) = ۰ ث  اب  ت م  رزی
ک  ن  ی  د. ن  ه  ای  ی 𝑥۱ > ۰ و ۲𝑥۱ + 𝑧۱ = ۵ و 𝑥۱ + 𝑦۱ = ۵ م  ن  ح  ن  ی 

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادلات ح  ل.

۲𝑦″ − ۲ = ۰, ۲𝑧″ + ۴ = ۰.

م  ی  آوری  م: ب  ه دس  ت آن  ه  ا ح  ل از

𝑦 = ۱
۲
𝑥۲ + 𝑐۱𝑥 + 𝑐۲, 𝑧 = −𝑥۲ + 𝑐۳𝑥 + 𝑐۴.

م  ی  آوری  م: ب  ه دس  ت (۰, ۰, ۰) ن  ق  ط  ه در م  رزی ش  رای  ط اع  م  ال ب  ا

𝑐۲ = 𝑦(۰) = ۰, 𝑐۴ = 𝑧(۰) = ۰.

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱) ن  ق  ط  ه در م  رزی ش  رای  ط

𝑥۱ + 𝑦۱ = ۵, ۲𝑥۱ + 𝑧۱ = ۵

[𝑓 + 𝑓𝑦′(−۱ − 𝑦′) + 𝑓𝑧′(−۲ − 𝑧′)]
𝜖=۰

= ۰.

ی  ا

𝑦۱ = ۵ − 𝑥۱, 𝑧۱ = ۵ − ۲𝑥۱
−(𝑥۱ + 𝑐۱)۲ − (−۲𝑥۱ + 𝑐۳)۲ + 𝑥۲۱ + 𝑐۱𝑥۱ + ۴𝑥۲۱ − ۴𝑐۱𝑥۱

−۲(𝑥۱ + 𝑐۱) − ۴(−𝑥۱ + 𝑐۳) = ۰,

𝑦۱ =
۱
۲
𝑥۲۱ + 𝑐۱𝑥۱

𝑧۱ = −𝑥۲۱ + 𝑐۳𝑥۱.

م  ی آی  ن  د. ب  ه دس  ت 𝑧۱ و 𝑦۱ ،𝑥۱ ،𝑐۳ ،𝑐۱ م  ج  ه  ول  ی پ  ن  ج و م  ع  ادل  ه پ  ن  ج ای  ن ح  ل از
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م  ع  ادلات ب  اش  د، م  ت  ح  رک ب  الا خ  اص  ی  ت در (𝑥۰, 𝑦۰, 𝑧۰) ن  ق  ط  ه چ  ن  ان چ  ه (۱ ت  ذک  ر.
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱) ن  ق  ط  ه م  ش  اب  ه ک  ام  لاً م  رزی ش  رای  ط م  ع  ادلات و اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ

روی 𝑥۱ ن  ق  ط  ه و ب  اش  ن  د 𝑦𝑚 ت  ا 𝑦۱ م  ث  لاً دو از ب  ی  ش  ت  ر م  ج  ه  ول ت  اب  ع ه  ای ت  ع  داد چ  ن  ان چ  ه (۲
ای  ن ص  ورت: در ش  ود، ج  اب  ج  ا ،𝑘 = ۱,⋯ ,𝑚 ،𝑦𝑘 = 𝑔𝑘(𝑥) م  ن  ح  ن  ی 

𝑓𝑦𝑘 −
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦

′
𝑘
= ۰, 𝑘 = ۱,⋯ ,𝑚

𝑓 +
𝑚

𝑘=۱
𝑓𝑦′𝑘(𝑔

′
𝑘 − 𝑦′𝑘) = ۰.

ث  اب  ت (𝑥۰, 𝑦۰, 𝑧۰) ن  ق  ط  ه در م  رزی ش  رط ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را ب  الا خ  اص  ی  ت ت  اب  ع  ک اک  ن  ون
ف  رض م  ی ش  ود. ج  اب  ج  ا 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ۰ روی  ه روی ب  ر (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱) ن  ق  ط  ه در م  رزی ش  رط و
ت  اب  ع  ک 𝑧 و 𝑦 و ک  وچ  ک |𝜖۲| و |𝜖۱| ب  ا 𝜖۱, 𝜖۲ ∈ ℝ و ق  ب  ل م  ان  ن  د 𝜂۲ و ،𝜂۱ ،𝑧 ،𝑦 ،𝑓 ک  ن  ی  د

ای  ن ص  ورت: در ک  ن  ن  د، م  ی  ن  ی  م  م را 𝐽(𝑦, 𝑧)

𝐽(𝜖۱, 𝜖۲) = 
𝑥۱(𝜖۱,𝜖۲)

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝜖۱𝜂۱, 𝑧 + 𝜖۲𝜂۲, 𝑦′ + 𝜖۱𝜂′۱ , 𝑧′ + 𝜖۲𝜂′۲) 𝑑𝑥

≥ 𝐽(۰, ۰).

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د پ  س

𝜕𝐽
𝜕𝜖۱ 

𝜖=۰

= 𝑓𝜕𝑥۱𝜕𝜖۱
+

𝑥۱(𝜖)

𝑥۰
𝑓𝑦 −

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′

𝜂۱ 𝑑𝑥 + (𝑓𝑦′𝜂۱)
𝑥=𝑥۱(𝜖), 𝜖=۰

= ۰

𝜕𝐽
𝜕𝜖۲ 

𝜖=۰

= 𝑓𝜕𝑥۱𝜕𝜖۲
+

𝑥۱(𝜖)

𝑥۰
𝑓𝑧 −

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑧′

𝜂۲ 𝑑𝑥 + (𝑓𝑧′𝜂۲)
𝑥=𝑥۱(𝜖), 𝜖=۰

= ۰.

ب  ا .𝑔(𝑥۱, 𝑦۱ + 𝜖۱𝜂۱, 𝑧۱ + 𝜖۲𝜂۲) = ۰ داری  م دی  گ  ر ط  رف از .𝜖 = (𝜖۱, 𝜖۲) آن در ک  ه
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م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝜖۲ و 𝜖۱ ب  ه ن  س  ب  ت آن از م  ش  ت  ق گ  ی  ری

𝑔𝑥
𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۱

+𝑔𝑦𝑦′
𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۱

+ 𝑔𝑦𝜂۱ + 𝑔𝑦𝜖۱𝜂′۱
𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۱

+ 𝑔𝑧𝑧′
𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۱

+𝑔𝑧𝜖۲𝜂′۲
𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۱ 

𝜖=۰

= ۰

𝑔𝑥
𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۲

+𝑔𝑦𝑦′
𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۲

+ 𝑔𝑦𝜖۱𝜂′۱
𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۲

+ 𝑔𝑧𝑧′
𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۲

+ 𝑔𝑧𝜂۲

+𝑔𝑧𝜖۲𝜂′۲
𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۲ 

𝜖=۰

= ۰.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  الا ت  س  اوی دو از

𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۱

= −
𝑔𝑦𝜂۱

𝑔𝑥 + 𝑔𝑦𝑦′ + 𝑔𝑧𝑧′ 
(𝑥,𝑦,𝑧)=(𝑥۱,𝑦۱,𝑧۱)

𝜕𝑥۱
𝜕𝜖۲

= − 𝑔𝑧𝜂۲
𝑔𝑥 + 𝑔𝑦𝑦′ + 𝑔𝑧𝑧′ 

(𝑥,𝑦,𝑧)=(𝑥۱,𝑦۱,𝑧۱)

.

و 𝜂۱ م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ب  ه م  رب  وط ب  ح  ث ه  ای ان  ج  ام و 𝜕𝐽
𝜕𝜖۲

و 𝜕𝐽
𝜕𝜖۱

در م  ق  ادی  ر ای  ن دادن ق  رار ب  ا
م  ع  ادل  ه دو ج  واب م  ی ب  ای  س  ت  ی 𝑧 و 𝑦 ک  ن  ن  ده م  ی  ن  ی  م  م ت  واب  ع ک  ه گ  رف  ت خ  واه  ی  م ن  ت  ی  ج  ه 𝜂۲

ب  اش  د. زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه م  ج  ه  ول  ی دو و دی  ف  ران  س  ی  ل

𝑓𝑦 −
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′ = ۰, 𝑓𝑧 −

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑧′ = ۰

𝑓𝑦′ −
𝑔𝑦𝑓

𝑔𝑥 + 𝑔𝑦𝑦′ + 𝑔𝑧𝑧′ 
(𝑥,𝑦,𝑧)=(𝑥۱,𝑦۱,𝑧۱)

= ۰

𝑓𝑧′ −
𝑔𝑧𝑓

𝑔𝑥 + 𝑔𝑦𝑦′ + 𝑔𝑧𝑧′ 
(𝑥,𝑦,𝑧)=(𝑥۱,𝑦۱,𝑧۱)

= ۰

𝑔(𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱) = ۰, 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱
𝑧(𝑥۰) = 𝑧۰, 𝑧(𝑥۱) = 𝑧۱.
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ن  م  ودی  م. ث  اب  ت را زی  ر خ  اص  ی  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

ت  اب  ع 𝐽(𝑦, 𝑧) = ∫𝑥۱
𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑦′, 𝑧′) 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک در ک  ن  ی  د ف  رض .۶ . ۸ خ  اص  ی  ت

𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶۲([𝑥۰, 𝑥۱]) و پ  ی  وس  ت  ه دوم م  رت  ب  ه م  ش  ت  ق  ات دارای [𝑥۰, 𝑥۱] × ℝ۴ دام  ن  ه ب  ا 𝑓
م  ت  ح  رک ن  ق  ط  ه و 𝑧(𝑥۰) = 𝑧۰ و 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰ ث  اب  ت م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه را م  ذک  ور ت  اب  ع  ک
م  س  ئ  ل  ه ج  واب 𝑧 و 𝑦 آن گ  اه ک  ن  ن  د، ن  ه  ای  ی 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ۰ روی  ه روی ب  ر (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱)

اس  ت: زی  ر اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ

𝑓𝑦 −
𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑦′ = ۰, 𝑓𝑧 −

𝑑
𝑑𝑥𝑓𝑧′ = ۰

𝑓𝑦′ −
𝑔𝑦𝑓

𝑔𝑥 + 𝑔𝑦𝑦′ + 𝑔𝑧𝑧′ 
(𝑥,𝑦,𝑧)=(𝑥۱,𝑦۱,𝑧۱)

= ۰

𝑓𝑧′ −
𝑔𝑧𝑓

𝑔𝑥 + 𝑔𝑦𝑦′ + 𝑔𝑧𝑧′ 
(𝑥,𝑦,𝑧)=(𝑥۱,𝑦۱,𝑧۱)

= ۰

𝑔(𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱) = ۰, 𝑦(𝑥۰) = 𝑦۰, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱
𝑧(𝑥۰) = 𝑧۰, 𝑧(𝑥۱) = 𝑧۱.

ف  رم  ول ه  ای ش  ود، ج  اب  ج  ا ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ۰ روی  ه روی (𝑥۰, 𝑦۰, 𝑧۰) ن  ق  ط  ه چ  ن  ان  چ  ه (۱ ت  ذک  ر.
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت 𝑔ب  ه ج  ای ℎ و (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱)ج  ای ب  ه (𝑥۰, 𝑦۰, 𝑧۰) دادن ق  رار ب  ا ب  الا م  ش  اب  ه

دو ح  ال  ت م  ش  اب  ه ک  ام  لاً ف  رم  ول ه  ای ب  اش  د، ت  ا دو از ب  ی  ش  ت  ر م  ج  ه  ول ت  اب  ع ه  ای ت  ع  داد چ  ن  ان  چ  ه (۲
م  ی آی  د. ب  ه دس  ت م  ج  ه  ول ت  اب  ع

گ  وی  ن  د. اوری  ب ش  رای  ط را (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱) ن  ق  ط  ه در ب  الا ت  س  اوی دو (۳

آوری  د. ب  ه دس  ت 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ۵ ص  ف  ح  ه از را (۰, ۱, ۱) ن  ق  ط  ه ف  اص  ل  ه .۱۶ . ۸ م  ث  ال

𝑧 و 𝑦م  ن  ح  ن  ی ط  ول 𝐽(𝑦, 𝑧) ب  اش  د، م  ذک  ور ص  ف  ح  ه روی ن  ق  ط  ه ای (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱) اگ  ر ح  ل.
ب  ه ع  ن  وان ب  ای  د م  ن  ح  ن  ی ای  ن پ  س م  ی ک  ن  د. وص  ل ن  ق  ط  ه ب  ه ای  ن را (۰, ۱, ۱) ن  ق  ط  ه ک  ه اس  ت
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ب  اش  د: زی  ر م  س  ئ  ل  ه م  ی  ن  ی  م  م ک  ن  ن  ده

𝐽(𝑦, 𝑧) = 
𝑥۱

۰ ۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲ 𝑑𝑥

𝑥۱ + 𝑦۱ + 𝑧۱ − ۵ = ۰, 𝑦(۰) = ۱, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱
𝑧(۰) = ۱, 𝑧(𝑥۱) = 𝑧۱.

اس  ت، م  ذک  ور ص  ف  ح  ه از (۰, ۱, ۱) ن  ق  ط  ه ف  اص  ل  ه ب  راب  ر ک  ه م  ی  ن  ی  م  م ط  ول ب  ا م  ن  ح  ن  ی ب  رای پ  س
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د

𝑦′

۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲
= 𝑐۱

𝑧′

۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲
= 𝑐۲

𝑦′

۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲
− 

۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲
۱ + 𝑦′ + 𝑧′ 

(𝑥,𝑦,𝑧)=(𝑥۱,𝑦۱,𝑧۱)

= ۰

𝑧′

۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲
− 

۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲
۱ + 𝑦′ + 𝑧′ 

(𝑥,𝑦,𝑧)=(𝑥۱,𝑦۱,𝑧۱)

= ۰

𝑥۱ + 𝑦۱ + 𝑧۱ − ۵ = ۰, 𝑦(۰) = ۱, 𝑦(𝑥۱) = 𝑦۱
𝑧(۰) = ۱, 𝑧(𝑥۱) = 𝑧۱.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ح  ل از

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑧 = 𝑐𝑥 + 𝑑.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱) ن  ق  ط  ه در اوری  ب ش  رای  ط م  ع  ادل  ه دو از ه  م  چ  ن  ی  ن

𝑦′

(𝑥,𝑦,𝑧)=(𝑥۱,𝑦۱,𝑧۱)

= ۱, 𝑧′

(𝑥,𝑦,𝑧)=(𝑥۱,𝑦۱,𝑧۱)

= ۱.

و 𝑦 = 𝑥 + ۱ خ  ط م  ط  ل  وب م  ن  ح  ن  ی ی  ع  ن  ی .𝑐 = ۱ و 𝑎 = ۱ ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  ای  د پ  س
ک  ن  د. ص  دق زی  ر م  ع  ادلات در م  ی ب  ای  س  ت  ی (𝑥۱, 𝑦۱, 𝑧۱) ن  ق  ط  ه ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. 𝑧 = 𝑥 + ۱

𝑥۱ + 𝑦۱ + 𝑧۱ = ۵, 𝑦۱ = 𝑥۱ + ۱, 𝑧۱ = 𝑥۱ + ۱.



ش  ون  ده ج  اب  ه ج  ا م  رزی ش  رای  ط . ۴ . ۸۵۳۳

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت م  ج  ه  ول  ی س  ه و م  ع  ادل  ه س  ه دس  ت  گ  اه ای  ن ح  ل از

𝑥۱ = ۱, 𝑦۱ = ۲, 𝑧۱ = ۲

𝐽(𝑦, 𝑧) = 
۱

۰ 
۱ + 𝑦′۲ + 𝑧′۲ 𝑑𝑥 = 

۱

۰
√۳ 𝑑𝑥 = √۳.

ع  م  ود 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = ۵ ص  ف  ح  ه ب  ر (۱, ۲, ۲) و (۰, ۱, ۱) ن  ق  ط  ه دو واص  ل خ  ط ک  ن  ی  د ت  وج  ه
اس  ت.

م  ی  ده  ی  م. ارائ  ه اق  ت  ص  ادی م  ث  ال ی  ک ای  ن ج  ا در اک  ن  ون

م  ق  دار 𝑡 ≥ ۰ ب  رای 𝑦 = 𝑦(𝑡) ک  ن  ی  د ف  رض رم  زی). س  رم  ای  ه رش  د (م  دل ۱۷ . ۸ م  ث  ال
س  رم  ای  ه گ  ذاری ی  ک در ب  اش  د. 𝑡 ل  ح  ظ  ه در 𝑦(۰) = 𝑦۰ اول  ی  ه س  رم  ای  ه ب  ا ش  رک  ت ی  ک س  رم  ای  ه

م  ی گ  ردد: م  ش  خ  ص زی  ر ت  اب  ع  ک ب  ا 𝑡 ل  ح  ظ  ه در س  رم  ای  ه رش  د م  ی  زان

𝐽(𝑦) = 
𝑡

۰
𝑎(𝑏𝑦 − 𝑦′ − 𝑐)۲ 𝑑𝑡, 𝑦(۰) = 𝑦۰.

ب  ه دس  ت 𝑡 ل  ح  ظ  ه در را س  ود م  ق  دار 𝐽(𝑦) و ه  س  ت  ن  د م  ث  ب  ت و ث  اب  ت م  ق  ادی  ر 𝑐 و ،𝑏 ،𝑎 ای  ن ج  ا در
اس  ت. م  اگ  زی  م  م س  ود م  ق  دار 𝑇 ل  ح  ظ  ه ه  ر در ک  ه اس  ت ط  وری س  رم  ای  ه گ  ذاری ای  ن م  ی ده  د.

ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص را 𝑦(𝑡) ت  اب  ع

زی  ر ت  اب  ع در چ  ون گ  ردد. م  اگ  زی  م  م 𝐽(𝑦) ت  ا ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب ط  وری را 𝑦(𝑡)م  ی ب  ای  س  ت  ی ح  ل.
م  ی ت  وان  ی  م را اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه پ  س اس  ت ن  ش  ده ظ  اه  ر 𝑡 م  ت  غ  ی  ر ت  اب  ع  ک، ای  ن ان  ت  گ  رال

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه زی  ر ب  ه ص  ورت

𝑓 − 𝑦′𝑓𝑦′ = 𝑎(𝑏𝑦 − 𝑦′ − 𝑐)۲ + ۲𝑎𝑦′(𝑏𝑦 − 𝑦′ − 𝑐)

= 𝑎(𝑏𝑦 − 𝑦′ − 𝑐)(𝑏𝑦 + 𝑦′ − 𝑐) = 𝑎[(𝑏𝑦 − 𝑐)۲ − 𝑦′۲] = 𝑎𝐴 = .ث  اب  ت

.𝑦′ = (𝑏𝑦 − 𝑐)۲ − 𝐴 ی  ا (𝑦′)۲ = (𝑏𝑦 − 𝑐)۲ − 𝐴پ  س
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م  ی آوری  م: م  خ  ت  ل  ف𝐴ب  ه دس  ت م  ق  ادی  ر ب  رای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ای  ن ح  ل از

𝑦(𝑡) = 𝑐
𝑏 + 𝐵𝑒

±𝑏𝑡 𝐴 = ب  رای۰

𝑦(𝑡) = 𝑐
𝑏 ±

√−𝐴
𝑏 sinh(𝑏𝑡 + 𝐵) 𝐴 < ب  رای۰

𝑦(𝑡) = 𝑐
𝑏 ±

√𝐴
𝑏 cosh(𝑏𝑡 + 𝐵) 𝐴 > .ب  رای۰

ل  ی  ک  ن اس  ت. 𝑦۰ ب  راب  ر 𝑡 = ۰ در م  رزی ش  رط اس  ت. ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ث  اب  ت ی  ک 𝐵 آن  ه  ا در ک  ه
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ب  ای  د ل  ح  ظ  ه ای  ن ب  رای پ  س اس  ت. آزاد م  رزی ش  رط 𝑇ی  ک در م  رزی ش  رط

𝑓𝑦′

𝑡=𝑇

= 𝑏𝑦(𝑇) − 𝑦′(𝑇) − 𝑐 = ۰

ی  ا
𝑦′(𝑇) − 𝑏𝑦(𝑇) = −𝑐 ⟹ 𝑦(𝑇) = 𝑐

𝑏 + 𝐵𝑒
𝑏𝑇 .

اس  ت. ق  ب  ول ق  اب  ل زی  ر ج  واب ب  الا ج  واب ه  ای از ب  ن  اب  رای  ن

𝑦(𝑡) = 𝑐
𝑏 + 𝐵𝑒

𝑏𝑡.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت 𝑡 = ۰ در م  رزی ش  رط اع  م  ال ب  ا

𝑦(۰) = 𝑐
𝑏 + 𝐵 = 𝑦۰ ⟹ 𝐵 = 𝑦۰ −

𝑐
𝑏 .

م  ی گ  ردد: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ه  ای  ی ج  واب ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑦(𝑡) = 𝑐
𝑏 + (𝑦۰ −

𝑐
𝑏)𝑒

𝑏𝑡, 𝑡 ≥ ۰.

ب  اش  د. 𝑦۰ >
𝑐
𝑏 ی  ا 𝑦۰ −

𝑐
𝑏 > ۰ م  ی ب  ای  س  ت  ی س  رم  ای  ه اف  زای  ش ب  رای

۴ . ۸ ت  م  ری  ن
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را 𝑦(𝑥) ت  اب  ع آوردی  م. ب  ه دس  ت 𝐽(𝑦) = ∫𝑥۱
۰ 

۱+𝑦′۲
𝑦 ب  ه ص  ورت ق  ب  لاً را س  رس  ره ت  اب  ع  ک . ۱

(𝑥۱, 𝑦(𝑥۱)) ن  ق  ط  ه ی  ع  ن  ی آن دی  گ  ر ان  ت  ه  ای و ب  گ  ذرد (۰, ۰) ن  ق  ط  ه از ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری
ک  ن  د. ن  ه  ای  ی را ب  الا ت  اب  ع  ک و گ  ی  رد ق  رار 𝑦 = 𝑥 − ۱ خ  ط روی ب  ر

خ  ط روی ب  ر آن دی  گ  ر س  ر و 𝑦 − 𝑥 = ۴ خ  ط روی ب  ر آن س  ر ی  ک 𝑙 = ۴ ط  ول ب  ه زن  ج  ی  ری . ۲
ب  ی  اب  ی  د. را زن  ج  ی  ر م  ن  ح  ن  ی دارد. ق  رار 𝑦 + ۲𝑥 = ۴

از ت  ا آوری  د ب  ه دس  ت ط  وری را 𝐽(𝑦) = ∫𝑥۱
۰
(𝑦′۲ + 𝑦۲) 𝑑𝑥ت  اب  ع  ک ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ت  اب  ع . ۳

ق  رار 𝑦 = ۱ − 𝑥خ  ط روی ب  ر (𝑥۱, 𝑦(𝑥۱)) ن  ق  ط  ه ی  ع  ن  ی آن دی  گ  ر س  ر و ب  گ  ذرد (۰, ۰) ن  ق  ط  ه
ب  اش  د. داش  ت  ه

س  ر و 𝑦 − 𝑥 = ۳ خ  ط روی ب  ر آن س  ر ی  ک ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری را 𝑦 = 𝑓(𝑥)م  ن  ح  ن  ی . ۴
𝑦 ه  ا م  ح  ور ح  ول آن دوران از ح  اص  ل روی  ه و گ  ی  رد ق  رار 𝑦 + ۲𝑥 = ۳ خ  ط روی ب  ر آن دی  گ  ر

گ  ردد. م  ی  ن  ی  م  م

خ  ط روی ب  ر آن دی  گ  ر س  ر و 𝑦 − 𝑥 = −۱ خ  ط روی ب  ر آن س  ر ی  ک ک  ه 𝑦 = 𝑓(𝑥)م  ن  ح  ن  ی . ۵
آن دوران از ح  اص  ل روی  ه و ۳ ب  راب  ر آن ط  ول ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری دارد ق  رار 𝑦 + 𝑥 = ۵

گ  ردد. م  ی  ن  ی  م  م 𝑦 ه  ا م  ح  ور ب  ه دور





۹ ف  ص  ل
م  س  ت  ق  ی  م روش  ه  ای و م  ع  ک  وس م  س  ئ  ل  ه

خ  وب  ی ب  س  ی  ار روش ه  ای ح  ق  ی  ق  ت در اس  ت. م  ق  دور م  س  ت  ق  ی  م ب  ه ص  ورت ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ئ  ل  ه ح  ل
م  ی ده  د. ب  ه دس  ت ت  ق  ری  ب  ی ب  ه ط  ور را م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ج  واب ک  ه اس  ت م  وج  ود م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای
ت  ح  ل  ی  ل  ی ب  ه ص  ورت م  رزی ش  رای  ط ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی ح  ل دی  گ  ر ط  رف از
ح  ل روش ی  ک ه  س  ت  ی  م. ت  ق  ری  ب  ی ج  واب ب  ه دن  ب  ال م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ب  رای ن  ی  س  ت. م  ق  دور
از س  پ  س م  ی ک  ن  ن  د. ت  ب  دی  ل ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل ب  ه را آن  ه  ا ک  ه اس  ت ای  ن م  س  ائ  ل ای  ن گ  ون  ه ب  رای
ف  ص  ل ای  ن از ه  دف م  ی آورن  د. ب  ه دس  ت اول  ی  ه م  س  ئ  ل  ه ب  رای م  ن  اس  ب ج  واب  ی ت  ق  ری  ب  ی، روش ه  ای
ب  ه ص  ورت را م  رزی ش  رای  ط ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ئ  ل  ه آن از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ا اس  ت روش  ی ارائ  ه
در داری  م. م  ع  ک  وس م  س  ئ  ل  ه ۱ . ۹ ب  خ  ش در ک  ن  ی  م. ح  ل را آن س  پ  س و ت  ب  دی  ل ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل
را م  رزی ش  رای  ط ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات م  س  ئ  ل  ه ی  ک م  ی ت  وان چ  گ  ون  ه دی  د خ  واه  ی  م ب  خ  ش ای  ن
ب  رای ری  ت  ز م  س  ت  ق  ی  م روش ۲ . ۹ ب  خ  ش در س  پ  س ک  رد. ت  ب  دی  ل ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  ه

آم  د. خ  واه  د ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ائ  ل ت  ق  ری  ب  ی ج  واب ی  اف  ت  ن

م  ع  ک  وس م  س  ئ  ل  ه ۱ . ۹
ب  اش  د: ش  ده داده زی  ر دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ن  ی  د ف  رض

𝑦″ − 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = ۰. (۱ . ۹)



م  س  ت  ق  ی  م۵۳۸ روش  ه  ای و م  ع  ک  وس م  س  ئ  ل  ه . ۹ ف  ص  ل

م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی 𝑦 ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) ت  اب  ع، ت  ع  ی  ی  ن از ع  ب  ارت م  ع  ک  وس م  س  ل  ه
ب  اش  د: زی  ر دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه از ج  واب  ی 𝑦 اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر ب  اش  د، (۱ . ۹)

𝑑
𝑑𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦′ −

𝜕𝑓
𝜕𝑦 = ۰. (۲ . ۹)

ب  ه ص  ورت دوم م  رت  ب  ه از خ  ط  ی (۱ . ۹) دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه ک  ن  ی  د ف  رض اب  ت  دا :۱ ح  ال  ت

𝑦″ + 𝑃𝑦′ + 𝑄𝑦 − 𝐺 = ۰ (۳ . ۹)

𝑓 ت  اب  ع آوردن ب  ه دس  ت ب  رای ه  س  ت  ن  د. 𝑥 از پ  ی  وس  ت  ه 𝐺ت  واب  ع  ی 𝑄و ،𝑃 آن در ک  ه ب  اش  د
م  ی ن  وی  س  ی  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ع  ادل  ه ای  ن م  ط  ل  وب،

(𝑝𝑦′)′ + 𝑞𝑦 − 𝑔 = ۰. (۴ . ۹)

ب  گ  ی  ری  د: م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای

𝑝 = 𝑒∫𝑃(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑞 = 𝑄𝑝, 𝑔 = 𝐺𝑝.

ب  گ  ی  ری  د: ح  ال م  ی گ  ردد. ت  ب  دی  ل (۴ . ۹) م  ع  ادل  ه ب  ه (۳ . ۹) م  ع  ادل  ه ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = ۱
۲
(𝑝𝑦′۲ − 𝑞𝑦۲ + ۲𝑔𝑦) (۵ . ۹)

𝐽(𝑦) = 
𝑥۱

𝑥۰
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 𝑑𝑥.

اس  ت. (۳ . ۹) آن م  ع  ادل ی  ا (۴ . ۹) ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ک ای  ن اوی  ل  ر-لاگ  ران  ژ م  ع  ادل  ه ص  ورت ای  ن در

ب  ن  وی  س  ی  د. ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را زی  ر م  س  ئ  ل  ه .۱ . ۹ م  ث  ال

𝑦″ + ۲𝑦′ + ۸𝑦 = ۰, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱

𝑦(۰) = ۰, 𝑦′(۱) = ۰.

پ  س .𝐺 = ۰ 𝑄و = ۸ ،𝑃 = ۲ داری  م (۳ . ۹) م  ع  ادل  ه ب  ا م  ع  ادل  ه ای  ن م  ق  ای  س  ه ب  ا ح  ل.
از: ع  ب  ارت  س  ت ک  ان  ون  ی  ک ص  ورت و 𝑝 = 𝑒۲𝑥

(𝑒۲𝑥𝑦′)′ + ۸𝑒۲𝑥𝑦 = ۰.
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م  ی گ  ردد: ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت م  ط  ل  وب ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ئ  ل  ه ب  دی  ن ت  رت  ی  ب

𝐽(𝑦) = ۱
۲

۱

۰
(𝑒۲𝑥𝑦′۲ − ۸𝑒۲𝑥𝑦۲) 𝑑𝑥

𝑦(۰) = ۰, 𝑦(۱) = ۰.

م  ع  ادل  ه ب  رای را م  رزی ش  رط ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه ت  ب  دی  ل ح  ال  ت ای  ن در :۲ ح  ال  ت
ه  م و دو از ب  الات  ر م  رت  ب  ه از ع  ادی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادلات ب  رای ه  م روش ای  ن دی  د خ  واه  ی  م خ  ط  ی

دارد. خ  وب  ی ک  ارب  رد پ  اره ای م  ع  ادلات ب  رای
𝑀 و 𝜕Ω ه  م  وار م  رز ب  ا ک  ران  ه دار و ه  م  ب  ن  د ب  از، م  ج  م  وع  ه Ωی  ک ⊂ ℝ۲ ک  ن  ی  د ف  رض
داخ  ل  ی ض  رب ف  ض  ا ای  ن روی Ωب  اش  د. دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه ت  واب  ع ب  رداری ف  ض  ای

م  ی گ  ی  ری  م: ن  ظ  ر در را زی  ر
⟨𝑢, 𝑣⟩ = 



𝑢𝑣 𝑑Ω.

ه  ر ب  رای اگ  ر گ  وی  ی  م م  ت  ق  ارن ℒرا ∶ 𝑀 → 𝑀خ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر .۱ . ۹ ت  ع  ری  ف
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط و 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑀

⟨ℒ𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑢,ℒ 𝑣⟩.

ه  ر ب  رای اگ  ر گ  وی  ی  م م  ث  ب  ت ℒرا ∶ 𝑀 → 𝑀خ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر .۲ . ۹ ت  ع  ری  ف
ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط و 𝑢 ≠ ۰ ب  ا 𝑢 ∈ 𝑀

⟨ℒ𝑢, 𝑢⟩ > ۰.

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت ب  الا م  ف  اه  ی  م ب  ا ارت  ب  اط در را ق  ض  ی  ه اول  ی  ن

زی  ر روی م  ث  ب  ت و م  ت  ق  ارن دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر ℒی  ک ک  ن  ی  د ف  رض .۱ . ۹ خ  اص  ی  ت
خ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه اگ  ر Ωب  اش  د. دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی 𝑓 ′𝑀و ⊂ 𝑀 ف  ض  ای،

ℒ𝑢 = 𝑓 (۶ . ۹)
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ت  اب  ع  ک ج  واب ای  ن آن گ  اه ب  اش  د، ی  گ  ان  ه ج  واب  ی رویΩدارای ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه
م  ی ک  ن  د: م  ی  ن  ی  م  م را م  ذک  ور م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه زی  ر

𝐽(𝑢) = ۱
۲
⟨ℒ𝑢, 𝑢⟩ − ⟨𝑢, 𝑓⟩ = 



 ۱
۲
𝑢ℒ𝑢 − 𝑢𝑓 𝑑Ω. (۷ . ۹)

ج  واب 𝑢ای  ن آن  گ  اه ک  ن  د، ن  ه  ای  ی را ف  وق م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه ت  اب  ع  ک 𝑢ای اگ  ر ب  رع  ک  س
اس  ت. ف  وق دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه

را زی  ر ت  ع  ری  ف ارت  ب  اط ای  ن در داش  ت. م  ی ت  وان ن  ی  ز ب  ه  ت  ری ن  ت  ای  ج ق  وی ت  ر ش  رای  ط ت  ح  ت
داری  م.

اک  ی  د م  ث  ب  ت ی  ا م  ث  ب  ت اک  ی  داً را ℒ خ  ط  ی دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر .۳ . ۹ ت  ع  ری  ف
ب  اش  ی  م داش  ت  ه 𝑢 ∈ 𝑀 ه  ر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  وج  ود  𝑎 > ۰ ث  اب  ت ع  دد اگ  ر گ  وی  ی  م

.⟨ℒ𝑢, 𝑢⟩ > 𝑎⟨𝑢, 𝑢⟩

و م  ت  ق  ارن ع  م  ل  گ  ری ب  الا ق  ض  ی  ه ℒدر دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر ک  ن  ی  د ف  رض .۲ . ۹ خ  اص  ی  ت
اس  ت. م  ی  ن  ی  م  م ک  ن  ن  ده ج  واب دارای (۷ . ۹) ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ئ  ل  ه ص  ورت ای  ن در ب  اش  د م  ث  ب  ت اک  ی  داً

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [۶] ک  ت  اب ه  ش  ت  م ف  ص  ل ب  ه ب  الا ق  ض  ای  ای اث  ب  ات دی  دن ب  رای

ی  ک را ف  وق ش  ده داده م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه 𝐽(𝑢) ک  ن  ن  ده ن  ه  ای  ی ج  واب .۴ . ۹ ت  ع  ری  ف
گ  وی  ن  د. م  رزی ش  رای  ط ب  ا ℒ𝑢ه  م  راه = 𝑓 م  ع  ادل  ه ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ج  واب

ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک 𝑘 آن در ک  ه زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه در ده  ی  د ن  ش  ان .۲ . ۹ م  ث  ال
م  ی ب  اش  د. م  ث  ب  ت اک  ی  داً و م  ت  ق  ارن دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر اس  ت،

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−𝑢″ + 𝑘۲𝑢 = 𝑓, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

𝑢(𝑎) = 𝑢(𝑏) = ۰

ب  ن  وی  س  ی  د. را واب  س  ت  ه ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ئ  ل  ه ه  م  چ  ن  ی  ن
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𝐶۲([𝑎, 𝑏])ت  واب  ع ب  رداری ف  ض  ای روی ℒرا ع  م  ل  گ  ر ای  ن .ℒ = − 𝑑
۲

𝑑𝑥۲ +𝑘
۲ داری  م ح  ل.

ن  وش  ت: م  ی ت  وان ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط و ب  رداری ف  ض  ای ای  ن در 𝑣 و 𝑢ب  رای ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در

⟨ℒ𝑢, 𝑣⟩ = 
𝑏

𝑎
(−𝑢″ + 𝑘۲𝑢)𝑣 𝑑𝑥 = −

𝑏

𝑎
𝑢″𝑣 𝑑𝑥 +

𝑏

𝑎
𝑘۲𝑢𝑣 𝑑𝑥

= −[𝑢′𝑣]𝑏𝑎 +
𝑏

𝑎
𝑢′𝑣′ 𝑑𝑥 +

𝑏

𝑎
𝑘۲𝑢𝑣 𝑑𝑥

= [𝑢𝑣′]𝑏𝑎 −
𝑏

𝑎
𝑢𝑣″ 𝑑𝑥 +

𝑏

𝑎
𝑘۲𝑢𝑣 𝑑𝑥.

پ  س: [𝑢𝑣′]𝑏𝑎 = [𝑢′𝑣]𝑏𝑎 = ۰ داری  م ه  م  گ  ن م  رزی ش  رای  ط ب  رای چ  ون

⟨ℒ𝑢, 𝑣⟩ = 
𝑏

𝑎
(𝑢′𝑣′ + 𝑘۲𝑢𝑣) 𝑑𝑥 = ⟨𝑢,ℒ 𝑣⟩.

داری  م: ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  ت  ق  ارن دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر ای  ن پ  س

⟨ℒ𝑢, 𝑢⟩ = 
𝑏

𝑎
(𝑢′۲ + 𝑘۲𝑢۲) 𝑑𝑥.

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ی  ز را واب  س  ت  ه ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ئ  ل  ه اس  ت. ن  ی  ز م  ث  ب  ت اک  ی  داً ع  م  ل  گ  ر ای  ن پ  س

𝐽(𝑢) = ۱
۲

𝑏

𝑎
[𝑢′۲ + 𝑘۲𝑢۲ − ۲𝑢𝑓] 𝑑𝑥.

ن  ظ  ر 𝐷در ⊂ ℝ۲ س  اده ه  م  ب  ن  د م  ی  دان روی را زی  ر پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه .۳ . ۹ م  ث  ال
ب  گ  ی  ری  د:

−ℒ𝑢 = Δ𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦).

𝑢 ∈ 𝐶۲(𝐷)م  ج  ه  ول ت  اب  ع روی ب  ر لاپ  لاس دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر م  ع  ادل  ه ای  ن چ  پ س  م  ت در
م  رزی ش  رای  ط ب  ا ه  م  راه م  ع  ادل  ه ای  ن اس  ت. 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷) ت  اب  ع راس  ت س  م  ت در و م  ی ک  ن  د ع  م  ل

ه  م  گ  ن دی  ری  ک  ل  ه
𝑢(𝑥, 𝑦) = ۰, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐷
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اب  ت  دا اس  ت. م  ث  ب  ت و م  ت  ق  ارن ع  م  ل  گ  ر ای  ن م  ی ده  ی  م ن  ش  ان اک  ن  ون اس  ت. ی  گ  ان  ه ج  واب دارای
در ک  ه م  ی ش  ود ان  ج  ام گ  ری  ن ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ار ای  ن اس  ت. م  ت  ق  ارن م  ی ده  ی  م ن  ش  ان

م  ی ش  ود. ظ  اه  ر اول ت  س  اوی

⟨ℒ𝑢, 𝑣⟩ =
𝐷

𝑣(𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

= 
𝜕𝐷
𝑣𝑢𝑦 𝑑𝑥 − 𝑣𝑢𝑥 𝑑𝑦 +

𝐷

(𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑦𝑣𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

پ  س ،𝑢 = 𝑣 = ۰ داری  م 𝜕𝐷روی چ  ون

⟨ℒ𝑢, 𝑣⟩ =
𝐷

(𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑦𝑣𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه  ب  ای  د ف  وق ت  س  اوی ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. ℒم  ت  ق  ارن ب  ن  اب  رای  ن

⟨ℒ𝑢, 𝑢⟩ =
𝐷

(𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

داری  م: ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ℒم  ث  ب  ت پ  س

⟨𝑢, −𝑓⟩ = −
𝐷

𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را پ  واس  ون م  ع  ادل  ه دی  ری  ک  ل  هٔ م  س  ئ  ل  ه ت  غ  ی  ی  رات  ی ت  اب  ع  ک ب  دی  ن ت  رت  ی  ب
م  ی آوری  م:

𝐽(𝑢) = ۱
۲

𝐷

(𝑢۲𝑥 + 𝑢۲𝑦 + ۲𝑢𝑓) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

م  ی ک  ن  ی  م. م  ع  رف  ی را ری  ت  ز م  س  ت  ق  ی  م روش ب  ع  دی ب  خ  ش در

۱ . ۹ ت  م  ری  ن
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اس  ت. م  ث  ب  ت اک  ی  داً و م  ت  ق  ارن زی  ر ع  م  ل  گ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۱

𝐿 = −𝑝(𝑥) 𝑑
۲

𝑑𝑥۲ − 𝑝
′(𝑥) 𝑑𝑑𝑥 + 𝑞(𝑥)

و 𝑝(𝑥) > ۰ ب  ا پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق دارای 𝑝(𝑥) و پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع  ی 𝑞(𝑥) و 𝑝(𝑥) ای  ن ج  ا در
م  ی ب  اش  د. 𝑞(𝑥) > ۰

ب  ن  وی  س  ی  د. ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ائ  ل . ۲

𝑥۲𝑦″ + 𝑥𝑦′ − 𝑦 = ln 𝑥
𝑦(۱) = ۰, 𝑦(𝑒) = ۰

″𝑦آ) + ۲𝑦′ + 𝑦 = sin 𝑥
𝑦(۰) = ۰, 𝑦(𝜋) = ۰

ب)

ℝ۲م  ت  ق  ارن در س  اده ه  م  ب  ن  د م  ی  دان ه  ر روی زی  ر پ  اره ای دی  ف  ران  س  ی  ل ع  م  ل  گ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۳
اس  ت. م  ث  ب  ت اک  ی  داً و

𝐿 = − 𝜕
۲

𝜕𝑥۲ −
𝜕۲
𝜕𝑦۲ + ۴

آوری  د. در ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ئ  ل  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه . ۴

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − ۴𝑢 = 𝑥𝑦, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱, ۰ ≤ 𝑦 ≤ ۱

𝑢(۰, 𝑦) = ۰, 𝑢(۱, 𝑦) = 𝑦, 𝑢(𝑥, ۰) = 𝑥, 𝑢(𝑥, ۱) = 𝑥۲.

ری  ت  ز م  س  ت  ق  ی  م روش ۲ . ۹
ب  ر ک  ه اس  ت ت  غ  ی  ی  رات ح  س  اب م  س  ت  ق  ی  م روش ه  ای از ی  ک  ی ری  ل  ی-ری  ت  ز روش ی  ا و ری  ت  ز روش

م  ی ب  اش  د. اس  ت  وار م  ی  ن  ی  م  م س  از ت  واب  ع دن  ب  ال  ه ی  ک ب  ه وس  ی  ل  ه ج  واب ت  ق  ری  ب پ  ای  ه
ای  ن 𝑄ب  اش  د. دام  ن  ه ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ق  ط  ع  ه  ب  ه ق  ط  ع  ه ت  واب  ع ب  رای پ  ای  ه ی  ک {𝜓𝑛}𝑛≥۱ ک  ن  ی  د ف  رض
اس  ت. زی  ادی م  ح  اس  ب  ات ح  اوی م  ع  م  ولاً آن از م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه س  اخ  ت  ن و ن  ی  س  ت م  ت  ع  ام  د ل  زوم  اً پ  ای  ه
م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ب  ه آن ت  ب  دی  ل ب  دون پ  ای  ه ای  ن از ک  ه اس  ت خ  اص  ی  ت ای  ن در ری  ت  ز روش اه  م  ی  ت

م  ی س  ازد. آس  ان ن  س  ب  ت  اً را آن از اس  ت  ف  اده و م  ی گ  ردد اس  ت  ف  اده ی  ک  ه ای
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ℒ آن در ℒ𝑢ک  ه = 𝑓 م  ع  ادل  ه ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ج  واب 𝑢 گ  ذش  ت  ه ب  خ  ش م  ان  ن  د ک  ن  ی  د ف  رض
را زی  ر ت  اب  ع  ک ،𝑢 ت  اب  ع ۱ . ۹ خ  اص  ی  ت ط  ب  ق ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. اس  ت، اک  ی  د م  ث  ب  ت ع  م  ل  گ  ری

م  ی ک  ن  د. م  ی  ن  ی  م  م
𝐹𝑢 = ۱

۲
ℒ𝑢, 𝑢 − ۲𝑓, 𝑢.

م  ی ک  ن  د. ص  دق م  س  ئ  ل  ه م  رزی ش  رای  ط در ک  ه ب  اش  د پ  ی  وس  ت ق  ط  ع  ه ق  ط  ع  ه 𝜑۰ت  اب  ع  ی ک  ن  ی  د ف  رض
𝑢𝑛 = 𝜑۰ + ∑

𝑛
𝑘=۱ 𝑎𝑘𝜑𝑘 ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری را 𝑎𝑛 ت  ا 𝑎۱ اع  داد ،𝑛ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ب  رای

ب  گ  ی  ری  د: م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ک  ن  د. م  ی  ن  ی  م  م را 𝐹𝑢𝑛 م  ق  دار

𝑣𝑛 = 𝜑۰ +
𝑛

𝑘=۱
𝑏𝑘𝜑𝑘.

ای  ن ب  رای را خ  ود م  ی  ن  ی  م  م م  ق  دار 𝐹𝑣𝑛 ت  ا ک  ن  ی  د ان  ت  خ  اب ط  وری را 𝑏𝑛 ت  ا 𝑏۱ م  ق  ادی  ر اک  ن  ون
داش  ت  ه ب  ای  د م  ط  ل  وب 𝑎𝑛 ت  ا 𝑎۱ م  ق  ادی  ر ب  رای دی  گ  ر ب  ه ع  ب  ارت ب  گ  ی  ری  د. ب  ه خ  ود 𝑏𝑛 ت  ا 𝑏۱ م  ق  ادی  ر

ب  اش  ی  م:

𝜕𝐹𝑣𝑛
𝜕𝑏۱ 

𝑏۱=𝑎۱,...,𝑏𝑛=𝑎𝑛

= ۰, ⋯ 𝜕𝐹𝑣𝑛
𝜕𝑏𝑛 

𝑏۱=𝑎۱,...,𝑏𝑛=𝑎𝑛

= ۰.

م  ی آی  ن  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه 𝑛ای  ن

ℒ𝜑۰, 𝜑۱ +
𝑛

𝑘=۱
ℒ𝜑۱, 𝜑𝑘𝑎𝑘 = 𝑓, 𝜑۱,

ℒ𝜑۰, 𝜑۲ +
𝑛

𝑘=۱
ℒ𝜑۲, 𝜑𝑘𝑎𝑘 = 𝑓, 𝜑۲,

⋮

ℒ𝜑۰, 𝜑𝑛 +
𝑛

𝑘=۱
ℒ𝜑𝑛, 𝜑𝑘𝑎𝑘 = 𝑓, 𝜑𝑛. (۸ . ۹)

ض  رای  ب م  ات  ری  س ب  ا و 𝑎𝑛 ت  ا 𝑎۱ م  ج  ه  ول ه  ای ب  ا م  ج  ه  ول  ی 𝑛 م  ع  ادل  ه 𝑛 دس  ت  گ  اه ی  ک ب  الا دس  ت  گ  اه
دس  ت  گ  اه ای  ن ض  رای  ب دت  رم  ی  ن  ان پ  س خ  ط  ی ان  د، 𝜑𝑛م  س  ت  ق  ل 𝜑۱ت  ا ت  واب  ع چ  ون اس  ت. م  ت  ق  ارن
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اگ  ر داد ن  ش  ان م  ی ت  وان اس  ت. ی  گ  ان  ه ج  واب  ی دارای دس  ت  گ  اه ای  ن ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ص  ف  ر غ  ی  ر
ت  ق  ری  ب ی  ک 𝑢𝑛 ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب .𝐹𝑢۰ = lim𝑛→∞ 𝐹𝑢𝑛 ص  ورت ای  ن در ،𝑢۰ = lim𝑛→∞ 𝑢𝑛
م  رزی ش  رای  ط ب  ا ℒ𝑢ه  م  راه = 𝑓 م  س  ئ  ل  ه ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ج  واب ی  ع  ن  ی 𝑢۰ ب  رای خ  وب ب  س  ی  ار

اس  ت. ب  ه  ت  ر ت  ق  ری  ب ای  ن ب  اش  د ب  ی  ش  ت  ر 𝑛 ه  رچ  ه و اس  ت

داخ  ل  ی ض  رب ب  ه ن  س  ی  ت ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک {𝜑𝑛}𝑛≥۱ چ  ن  ان  چ  ه ت  ذک  ر.
ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ⟨𝑢, 𝑣⟩𝐴 = ⟨ℒ𝑢, 𝑣⟩

𝑎𝑘 = 𝑓, 𝜑𝑘, 𝑘 = ۱,⋯ , 𝑛.

م  ی آوری  م: دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت را 𝑢𝑛 ح  ال  ت ای  ن در ن  ت  ی  ج  ه در

𝑢𝑛 =
𝑛

𝑘=۱
𝑓, 𝜑𝑘𝜑𝑘.

گ  رام-اش  م  ی  ت ف  رای  ن  د از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  ده، داده {𝜑𝑛}𝑛≥۱ م  ت  ع  ام  د غ  ی  ر پ  ای  ه از ک  ن  ی  د ت  وج  ه
اس  ت م  م  ک  ن را م  ح  اس  ب  ات ح  ج  م ک  ار ای  ن ل  ی  ک  ن ک  رد، اس  ت  خ  راج ی  ک  ه  م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ای م  ی ت  وان

ن  م  ای  د. ب  ی  ش  ت  ر

م  ی گ  وی  ن  د. ری  ت  ز دن  ب  ال  ه را {𝑢𝑛}𝑛≥۱ دن  ب  ال  ه .۵ . ۹ ت  ع  ری  ف

داری  م: را زی  ر خ  اص  ی  ت ،𝑢۰ = lim𝑢𝑛
𝑛⟶∞

ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ق  ط  ع  ه ب  ه ق  ط  ع  ه 𝑓 اک  ی  د، م  ث  ب  ت ع  م  ل  گ  ر ℒی  ک ک  ن  ی  د ف  رض (ری  ت  ز). ۳ . ۹ خ  اص  ی  ت
اس  ت م  وج  ود 𝑎𝑛 ت  ا 𝑎۱ ع  دد 𝑛 ه  ر ب  رای آن گ  اه ب  اش  د. پ  ای  ه ی  ک {𝜑𝑛}𝑛≥۱ و پ  ی  وس  ت  ه
𝑣𝑛 = ∑𝑛

𝑘=۱ 𝑏𝑘𝜑𝑘 ب  رای 𝐹𝑣𝑛 س  از م  ی  ن  ی  م  م 𝑢𝑛 = 𝜑𝑛,𝑘 = ∑𝑛
𝑘=۱ 𝑎𝑘𝜑𝑘 ب  ه ط  وری ک  ه

ت  اب  ع  ک م  ی  ن  ی  م  م س  از 𝑢۰ = lim𝑢𝑛
𝑛⟶∞

و م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف ی  گ  ان  ه ب  ه ص  ورت {𝑢𝑛}𝑛≥۱ دن  ب  ال  ه اس  ت.

ℒ𝑢اس  ت. = 𝑓ج  واب ی  ا و 𝐹(𝑢) = ۱
۲
ℒ𝑢, 𝑢 − 𝑓, 𝑢

ای  ن ام  ر ای  ن ع  ل  ت .|𝑢𝑛 − 𝑢۰| ≤ |𝑢𝑚 − 𝑢۰| داری  م، 𝑛 > 𝑚ب  رای ری  ت  ز ت  ق  ری  ب در ت  ذک  ر.
را {𝜓𝑛}𝑛≥۱ ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه {𝜑𝑛}𝑛≥۱ روی از اگ  ر و اس  ت ی  گ  ان  ه 𝑢𝑛 س  از م  ی  ن  ی  م  م ک  ه اس  ت
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𝑢𝑛 ه  م  ان ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده پ  ای  ه اول  ی  ه ع  ض  و 𝑛 از م  ی  ن  ی  م  م س  از ت  ع  ی  ی  ن ب  رای آن از و ب  س  ازی  م
اس  ت. ب  رق  رار ف  وق ن  ام  س  اوی ی  ک  ه ای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ب  رای و م  ی آی  د ب  ه دس  ت

ک  ن  ی  د. ح  ل ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ج  واب ب  رای ری  ت  ز روش ب  ا را زی  ر م  رزی ش  رای  ط ب  ا م  س  ئ  ل  ه .۴ . ۹ م  ث  ال

−𝑢″ + 𝑢 = 𝑥۲, 𝑢(−۱) = ۰, 𝑢(۱) = ۰

ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه م  ط  ل  ب ای  ن دی  دن ب  رای اس  ت. اک  ی  د ℒم  ث  ب  ت = − 𝑑
۲

𝑑𝑥۲ + ۱ ع  م  ل  گ  ر ح  ل.
ب  ه ع  لاوه: اس  ت خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر

ℒ𝑢, 𝑣 = 
۱

−۱
 − 𝑑۲

𝑑𝑥۲ + ۱𝑢𝑣 𝑑𝑥 = 
۱

−۱
(𝑢′𝑣′ + 𝑢𝑣) 𝑑𝑥 = 𝑢,ℒ 𝑣.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ت  س  اوی ه  ا ای  ن از ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ℒم  ت  ق  ارن پ  س

ℒ𝑢, 𝑢 = 
۱

−۱
(𝑢′)۲ + 𝑢۲ 𝑑𝑥.

ب  رداری ف  ض  ای ای  ن ب  رای پ  ای  ه ی  ک م  رزی ش  رای  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. ن  ی  ز اک  ی  د ℒم  ث  ب  ت پ  س
گ  رف  ت: م  ی ت  وان زی  ر ب  ه ص  ورت را

𝜑𝑛 (𝑥) = ۱ − 𝑥۲𝑥𝑛−۱, 𝑛 = ۱, ۲,⋯ .

𝜑۰(𝑥)اس  ت. = ۰ ک  ن  ی  د ت  وج  ه
دس  ت  گ  اه ب  رای را 𝑢۳ اب  ت  دا م  ی پ  ردازی  م. 𝑎۱𝜑۱ + 𝑎۲𝜑۲ + 𝑎۳𝜑۳ م  ح  اس  ب  ه ب  ه اک  ن  ون
و ف  رد ه  ای 𝑛ب  رای 𝜑𝑛ه  ا ب  ودن ف  رد و زوج و 𝑥۲ ب  ودن زوج ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در (۸ . ۹)

م  ی آی  د: در زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑎𝑗ه  ا ب  ه م  رب  وط خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه زوج،

ℒ𝜑۱, 𝜑۱𝑎۱ + ℒ𝜑۱, 𝜑۳𝑎۳ = 𝑥۲, 𝜑۱

ℒ𝜑۲, 𝜑۲𝑎۲ = ۰

ℒ𝜑۱, 𝜑۳𝑎۱ + ℒ𝜑۳, 𝜑۳𝑎۳ = 𝑥۲, 𝜑۳.
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دس  ت ب  ه دوم م  ع  ادل  ه از و اس  ت م  ت  ق  ارن دس  ت  گ  اه ای  ن ض  رای  ب م  ات  ری  س ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ه  م  چ  ن  ی  ن: .𝑎۲ = ۰ م  ی آوری  م

ℒ𝜑۱, 𝜑۱ = 
۱

−۱
۳ − 𝑥۲۱ − 𝑥۲ 𝑑𝑥 = ۵۶

۱۵

ℒ𝜑۱, 𝜑۳ = 
۱

−۱
۳ − 𝑥۲۱ − 𝑥۲𝑥۲ 𝑑𝑥 = ۲۴

۳۵

ℒ𝜑۳, 𝜑۳ = 
۱

−۱
۲ − ۱۱𝑥۲ − 𝑥۴𝑥۲ − 𝑥۴ 𝑑𝑥 = −۵۳۸

۹۴۳

ℒ 𝑥۲, 𝜑۱ = 
۱

−۱
𝑥۲۱ − 𝑥۲ 𝑑𝑥 = ۴

۱۵

ℒ 𝑥۲, 𝜑۳ = 
۱

−۱
𝑥۲۱ − 𝑥۲𝑥۲ 𝑑𝑥 = ۴

۳۵
.

داری  م: زی  ر ب  ه ص  ورت را م  ط  ل  وب دس  ت  گ  اه ب  الا، دس  ت  گ  اه در م  ق  ادی  ر ای  ن ج  ای  گ  ذاری ب  ا

𝑎۲ = ۰
۵۶
۱۵
𝑎۱ +

۲۴
۳۵
𝑎۳ =

۴
۱۵

۲۴
۳۵
𝑎۱ −

۵۳۸
۹۴۳

𝑎۳ =
۴
۳۵

.

م  ی آوری  م: ب  ه دس  ت ب  ه ای  ن ت  رت  ی  ب

𝑢۳ = 𝑎۱(۱ − 𝑥۲) + 𝑎۳(۱ − 𝑥۲)𝑥۲

اس  ت. ف  وق دس  ت  گ  اه ج  واب 𝑎۳ و 𝑎۱ ک  ه

ب  رای خ  وب  ی ت  ق  ری  ب  ی ج  واب ی  ک ه  م ب  از ری  ت  ز روش ن  ب  اش  د، اک  ی  د ℒم  ث  ب  ت چ  ن  ان  چ  ه ت  ذک  ر.
م  ی ده  د. ب  ه دس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل م  ع  ادل  ه م  س  ئ  ل  ه

۲ . ۹ ت  م  ری  ن
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ب  ی  اب  ی  د. [۰, ۱] ب  ازه روی زی  ر م  س  ئ  ل  ه ب  رای 𝑢۲ ب  ه ص  ورت ت  ق  ری  ب  ی ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ج  واب ی  ک . ۱

−𝑢″ + 𝑢 = 𝑥 + 𝑥۲, 𝑢(۰) = ۰, 𝑢(۱) = ۱.

آوری  د. ب  ه دس  ت [۰, ۱] ب  ازه روی زی  ر م  س  ئ  ل  ه ب  رای 𝑢۲ ب  ه ص  ورت ت  ق  ری  ب  ی ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ج  واب . ۲

−𝑢(۴) − 𝑢″ + 𝑢 = 𝑥, 𝑢(۰) = 𝑢″(۰) = ۰, 𝑢(۱) = 𝑢″(۱) = ۱.

آوری  د. ب  ه دس  ت ش  ده 𝐺داده م  ی  دان روی 𝑢۲۲ ت  ق  ری  ب ب  ا را زی  ر م  س  ئ  ل  ه ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ج  واب . ۳

𝐺 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ۲ | 𝑥 > ۰, 𝑦 > ۰, 𝑥 + 𝑦 < ۱

− Δ𝑢 + 𝑢 = 𝑥𝑦, 𝑢

𝜕𝐺

= 𝑥𝑦.

𝑢, 𝑣 = ∫
۱

۰
∫۱

۰
𝑒−𝑥𝑢𝑣 𝑑𝑥𝑑𝑦ب  ه ص  ورت𝐶([۰, ۱] × [۰, روی([۱ ب  ر را داخ  ل  ی ض  رب . ۴

آوری  د. ب  ه دس  ت 𝑢۱۱ ت  ق  ری  ب ب  ا را زی  ر م  س  ئ  ل  ه ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ج  واب ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در

− 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

𝑢

𝑥=۰

= 𝑢

𝑥=۱

= 𝑢

𝑦=۰

= 𝑢

𝑦=۱

= ۰.

آوری  د. 𝐺ب  ه دس  ت = [۰, ۱] × [۰, روی[۱ 𝑢۱۱ ت  ق  ری  ب ب  ا را زی  ر م  س  ئ  ل  ه ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ج  واب . ۵

𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 − ۲𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑥𝑦, ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

𝑢

𝜕𝐺

= ۰, 𝑢𝑥𝑥
𝑥=۰,۱

= ۰, 𝑢𝑦𝑦
𝑦=۰,۱

= ۰.
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